La aritmética de las ecuaciones con muchas variables

Diego Izquierdo

Consideremos un entero n > 0 y un polinomio f(Xo,...,X,) € Z[Xo,...,Xy] con
coeficientes enteros. {Es posible determinar si la ecuacion f(xg,...,x,) = 0 tiene solu-
ciones enteras? Si esta pregunta remonta a la Antigiiedad (més precisamente a Diofanto
de Alejandria) y destaca por su sencillez, hemos tenido que esperar hasta los afios sesen-
ta para tener una respuesta convincente. Es en aquel entonces cuando Davis, Putnam,
Robinson y Matjasevic demuestran que la pregunta es indecidible. Dicho de otra ma-
nera, no existe ningin algoritmo que permita determinar de forma general si nuestra
ecuacion f(zo,...,x,) = 0 tiene soluciones enteras.

Sorprendentemente, el problema se vuelve aiin mas complicado cuando se sustituyen
los niimeros enteros por los niimeros racionales. Incluso a dia de hoy, seguimos sin saber
si existe 0 no un algoritmo que permita decidir si la ecuacion f(xo,...,z,) =0 tiene
soluciones racionales. Por supuesto, uno puede generalizar el problema a un cuerpo K
cualquiera en lugar del de los niimeros racionales, y entonces la dificultad dependera de
las propiedades aritméticas de K.

Intuitivamente, es natural pensar que, cuantas mas variables tenga el polinomio f
y cuanto menor sea su grado, mas posibilidades hay de que la ecuacién f = 0 tenga
soluciones en el cuerpo K. El objetivo de este articulo es presentar algunos resultados
importantes asi como algunas preguntas abiertas interesantes en esta direccion. Se trata
de una rama de la teoria de ntimeros que ha sido muy fructifera en las ultimas décadas,
que ha permitido mezclar técnicas variadas, ya sean algebraicas, analiticas o geométricas,
y que sigue siendo muy activa.

Agradecimientos. Me gustaria dar las gracias a Javier Fresin por haberme pro-
puesto escribir este articulo y por todas sus sugerencias que han permitido mejorarlo
sustancialmente.

1. Cuerpos C;. Definicién y primeros ejemplos

Como lo acabamos de explicar, queremos formalizar la idea intuitiva que, dado un
cuerpo K, las ecuaciones polinomiales con muchas variables y con pequefio grado sobre
el cuerpo K tienen tendencia a tener soluciones. El punto de partida es la definicién
siguiente, que remonta a Artin y Lang ([25]):

Definicion 1.1. Sean K un cuerpo e i un entero no negativo. Decimos que K tiene la
propiedad C; si para todo n > 0, para todo d > 0 y para todo polinomio homogéneo [ €
K[Xo,...,X,] de grado d tales que d’ < n, eziste x € K"\ {(0,...,0)} tal que f(x) =
0.

A modo de ejemplo, demostremos que los cuerpos que tienen la propiedad Cjy son
exactamente los cuerpos algebraicamente cerrados. Para verlo, observemos que, a cada



polinomio g € K[X] de grado d > 0 sobre un cuerpo K, uno puede asociar el polinomio
homogéneo f(Xo, X1) = Xdg(X1/Xo). En particular, si K tiene la propiedad Cp, la
ecuacion f = 0 tiene al menos una solucién no nula (xg, 1) en el cuerpo K. El cociente
x1/x( es entonces una raiz de g en K, lo que demuestra que K es algebraicamente cerrado.
La reciproca es practicamente evidente y la dejamos como ejercicio.

Si los cuerpos con la propiedad Cj son en cierto modo los cuerpos que tienen las
propiedades aritméticas mas sencillas, los cuerpos C; con ¢ > 1 son aritméticamente més
interesantes y mas complicados de estudiar. En las secciones siguientes, vamos a dar
algunos ejemplos importantes.

Pero antes, observemos que existen también cuerpos que no tienen la propiedad Cj
para ningin 4. Es el caso por ejemplo del cuerpo de los niimeros reales, puesto que la
ecuacion 22 + ... + 22 = 0 no tiene soluciones reales no nulas para ningtin n > 0. Por
supuesto, los subcuerpos de R (como el cuerpo de los nimeros racionales) tampoco tienen
la propiedad C; para ningun i.

1.1. Cuerpos finitos

Consideremos un cuerpo finito F con ¢ elementos e intentemos ver si F tiene la
propiedad C; para algin ¢ > 1. Para hacernos una idea, miremos un caso particularmente
sencillo: supongamos que F no tenga caracteristica 2, démonos un polinomio homogéneo
f € F[Xoy,...,X,] de grado 2 e intentemos encontrar un entero n de preferencia pequerno
tal que la ecuacién f = 0 tenga autométicamente soluciones no nulas.

Dado que f es de grado 2, podemos identificar f a una forma cuadratica sobre el
F-espacio vectorial F**1. Dicha forma cuadratica se diagonaliza en alguna base de F*+1,
y por tanto podemos encontrar un automorfismo ¢ de F**! y elementos ag,...,a, € F
tales que f(p(Xo, ..., X)) = apX2 +... +a, X2. Conviene entonces distinguir dos casos:

(i) Sia;, = 0 para algin ig € {0,...,n}, entonces la n-upla (0,...,0,1,0,...,0) donde
el 1 esta en la ip-ésima posicion es solucion de la ecuacion f(p(zg,...,x,)) =0y,
por tanto, ¢(0,...,0,1,0,..,0) es una solucién no nula de la ecuacion f = 0.

(ii) Supongamos ahora que a; # 0 para todo i. Es sencillo comprobar que exactamente
la mitad de los elementos de F* := F\ {0} son cuadrados, o dicho de otra manera:

1
#{2? |z € F} = %
Por tanto:
+1
#{aox% |z € F} = #{—alx% —az|z1 € F} = qT’

de modo que:

#{apxd | xo € F} + #{—a12? —ag|z1 € F} = ¢+ 1 > #F.
Deducimos que los conjuntos {agz2 | 2o € F} y {—a123—az2 | 71 € F} se intersectan,
lo que demuestra que existen zo y z1 en F tales que apzd = —a12? — ag, o lo que
es lo mismo:

f(Io,CL'l,l,O,...,O) = 0.



Por supuesto, este dltimo argumento solo funciona si n > 2 = deg f, lo que sugiere que el
cuerpo F tiene la propiedad C. Dicho resultado fue establecido por Chevalley y Warning
en el aio 1935:

Teorema 1.2 (Chevalley [11|, Warning [31]). Los cuerpos finitos tienen la propiedad C;.

La demostracién es elemental, asi que vamos a explicarla brevemente aqui. Démonos
F un cuerpo finito con ¢ elementos, n y d dos enteros positivos tales que n > d, y f €
F[Xo,...,Xy] un polinomio homogéneo de grado d. Sea s el numero de soluciones de
la ecuacion f = 0 en el cuerpo F. Como el grupo F* tiene orden ¢ — 1, el teorema de
Lagrange nos dice que, dado x € F**1:

f(X)q—l _ {0 s1 f(X) =0,

1 sino.

Por tanto, tenemos las siguientes igualdades en el cuerpo F:

s= ) (1-fx™)= Y (1)

xeFn+l xcFn+1

donde g =1 — fa71
El resto de la demostracién consiste en calcular la suma anterior. Como g es un
polinomio de grado < d(q — 1), podemos escribir:

9= Y.  ax,

i:(io,...,in)eNggl
io+...+in<d(g—1)

con la convencién 0° = 1. Por tanto, sustituyendo en la ecuacion (1):

s = Z Z a;x! (2)

xcFn+1 i:(z’o,...,in)EN’;gl
i()+---+in§d(q_1)

- X wl XA @
i:(io,...,in)eN’Z”gl xeFn+1
io+...4in<d(g—1)

— > a; <Z l,io) (Z :L,zn) . n
io+...+in<d(g—1)

Para terminar el calculo, uno puede usar el sencillo lema siguiente sobre los cuerpos
finitos:

Lema 1.3. Dados un cuerpo finito ¥ con q elementos y un entero j > 0, se tiene:

Z j {—1 st j es multiplo de g— 1y j #0
xS =

oF 0 sino.



En cada término de la suma (4), tenemos o+ ...+, < d(¢g—1) < (n+1)(¢ —1), asi
que alguna de las coordenadas de i tiene que ser (estrictamente) inferior a ¢ — 1. Por el
lema anterior, se deduce que cada término de la suma (4) es nulo, y por tanto que s = 0.

En este punto, hay que tener un poco de cuidado: todas las igualdades que hemos es-
crito son igualdades en el cuerpo F. En particular, la igualdad s = 0 es valida tinicamente
en F (y no en Z), lo que significa que la caracteristica p de F divide a s. Pero (0,...,0)
es siempre soluciéon de la ecuacion f = 0, por lo que s > 1. Se deduce que s > p, y por
tanto, la ecuacién f = 0 tiene soluciones en el cuerpo F distintas de la solucién trivial
(0,...,0). Es justamente lo que queriamos demostrar.

1.2. Cuerpos de fracciones racionales

En el parrafo anterior, hemos visto que los cuerpos finitos tienen la propiedad Cy. Es
entonces natural preguntarse si, a partir de un cuerpo K con alguna de las propiedades
C;, sabemos construir otros cuerpos que tengan también algunas de las propiedades C;.
Un resultado importante en esta direccién es el teorema de Tsen-Lang-Nagata:

Teorema 1.4 (Tsen-Lang-Nagata [27]). Sean i > 0 un entero y K un cuerpo con la
propiedad C;. Entonces el cuerpo de fracciones racionales K(T') en una variable y con
coeficientes en K tiene la propiedad Ciyq.

Por ejemplo, dado un entero n > 1 y un cuerpo finito I, los cuerpos C(11,...,T5) y
F(Th,...,T,—1) tienen la propiedad C,,.

La demostracion del teorema de Tsen-Lang-Nagata es elemental, pero bastante larga
v técnica, asi que vamos a explicar aqui tnicamente el caso particularmente sencillo
K = C. En otras palabras, como sabemos que C tiene la propiedad Cj ya que es un cuerpo
algebraicamente cerrado, vamos a demostrar que el cuerpo de fracciones racionales C(T')

tiene la propiedad C;. Para ello, consideremos un polinomio homogéneo f(Xo,...,X,)
con coeficientes en el cuerpo K’ = C(T') y de grado d < n. Queremos encontrar fracciones
racionales zo(7T), ..., x,(T) no todas nulas tales que:

Eliminando los denominadores, podemos suponer que los coeficientes de f estan en el
anillo de polinomios C[T] y que las soluciones que buscamos zo(T),...,z,(T) son poli-
nomios. En particular, podemos escribir:

Z‘U(T) =z90 + 011 + ... + .’1305T5

T(T) = xpo + 21T + ... + TpsT?

para un cierto § > 0 y ciertos ntumeros complejos z;;. Sustituyendo en la ecuacion (5) y
observando que dicha ecuacion equivale a la anulacion de todos los coeficientes del poli-
nomio f(zo(T),...,z,(T)), vemos que queremos demostrar que un sistema de ecuaciones
polinomiales complejas y homogéneas en las variables x;; tiene soluciones no nulas. El
sistema tiene (n + 1)(d + 1) variables, y si llamamos dp al maximo grado de un coefi-
ciente de f, vemos que el sistema tiene dd + dy ecuaciones. En particular, como d < n,
si escogemos § suficientemente grande, el sistema tendrd mas variables que ecuaciones, y
por tanto tendré soluciones complejas no nulas, como queriamos demostrar.



1.3. Cuerpos de series de Laurent

Dado un cuerpo K, el cuerpo de series de Laurent K ((T")) sobre K es el cuerpo cuyos
elementos son series formales con coeficientes en K de la forma:

Z ap,T"

n>-—ng

para algin ng > 0. Es el cuerpo de fracciones del anillo de series formales K[[T]], cuyos
elementos son series de la forma:
Z ap, ™.

n>0
Como para los cuerpos de fracciones racionales, disponemos del teorema siguiente, que

fue establecido por Greenberg en 1966 y que permite trasladar la propiedad C; para el
cuerpo K al cuerpo K((T)):

Teorema 1.5 (Greenberg [19]). Sean i > 0 un entero y K un cuerpo. Si K tiene la
propiedad C;, entonces el cuerpo de series de Laurent K ((T)) con coeficientes en K tiene
la propiedad Ciy1.

Sorprendentemente, la demostracion de este teorema resulta ser mucho mas delicada
que la demostracion del teorema de Tsen-Lang-Nagata. Para dar una idea de dénde
viene el resultado y para ver donde esta la dificultad en su demostracion, miremos un
caso sencillo, cuando el cuerpo K es finito. En ese caso, sabemos que K tiene la propiedad
(4, asi que queremos establecer la propiedad Co para el cuerpo K((T)).

Dados dos enteros positivos n y d tales que n > d?, asi como un polinomio homogéneo
fe K(T))[Xo,...,X,] de grado d y con coeficientes en K((T')), queremos demostrar
que la ecuaciéon f = 0 tiene soluciones no nulas en K ((7")). Eliminando denominadores,
podemos suponer que f tiene coeficientes en el anillo de series formales R := K|[[T]] y
nuestro objetivo consiste entonces en encontrar series formales xo(7T),...,z,(T") en el
anillo R tales que f(zo(T),...,zn(T)) =0.

Para resolver este problema, es natural querer proceder por induccién:

O L0

= en el primer paso, uno intentard encontrar elementos zy~, ..., € K tales que

el término constante de la serie f(a:(()o), . ,x%o)) € K|[[T] sea nulo;

= en el segundo paso, uno intentara encontrar elementos :L'él), e ,:US) € K tales que
el coeficiente de T en la serie f(:c(()o) + ZL‘(()l)T, . ,m%o) + a:%l)T) € K|[[T]] sea nulo;

= en el tercer paso, habré que buscar elementos mgQ), e ,:cﬁf) € K tales que el co-

eficiente de T2 en la serie f(:néo) + ZL‘(()l)T + :Bé2)T2, ... ,x&o) + :::S)T + m%z)Tz) sea

nulo;
= y asi sucesivamente.

Si conseguimos llevar a cabo esta induccién, entonces obtendremos la igualdad deseada
flxo(T),...,z,(T)) = 0 si tomamos:

zo(T) = Eizo ﬂU(()i)Tia
2n(T) = Yjng e TV,

5



Analicemos los primeros pasos de dicha induccién. Para hallar los elementos xéo), ey x,(lo),

tenemos que encontrar soluciones de una ecuacién homogénea de grado d en n + 1 va-
riables sobre el cuerpo K.Y eso lo podemos hacer puesto que n > d? > d y K tiene la
propiedad Cf.

Ahora, para hallar los términos :L‘él), e xﬁ}’ con las propiedades deseadas, conviene
escribir el desarrollo de Taylor de f:

0 1 0 U of = (o

i=1

+ términos de grado > 2.

Para que el coeficiente de T en la serie f(a:(()o) —l—x(()l)T, . 7337(10) +x7(11)T) sea nulo, debemos

I

por tanto hallar zy 7, ..., tales que el ndmero:

—~ m9f , (0 ©)
Zl’i (97)(1('%0 ,...,.I‘n)

i=1
sea igual al coeficiente de T en la serie —f(:céo), e ,:c%o)) € K|[[T]]. Esto lo podemos hacer
generalmente a condicién que exista algin i € {1,...,n} tal que:
of (o
X, ($é ), L2y £ 0.

Repitiendo este método, que es idéntico al método de aproximacién de Newton que
uno usa habitualmente en analisis, uno puede llevar a cabo la induccién deseada siempre
y cuando la condicién anterior esté satisfecha. El problema es que no hay ninguna razén
para que esa condicién sea cierta.

Para evitar este problema, en lugar de proceder por induccién buscando los coefi-
cientes de las series xo(T),...,2,(T) uno tras otro, vamos a encontrar directamente

(

para cada m > 0 polinomios pém) (T1),... ,pnm) (T') tales que todos los términos de la serie

f(pém) (1),... ,p%m) (T')) sean de grado > m. Para ello, usamos la propiedad C; del cuerpo
K asi como el teorema de Tsen-Lang-Nagata.

En efecto, recordemos que los coeficientes del polinomio f(Xo, ..., X,) son series for-
males contenidas en el anillo K[[T]]. Podemos por tanto considerar el polinomio f,(Xo, ...
obtenido a partir de f truncando sus coeficientes hasta el grado m — 1 (es decir guar-
dando dnicamente aquellos términos de los coeficientes de f que son de grado < m —
1). Asi, los coeficientes del polinomio f,, viven en el anillo K[T]. Aplicando el teore-
ma de Tsen-Lang-Nagata, que nos dice que K(T') tiene la propiedad Cy, asi como la

3

desigualdad d? < n, deducimos que existen polinomios p(()m) (7),... ,p,(qm) (T') tales que
fm (p((]m) (7),... ,pﬁl’”) (T)) = 0. Como consecuencia, los términos de la serie f(p(()m) (7),... ,p;m) (T))
son todos de grado > m.

El problema que tenemos ahora es que, a priori, no hay ninguna relacién entre los
polinomios pém_l)(T), .. ,p%m_l)(T) y los polinomios p(()m) (7),... ,p,(lm) (T'). Por tanto,
dado un entero i € {0,...,n}, no estd claro como construir una serie z;(T") € K[[T]]
a partir de la secuencia de polinomios (pgm) (T'))m>0- Para contornear esta dificultad,
vamos a apelar a un argumento topoldgico. En efecto, podemos dotar al anillo de series
formales K[[T]] de la distancia T-adica, definida via la formula:

A (T), (1)) = 7o)



donde, dada una serie z(T") € K[[T]] se tiene vy (z(T")) = n si:
Z(T) = ZnTn + Zn+1Tn+1 + Zn+2Tn+2 + ...

con z, # 0. Dicho de otra manera, dadas dos series z(T") e y(7T'), cuanto mayor es el
orden de anulaciéon en 0 de la serie z(T") — y(T'), mas cerca estan x(7") e y(T'). De este
modo, uno puede dotar al anillo K[[T]] de una topologia.

Ahora bien, es facil comprobar que la finitud del cuerpo K implica la compacidad
del anillo K[[T]]. Por lo tanto, la secuencia (pém) (T),... pim (T))m>0 de elementos de
K[[T]]"*" debe tener un valor de adherencia (zo(T), ..., z,(T)) € K[[T]]"*!. Pero hemos
visto que, para cada m > 0, los términos de la serie f(pém) (1),... ,p%m) (T")) son todos
de grado > m. Se deduce que:

a(F@ET), . BT, 0) < e

y por tanto que:
lfm f(p"(T),...,p")(T)) =0,

m—o0

De ahi se obtiene que:
f(2o(T), .., 2a(T)) = 0.

A vpriori, las series xo(T"),...x,(T") podrian ser todas nulas, pero retomando los argu-
mentos anteriores con mas cuidado, se ve que uno puede hacer las cosas de modo que eso
no ocurra. Es exactamente lo que queriamos demostrar.

El argumento anterior fracasa si no suponemos que el cuerpo K es finito, puesto que
en tal caso el anillo K[[T]] no es compacto. Hay por tanto que encontrar otro argumento
para construir las series zo(7), ..., x,(T) a partir de los polinomios pém) (1),... ,p%m) (T).
Es en este punto que reside la principal dificultad del teorema de Greenberg. La clave
viene dada por el enunciado siguiente, que es muy delicado de demostrar:

Teorema 1.6 (Greenberg [19]). Sean K un cuerpo y R = K|[T]] el anillo de series for-
males con coeficientes en K. Dado un polinomio homogéneo f € R[Xy,...,Xy] con coefi-
cientes en R, la ecuacion f = 0 tiene soluciones no nulas en el cuerpo de series de Laurent
K((T)) si, y solo si, para cada m > 1, existen polinomios po(T),...,pn(T) € K[T] no
todos maltiplos T tales que los m primeros coeficientes de la serie f(xo(T),...,xn(T))
son nulos.

2. Cuerpos (C; y cohomologia

Hemos visto que los cuerpos que tienen la propiedad Cj son los cuerpos algebraica-
mente cerrados. En esta seccién, nos gustaria indagar si hay resultados similares para los
cuerpos con la propiedad C; para algin ¢ > 1.

Para ello, sera util disponer de un poco de vocabulario de la teoria de cuerpos. Asi,
dados dos cuerpos K y L, decimos que L es una ezxtension de K si L contiene a K. En tal
caso, L es naturalmente un K-espacio vectorial. Cuando su dimension es finita, decimos
que L es una extension finita de K.



2.1. Cuerpos () y algebras de divisién

Empecemos con el caso ¢ = 1. Para ello, dado un cuerpo K cualquiera, conviene
entender como uno puede construir polinomios homogéneos f € K[Xy,...,X,] de grado
< n tales que la ecuaciéon f = 0 no tenga soluciones no nulas. Podremos entonces deducir
que dicha construccién siempre fracasa cuando uno supone que K tiene la propiedad Cf.

Para construir polinomios con las propiedades deseadas, es natural considerar la fun-
ci6n determinante:

det: Mat,(K) — K,

puesto que det es una funcién polinomial en los coeficientes de lag matrices y ademés
sabemos exactamente cuando se anula: dada una matriz M, su determinante es nulo si,
y solo si, M no es invertible.

Ahora tomemos una K-algebra (no forzosamente conmutativa) A de dimension finita
r. Cada elemento a € A induce una aplicacién K-lineal:

me: A— A
b ab,

y por tanto podemos definir una funcién:

N:A— K
a — det(mg).

Se tiene entonces que N (a) # 0 si, y solo si, m, es invertible, lo cual equivale a que a sea
invertible en el anillo A. En particular, si suponemos a partir de ahora que todo elemento
no nulo de A es invertible — uno dice que A es un cuerpo no conmutativo o un anillo de
division —, entonces:

Vae A, N(a) =0<=a=0.

Ademas, si fijamos una K-base wq, .. .,w, de A como espacio vectorial, uno puede compro-
bar facilmente que NV es una funcién polinomial homogénea de grado r en las coordenadas
en dicha base. En otras palabras, la funcién:

N: K - K
(1,...,2r) = N(xywi + - + zpwy)

es un polinomio homogéneo de grado r con coeficientes en K tal que la ecuacion N/ =0
no tiene soluciones no nulas. De este modo, ya casi hemos construido un polinomio con
las propiedades que queriamos. Pero tenemos un pequeno problema: el grado de N’ es
demasiado grande respecto del nimero de variables.

Para intentar entender como resolver esta dificultad, tomemos un ejemplo concreto.
Dados dos elementos no nulos a,b € K, introduzcamos el dlgebra de cuaterniones Hgy,
definida como la K-algebra (no conmutativa) de dimension 4 con base (1,4,7,k) en la
cual la multiplicacién viene dada por:

i?=a, j%2=b, k=ij=—ji.

Por ejemplo, Hi 1 no es mas que el algebra de matrices Mata(K) y, cuando K = R, el
algebra H_1 _; coincide con el dlgebra de cuaterniones de Hamilton.



Para las algebras de cuaterniones, resulta sencillo calcular las funciones N y N':

r -y —z -t
N'(z,y,z,t) = N(z +yi+ zj + th) = z f ;t _Zy = (2% — ay® — b2* + abt?)?,
t —z y T

de modo que N’ = f? donde f es el polinomio X? — aY? — bZ? + abT?. En particular,
las ecuaciones N’ = 0y f = 0 tienen las mismas soluciones, y por tanto, si suponemos
que H,; es un anillo de divisién, entonces la ecuacion f = 0 no puede tener soluciones
no nulas. Pero esto no puede ocurrir si K tiene la propiedad C7, puesto que f tiene 4
variables y grado 2. De ahi se deduce que sobre los cuerpos con la propiedad Cq, las
algebras de cuaterniones no pueden ser nunca anillos de division.

Resulta que ocurre lo mismo en el caso general. En efecto, si A es una K-algebra de
division cualquiera de dimensién finita r y si uno supone ademas que A no es conmutativa,
uno siempre puede encontrar un polinomio f y un entero m > 1 tales que N’ = f™. En
particular, la tnica solucion de la ecuacion f = 0 es la solucién nula. Pero esto no puede
ocurrir si K tiene la propiedad C1, puesto que:

deg f < deg N' = #{variables de f}.
De ahi deducimos la importante propiedad siguiente:

Teorema 2.1. Si K es un cuerpo con la propiedad C1, entonces toda K-dlgebra de
division de dimensidn finita es conmutativa.

Notese que este resultado se aplica por ejemplo a todos los cuerpos finitos, asi como

a C(T) y a C((T).

2.2. Cohomologia de Galois

Para entender un poco mejor el sentido del teorema 2.1, es conveniente saber cémo
clasificar las dlgebras de divisiéon sobre un cuerpo fijado K. Es con ese propésito que
vamos a introducir ahora la nocién un poco técnica de cohomologia de Galois.

Fijemos un cuerpo K cualquiera y sea K la clausura separable de K. En el caso en
el que K es de caracteristica 0 o un cuerpo finito, K es también la clausura algebraica
de K. Una idea fundamental en teoria de cuerpos es que hay un diccionario entre las
propiedades del cuerpo K y las de un grupo topolégico compacto llamado el grupo de
Galois absoluto de K y denotado Gal(K/K). Se trata del grupo de automorfismos de K
que fijan K.

Ahora que tenemos el grupo topolégico Gal(K/K), podemos usar todas las herra-
mientas que queramos de la teorfa de grupos para estudiarlo. En particular, uno puede
estudiar su cohomologia e intentar extraer de ahi todas las informaciones que uno quiera.
Es lo que uno llama la cohomologia de Galois de K.

En lo que sigue, nos vamos a concentrar en la cohomologfa del grupo Gal(K/K) con
coeficientes en grupos abelianos. Esta puede ser descrita explicitamente en términos de
espacios de funciones que van del grupo de Galois hacia un grupo abeliano cualquiera.
Maés precisamente, démonos un grupo abeliano M y un entero n > 0, y consideremos el
grupo abeliano Z" dado por las funciones continuas:

f: Gal(K/K)" — M



que satisfacen la ecuacién funcional:

f(g2,-- -, Gnt1)

n

) (=D (g1 Gim15 GiGit1s itz - - Gnt1)

=1

+ (_1)n+1f(gl> s 7gn) =0

para todos g1,...,g9ns1 € Gal(K/K). Este grupo, llamado el grupo de los n-cociclos,
contiene como subgrupo al conjunto B™ de funciones:

h: Gal(K/K)" — M
de la forma:
h(g1,---,9n) = ho(g2; - - -, 9n)
n—1
+ ) (=1 'holg1s - - gie1, GiGit1s - - > Gn)
=1

+ (=1)"ho(91,- -+ 9n-1)

para alguna funcién continua hg: Gal(K/K)"~! — M. Los elementos de B" se llaman
los n-cobordes. El n-ésimo grupo de cohomologia de K con coeficientes en M es entonces
el cociente del grupo de los n-cociclos por los n-cobordes:

H"(K,M) = Z"/B".

Esta definicién es técnica y no es necesario retenerla precisamente para leer el resto del
articulo. Conviene simplemente entender que los grupos H" (K, M) estan definidos de una
manera muy explicita, que uno dispone de miltiples métodos practicos para calcularlos
y que solo dependen del grupo de Galois Gal(K /K) (v no de las propiedades aritméticas
internas del cuerpo K).

Podemos ahora formular el teorema de dlgebra abstracta que permite clasificar las
algebras de divisién sobre los cuerpos que contienen todas las raices de la unidad:

Teorema 2.2. Sea K un cuerpo que contiene r raices r-ésimas de la unidad para todo
r>1, y sea AD(K) el conjunto de todas las K-dlgebras de division de dimension finita.
Entonces para cada n > 1 y para cada extension finita L de K, existe una inyeccion
ipn: H*(L,Z/nZ) — AD(K) de modo que la imagen del elemento neutro 0 sea el dlgebra
de division L y que:

AD(K) = | J | irm (H*(L,Z/n)) .

L n>1

Con las hipotesis y la terminologia de este teorema, decir que toda algebra de division
de dimensién finita sobre K es conmutativa es lo mismo que decir que:

AD(K) = {L| L es una extension finita de K}

= U U {iL,n(O)}'

L n>1
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Por el teorema 2.2, esto equivale a que H?(L,Z/nZ) = 0 para todo entero n > 1 y toda
extension finita L de K. Pero todo grupo abeliano finito es suma directa de grupos ciclicos,
y por lo tanto todas las afirmaciones anteriores equivalen también a que H?(L, M) = 0
para todo grupo abeliano finito M y toda extension finita L de K.

Cuando un cuerpo K tiene la propiedad anterior, uno dice que K tiene dimensién co-
homolégica inferior o igual a 2. Mas generalmente, uno define la dimensién cohomolégica
de un cuerpo de la manera siguiente:

Definicién 2.3. Sea K un cuerpo. La dimensién cohomologica cd(K) de K es el menor
entero r > 0 tal que H™ (L, M) = 0 para todo grupo abeliano finito M y toda extension
finita L de K. Al igual que los grupos de cohomologia de K, la dimensién cohomoldgica
solo depende del grupo de Galois Gal(K /K) y no de las propiedades aritméticas internas
del cuerpo K.

Pese a que el teorema 2.2 solo es valido si se hace la hipétesis que el cuerpo K contiene
todas las raices de la unidad, uno puede interpretar de forma totalmente general la no
existencia de algebras de divisién no conmutativas sobre un cuerpo cualquiera K en
términos de dimensién cohomoldgica. En efecto:

Teorema 2.4. Sea K un cuerpo cualquiera. Toda dlgebra de divisidn de dimension finita
sobre K es conmutativa si, y solo si, cd(K) < 1. Por el teorema 2.1, esto se verifica en
particular sobre cualquier cuerpo con la propiedad Cf.

Este ultimo resultado es particularmente interesante, ya que demuestra que una pro-
piedad puramente diofantica del cuerpo K (la propiedad C7) impone una estructura
algebraica particular sobre el grupo de Galois Gal(K/K).

Ahora, jqué ocurre con la propiedad C; para i > 27 Pues bien, resulta que la dimen-
sion cohomolégica y las propiedades C; se comportan de forma muy similar. En efecto:

= la dimensiéon cohomolégica de un cuerpo algebraicamente cerrado es 0;
= la dimensién cohomolégica de un cuerpo finito es 1;

» si un cuerpo K tiene dimensiéon cohomoldgica r, entonces los cuerpos K(T') y
K((T)) tienen dimensién cohomolégica r + 1.

Parece claro que hay un paralelo entre estas propiedades de la dimensién cohomolégica
v los resultados que hemos enunciado en la seccién 1 sobre las propiedades C;. Por esa
razon, Serre formulé la siguiente conjetura en 1962:

Conjetura 2.5 (Serre [28]). Parai > 0, si K tiene la propriedad C;, entonces cd(K) < 1.

Por el teorema 2.4, la conjetura es cierta para ¢ = 1. Un teorema complicado de Suslin
establece la conjectura para i = 2 (|29]). El caso ¢ > 3 sigue estando totalmente abierto,
aunque existen resultados parciales (ver por ejemplo [24]).

Observacion 2.6. En la secciéon siguiente, introduciremos los cuerpos p-adicos y veremos
que son contraejemplos a la reciproca de la conjetura de Serre en el caso ¢ = 2. En 1965,
Ax demostro que hay contraejemplos incluso con i = 1 (ver [5]).
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3. Cuerpos p-adicos y cuerpos de niimeros

El punto de partida de la teoria de ntmeros es el estudio del anillo de enteros Z y
del cuerpo de niimeros racionales Q. Pero rapidamente, uno se da cuenta que conviene
entender también otros cuerpos un poco més grandes que Q, como el cuerpo Q(7) :=
{x+yi|z,y € Q} o el cuerpo Q(V2) = {z +yv2 + 2V4|z,y,z € Q}. Por ejemplo, si
quisiésemos hallar las soluciones racionales de la ecuacion 23 = y?+1, convendria trabajar
en el cuerpo Q(i) para poder factorizar la ecuacion bajo la forma z® = (y +4)(y — ). Los
cuerpos Q(7) y Q(4/2) son ambos extensiones finitas de Q contenidas en C. Es lo que
uno llama cuerpos de niimeros.

A finales del siglo XIX y principios del XX, con el fin de estudiar el cuerpo de los
ntmeros racionales Q o mas generalmente los cuerpos de ntimeros, Hensel introduce el
lenguaje de los cuerpos p-adicos. La idea puede resumirse de la manera siguiente. Como
el cuerpo Q estd contenido en R, uno puede usar propiedades del cuerpo de los numeros
reales para resolver problemas sobre los niimeros racionales. Ahora bien, uno construye R
como complecion de QQ respecto de la distancia usual. jTiene el cuerpo QQ otras distancias
(que se comporten bien con respecto de su estructura de cuerpo)? Si es asi, qué ocurre
si uno sustituye la distancia usual por alguna de esas otras distancias?

Pues bien, resulta que, para cada ntimero primo p, uno dispone de la distancia p-adica
sobre Q. Esta definida via la férmula:

dyla,y) = @)

donde vp(x — y) es la valuacién p-adica de  — y. De este modo, cuanto mayor es la
valuaciéon p-adica de x — y, més cerca estdn x e y. Si uno completa el cuerpo Q respecto
de la distancia dp,, uno obtiene el cuerpo de nimeros p-ddicos Q,. Uno puede entonces
usar las propiedades algebraicas, pero también analiticas, del cuerpo QQ, para entender
los ntimeros racionales.

Resulta que, hasta un cierto punto, el cuerpo p-adico @, se comporta de forma similar
a los cuerpos de series de Laurent que hemos introducido en la seccién 1.3. En particular,
satisface una propiedad similar al teorema 1.6:

Teorema 3.1. Dado un primo p, si f € Z[Xo,...,X,] es un polinomio homogéneo, la
ecuacion f = 0 tiene soluciones no nulas en el cuerpo Q, si, y solo si, para todo r > 1,
la congruencia

flxoy...,xn) =0 méd p"

tiene soluciones tales que x, ..., T, no son todos divisibles por p.

Este resultado se demuestra usando el mismo argumento de compacidad que nos
permitié establecer el teorema 1.6 en el caso K finito.

Por supuesto, de forma mas general, uno puede partir de un cuerpo de nimeros K
cualquiera en lugar del cuerpo de nimeros racionales. Uno puede entonces completar K
respecto de distancias que sean compatibles con su estructura de cuerpo. Se obtienen asi
extensiones de K que pueden ser de tres tipos:

= un cuerpo isomorfo a los ntimeros reales,
= un cuerpo isomorfo a los nameros complejos,

= 0 un cuerpo p-ddico, es decir una extension finita de algin Q,.
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En toda esta seccién, vamos a estudiar las propiedades C; para los cuerpos p-adicos
y para los cuerpos de ntimeros.

3.1. La conjectura de Artin para los cuerpos p-adicos

Empecemos estudiando los cuerpos p-adicos. Uno observa facilmente que la congruen-
cia:
2?2 4+1y2+22=0 mébd 4

no tiene soluciones en las que x, ¢, z no sean todos pares. Por lo tanto, por el teorema 3.1,
deducimos que la ecuacién:
4y’ +22=0

no tiene soluciones no nulas en el cuerpo Qy. En particular, Q9 no tiene la propiedad Cf.
Consideremos ahora un primo p impar. En tal caso, uno puede encontrar un entero
a que no es un cuadrado médulo p. Démonos z,y, z tres enteros tales que:

2?2 —ay? +p22 =0 méd p°. (6)
En particular, tenemos que 22 = ay® méd p. Pero a no es un cuadrado modulo p, asi
que y debe ser miltiplo de p. La congruencia (6) implica entonces que x y z también
deben serlo, lo que demuestra que dicha congruencia no tiene soluciones en las que z,y, z
no sean todos divisibles por p. Por el teorema 3.1, deducimos que la ecuacién:

22 —ay® +p22 =0

no tiene soluciones no nulas en el cuerpo Q,. En particular, Q, no tiene la propiedad Cj.

De forma mas general, uno puede demostrar por métodos andlogos que este resultado
se extiende a todos los cuerpos p-adicos.

., Qué pasa ahora con las propiedades C; para ¢ > 27 Bueno, resulta que uno puede
demostrar de forma relativamente sencilla (aunque no elemental) que los cuerpos p-adicos
tienen dimension cohomologica 2. Por esa razon, Artin conjeturé al principio de los anos
50 que los cuerpos p-adicos tendrian la propiedad Cs (ver [3]).

De hecho, algunos resultados parecian corroborar la conjetura. En efecto, Hasse habia
demostrado anteriormente en 1924 que, sobre los cuerpos p-adicos, las ecuaciones homo-
geéneas de grado 2 con al menos 22 + 1 = 5 variables siempre tienen soluciones no nulas
(|20]). Y, posteriormente, los trabajos de Demjanov y Lewis en los anos 50 permitieron
establecer que, sobre los cuerpos p-adicos, las ecuaciones homogéneas de grado 3 con al
menos 32 + 1 = 10 variables también tienen soluciones no nulas ([14, 26]). Es en el afio
1966 que Terjanian consigue dar un contraejemplo de grado 4 a la conjectura de Artin:

Teorema 3.2 (Terjanian [30]). El cuerpo Q2 no tiene la propiedad C2 ya que existe una
ecuacion homogénea en 18 wvariables y de grado 4 que no tiene soluciones no nulas en
dicho cuerpo.

La demostracion de este resultado es elemental ya que se fundamenta en sencillos
argumentos de aritmética modular. En efecto, supongamos dado un polinomio homogéneo
hX,Y,Z) € Z|X,Y, Z] de grado 4 tal que:

h(z,y,z) =1 mdd 4 (7)
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para x,y, 2z € Z no todos pares cualesquiera. Entonces, el polinomio:
9(Xa, ..., Xg) = h(X1, X2, X3) + h(X4, X5, X6) + h(X7, X3, Xo)
satisface la propiedad:
V(z1,...,x9) € Z°,(g(x1,...,29) =0 méd 4) <= (x1,...,z9 son todos pares.)
Consideremos ahora el polinomio:
f(Xq,...,X18) = g(Xq, ..., X9) +49(X10, - .-, X18)
y fijemos dieciocho enteros x1,...,x18 tales que:
f(z1,...,218) =0 mdd 16.

Entonces g(x1,...,29) =0 mdd 4, por lo que 1, ..., x9 son todos pares. Como h tiene
grado 4, deducimos que g(x1,...,x9) es divisible por 16, lo que implica que 4 divide
a g(z10,...,x18). De ahi obtenemos que, al igual que x1, ..., x9, los enteros zg,...,T1s
son todos pares. Por el teorema 3.1, deducimos que la ecuacion f = 0 no tiene soluciones
no nulas en Qq. Pero f tiene 18 variables y grado 4, asi que para terminar la demostracion
del teorema de Terjanian nos basta hallar un polinomio homogéneo h de grado 4 que
satisfaga la congruencia (7). Uno comprueba facilmente que el polinomio:

WX,Y,Z) = X"+ Y 4+ 2 - (XY Z+ XY?Z + XY Z? + X?Y? + Y272 + X2 Z?)

conviene.

En realidad, uno puede ir mucho més lejos. En efecto, poco después de que Terjanian
enunciase el teorema 3.2 en 1966, Browkin demostré que ningin cuerpo p-adico tiene la
propiedad Co ([8]). Es més, unos quince anos maés tarde, en los afios 80, Alemu por un
lado y Arkhipov-Karatsuba por otro establecieron el resultado siguiente, que es bastante
mas delicado de demostrar:

Teorema 3.3 (Alemu [1], Arkhipov-Karatsuba [2|). Dados un nimero primo p y un
entero no negativo i, ningin cuerpo p-ddico tiene la propiedad C;.

De este resultado, uno puede facilmente deducir que todos los cuerpos de ntimeros son
contraejemplos a todas las propiedades C;. Como ya lo explicamos anteriormente, este
resultado es evidente para aquellos cuerpos de ntimeros que son isomorfos a un subcuerpo
de los ntimeros reales (como Q o Q(+/2)), pero no para los demas (como Q(7)). Notese
que estos ultimos cuerpos de nliimeros que no se pueden ver como subcuerpos de R tienen
siempre dimensién cohomolégica 2.

En el resto de esta seccién, nos vamos a dedicar a la bisqueda de sustitutos a las
propiedades C; que si sean ciertos para los cuerpos p-adicos y los cuerpos de ntimeros.

3.2. El teorema de Ax-Kochen

Empecemos mirando los cuerpos de ntimeros p-adicos. Si bien hemos visto que dichos
cuerpos no satisfacen la propiedad Co como lo habia conjeturado Artin, Ax y Kochen con-
siguieron demostrar en 1965 con métodos de légica matematica el espectacular teorema
siguiente:
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Teorema 3.4 (Ax-Kochen [6]). Dado un entero d > 1, existe un entero m(d) tal
que, para todo primo p > m(d), para todo n > d?> y para todo polinomio homogé-
neo f € Qp[Xo,..,Xn] de grado d, existen elementos xo,...,z, € Qp no todos nulos
tales que f(xo,...,x,) = 0.

En otras palabras, para cada d > 1, los cuerpos Q, satisfacen “la propiedad Cs en
grado d”’ para p suficientemente grande. En 1978, en [9], Brown demostré ademas que,
en el teorema 3.4, se puede tomar:

Expliquemos ahora brevemente como Ax y Kochen demuestran el teorema 3.4.

La idea general es muy bonita. Hemos visto anteriormente que, dado un ntimero primo
p, el cuerpo de numeros p-adicos Q, y el cuerpo de series de Laurent F,((7)) (donde
[F, := Z/pZ) tienden a comportarse de manera similar. Como sabemos que F,((T")) tiene
la propiedad Cy por el teorema de Greenberg, la idea consiste en ver cémo pasar de
F,((T)) a Qp. El precio a pagar para poder hacerlo es restringirse a aquellos primos p
que son suficientemente grandes.

Miés precisamente, para trabajar con todos los cuerpos @, al mismo tiempo como lo
requiere el teorema de Ax-Kochen, es natural introducir el producto:

1o
p

El problema es que este producto no es un cuerpo. Por esa razon, uno necesita sustituir
el producto anterior por cocientes adecuados que si sean cuerpos. Dichos cocientes se
llaman ultraproductos.

Por supuesto, procediendo de la misma manera y considerando cocientes del producto
[1,Fp((T)), uno puede introducir ultraproductos asociados a los cuerpos Fy((T')). El
punto clave en la demostracion de Ax-Kochen, que usa de forma crucial la teoria de
modelos, consiste en observar que los ultraproductos asociados a los cuerpos p-adicos y los
ultraproductos asociados a los cuerpos de series de Laurent F,((7")) comparten suficientes
propiedades algebraicas para que sean elementalmente equivalentes. Esto significa que,
dado un enunciado l6gico P del primer orden, los ultraproductos asociados a los cuerpos
p-adicos satisfacen P si, y solo si, los ultraproductos asociados a los cuerpos de series de
Laurent [F,((T")) también lo satisfacen.

Ahora bien, abandonando el lenguaje de los ultraproductos y volviendo a los cuerpos
p-adicos y a las series de Laurent, se deduce que, dado un enunciado lé6gico P del primer
orden, existe un entero n tal que Q) satisface P para todo p > n si, y solo si, existe
un entero m tal que F,((7)) satisface P para todo p > m. El teorema de Ax-Kochen se
obtiene entonces aplicando este resultado al enunciado P siguiente:

v(ai0,~~~7id2 )10207.”71(12 >0’ Jxo, ..., Tg2,
i0+‘..+id2:d
i g2
E ig,oriigp Tg T o = AN ((ko=1) V -+ V (zg2 = 1)),
1020501220
i0+...+’id2=d
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y observando que, para todo primo p, el cuerpo F,,((7")) tiene la propiedad Cy y por tanto
satisface P.

Observacion 3.5. Recientemente, Denef ha establecido una conjetura de Colliot-Théléne
que implica el teorema de Ax-Kochen por métodos puramente geométricos, evitando asi
todo argumento de logica matematica ([15, 16]).

3.3. El principio de Hasse

Pasemos ahora al cuerpo de los numeros racionales Q. En este contexto, nuestro
objetivo consiste en hallar versiones débiles de las propiedades C; para que Q las satisfaga.

Para intentar responder a esta pregunta, conviene recordar la razén por la cual Q no
satisface ninguna de las propiedades C;: el cuerpo Q esté contenido en R y, para todo n,
la tinica solucion real de la ecuacion 3+ ... + 22 = 0 es la soluciéon nula. Este argumento
se fundamenta por tanto en una observaciéon muy sencilla: para ver que una ecuacién no
tiene soluciones racionales, basta con demostrar que no tiene soluciones reales.

Por supuesto, la afirmacién anterior sigue siendo valida si uno sustituye los niimeros
reales por los nimeros p-adicos para algin primo p. Asi, para que una ecuaciéon tenga
soluciones racionales, es necesario que tenga soluciones en el cuerpo R y en todos los Q.

Esta observacién puede darnos una idea para introducir una versién mas débil de las
propiedades C; cuando trabajamos con el cuerpo de los niimeros racionales: en vez de
pedir que toda ecuacion homogénea f(xo,...,z,) = 0 de grado d con n “grande” respecto
de d tenga soluciones racionales no nulas, podemos restringirnos a aquellas ecuaciones que
tengan soluciones no nulas en R y en cada Q,. Por esta razén, introducimos la definicién
siguiente:

Definicion 3.6. Sea £ una familia de ecuaciones polinomiales homogéneas con coeficien-
tes racionales. Decimos que £ satisface el principio de Hasse si la implicacion siguiente
es cierta: si una ecuacion en & tiene soluciones no nulas en R y en cada Q,, entonces
también tiene soluciones racionales no nulas.

En otras palabras, si una familia de ecuaciones homogéneas £ satisface el principio de
Hasse, entonces una ecuacion f(xg,...,z,) = 0 en £ tiene soluciones racionales no nulas
si, y solo si, tiene soluciones reales no nulas y para todo primo p y todo entero r > 1,
la congruencia f(zg,...,x,) =0 mdd p" tiene soluciones en las que p no divide a todos
los x;.

Dados dos enteros d,n > 1, introduzcamos el conjunto £y, cuyos elementos son las
ecuaciones polinomiales homogéneas con coeficientes racionales, con n + 1 variables y de
grado d. Uno puede entonces debilitar las propiedades C; para el cuerpo Q preguntando
si, para todo n y todo d tales que n es en cierto sentido “grande” respecto de d, la familia
Eq,n satisface el principio de Hasse.

En grado 1, es muy facil comprobar que la familia & ,, satisface el principio de Hasse
para todo n > 1. El primer resultado importante no trivial en esta direccién es el célebre
teorema de Hasse-Minkowski, que remonta a los anos 20 y que trata del caso de las
ecuaciones de grado 2:

Teorema 3.7 (Hasse-Minkowski). La familia & ,, satisface el principio de Hasse para
todo n > 1. En otras palabras, si una ecuacion polinomial homogénea de grado 2 tiene
soluciones en R y en todos los Qp, entonces tiene soluciones racionales no nulas.
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A partir del grado 3, las cosas se complican. En efecto, para todo d > 3, uno puede
encontrar contraejemplos al principio de Hasse en grado d. Es el caso por ejemplo de la
ecuacién cuartica:

H (xl + ex9V13 + nas V1T + enzaV/ 221) = ¢t (8)

ene{l,—1}

estudiada por Hasse en 1934 y que demuestra que la familia £4 4 no satisface el principio
de Hasse.

Observando detenidamente el ejemplo anterior, uno se da cuenta de que presenta ca-
racteristicas geométricas algo desagradables, ya que la ecuacion (8) define una variedad
proyectiva compleja singular. El siguiente teorema, que demostr6 Birch en 1962 usando
técnicas de teoria analitica de niimeros (en particular estimaciones de sumas exponen-
ciales y el método del circulo de Hardy-Littlewood), vemos que todo funciona mucho
mejor si solo consideramos ecuaciones que definen variedades proyectivas complejas no
singulares:

Teorema 3.8 (Birch [7]). Sean d y n dos enteros tales que n > (d—1)2%—1. La subfamilia
c/l,n de E4y dada por aquellas ecuaciones que definen variedades proyectivas complejas
no singulares satisface el principio de Hasse.

Si bien este teorema demuestra que las ecuaciones de grado pequenio respecto del
numero de variables tienen tendancia a satisfacer el principio de Hasse, la desigualdad
impuesta n > (d — 1)2¢ — 1 es mucho peor que la desigualdad n > d’ que aparece en la
propiedad C;. El teorema que sigue, demostrado por Browning, Le Boudec y Sawin en
2020, trata sobre la familia £ cuando d < n. Como hemos visto con el contraejemplo
de Hasse (8), no se puede espérar demostrar que dicha familia satisfaga el principio de
Hasse. De ahi que Browning, Le Boudec y Sawin solamente demuestren este resultado en
un sentido estadistico:

Teorema 3.9 (Browning, Le Boudec y Sawin [10]). Sean n y d dos enteros tales que
n>dy(n,d)#(3,3). El 100 % de las ecuaciones de la familia S(’Ln satisface el principio
de Hasse.

”

Expliquemos qué significa la expresion “100 % de las ecuaciones de la familia SC’W .
Para ello, observemos que, dado un polinomio f y un ntmero racional A, la ecuacién
f = 0 satisface el principio de Hasse si, y solo si, la ecuacion Af = 0 también lo satisface.
Por lo tanto, como para toda ecuacién f = 0 existe un racional A tal que el polinomio
Af tiene coeficientes enteros primos entre si, estudiar la familia &), es lo mismo que
estudiar la sub-familia F);, C & que contiene solo las ecuaciones éuyos coefientes son
enteros y primos entre si. Dada una ecuacién E € F) .., uno puede entonces definir la
altura H(E) € R>g de E como la norma euclidea del vector formado por los coeficientes
de E. Con esta definicién, dado un niimero real B > 0, el conjunto:

Fan(B) :={E € Fy, | H(E) < B}

es finito. Es por tanto natural definir la proporcion pg, de ecuaciones que satisfacen el
principio de Hasse en la familia £;,, como el limite:

’ #{E € F,,(B)| E satisface le principio de Hasse}
Pdin = e #F, (B) '
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El teorema 3.9 dice entonces que, para n > d con (n,d) # (3,3), la proporciéon pq,, es
igual a 1. Se conjetura que el resultado es también cierto para (n,d) = (3,3), pero este
caso sigue abierto por ahora.

Todos los resultados anteriores se inscriben en una importante conjetura que fue for-
mulada por Colliot-Théléne en 1990 y que sigue abierta. Como vamos a ver, la conjetura
no cubre tnicamente el caso del cuerpo de los nimeros racionales, sino que también se
aplica a todos los cuerpos de ntimeros.

Conjetura 3.10 (Colliot-Théléne). Sea K un cuerpo de nimeros. Dados dos enteros n
y d tales que n > d y d # 3, las ecuaciones polinomiales homogéneas con coeficientes
en K, con n+ 1 variables y de grado d que definen una variedad proyectiva compleja
no singular satisfacen el principio de Hasse. En otras palabras, dada una ecuacidn que
satisface las condiciones anteriores, si tiene soluciones no nulas en todos los cuerpos que
se pueden obtener por complecion a partir de K, entonces tiene soluciones no nulas en

K.
El enunciado analogo cuando d = 3 es falso. Por ejemplo, la ecuacién cubica:
523 + 9y +102° + 12t = 0 (9)

estudiada por Cassels y Guy en 1966 tiene soluciones no nulas en R y en todos los Q,,
pero no en Q, pese a que la variedad proyectiva compleja definida por la ecuacién no es
singular. Aun asi, uno puede también formular una conjetura en este caso, sustituyendo
el principio de Hasse por una nocién méas fina y mucho menos elemental, la llamada
obstruccion de Brauer-Manin.

3.4. Cero-ciclos de grado 1

La conjectura de Colliot-Théléne del parrafo anterior trata sobre las ecuaciones ho-
mogéneas de grado menor que el numero de variables, asi que es en cierto modo un
sustituto a la propiedad C7 para los cuerpos de ntiimeros. Pero dichos cuerpos, cuando no
se pueden inyectar en R, tienen dimensién cohomolégica 2, asi que seria también natural
hallar un sustituto para la propiedad Cs. Kato y Kuzumaki propusieron una forma de
hacerlo en el afio 1986. Para explicar su idea, conviene introducir la definicién siguiente,
que permite debilitar la nocién de “solucién de una ecuacién algebraica’™

Definicion 3.11. Sea f = 0 una ecuacion polinomial homogénea con coeficientes en un
cuerpo K. Decimos que la ecuacion tiene un O-ciclo de grado 1 si existen extensiones
finitas K1, ..., K, de K tales que:

(i) las dimensiones de K1, ..., K, como K-espacios vectoriales son primas entre si;

(#) la ecuacion f =0 tiene soluciones no nulas en cada uno de los K.

En particular, si una ecuaciéon f = 0 tiene una solucién no nula en el cuerpo K,
entonces tiene un 0O-ciclo de grado 1. Kato y Kuzumaki conjeturan entonces que, para
aquellos cuerpos de ntimeros que no se pueden inyectar en R, uno deberia poder sustituir
la existencia de soluciones por la posesion de O-ciclos de grado 1 en la propiedad Co:

Conjetura 3.12 (Kato-Kuzumaki [23]). Sean K un cuerpo de nimeros que no sea iso-
morfo a un subcuerpo de R, y f(Xo,...,X,) € K[Xo,...,Xy] un polinomio homogéneo
de grado d con n > d?. Entonces la ecuacion f = 0 tiene un 0-ciclo de grado 1.

Esta conjetura sigue totalmente abierta a dia de hoy. El lector interesado podra
referirse a [33], [21] v [22] para algunos desarrollos recientes.
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4. Cuerpos (C; y geometria

Vamos a terminar este articulo indagando los vinculos entre las propiedades C; de
Artin y Lang y la geometria. Para ello, partimos de una pregunta muy natural: sabe-
mos que, sobre un cuerpo con la propiedad Cj, las ecuaciones homogéneas con muchas
variables y pequenio grado tienen soluciones no nulas, pero ;qué ocurre si consideramos
sistemas de ecuaciones? Mas precisamente, dado un sistema de ecuaciones polinomiales
homogéneas:

f1($0,...,l'n) =0
: (10)

fm(xo, ..., 2n) =0

sobre un cuerpo Cj, ;tiene autématicamente soluciones no nulas cuando los grados de
fi,..., fm son pequenos respecto de n?

Esta pregunta es mas complicada de lo que parece a primera vista. Se conjetura el
resultado siguiente:

Conjetura 4.1. Sean i un entero no negativo y K un cuerpo con la propiedad C;.
Démonos m polinomios homogéneos fi,..., fm € K[Xo,...,Xy] y sean dy,...,dy, sus
grados respectivos. Si db + ... + di, < n, entonces el sistema (10) tiene al menos una
solucion no nula en el cuerpo K.

Se sabe que esta conjetura es cierta en el caso dj = - - - = d,, (Artin-Lang-Nagata [27])
o cuando para todo d > 1 existe una ecuacién polinomial homogénea con coeficientes en
K, de grado d y con d* variables que no tiene soluciones no nulas (Lang [25]). Esta segunda
condicién se comprueba en muchas situaciones, por ejemplo si K es el cuerpo de fracciones
racionales k(X1,...,X,) para algin r > 0 y algin cuerpo k finito o algebraicamente
cerrado. Pese a ello, la conjetura 4.1 sigue totalmente abierta a dia de hoy. Esto nos lleva
naturalmente a buscar otras formas de generalizar las propiedades C; a los sistemas de
ecuaciones.

Como ya hicimos en la seccién 3, si el cuerpo K sobre el que trabajamos fuese un
subcuerpo de los niumeros complejos, el sistema de ecuaciones (10) nos permitiria definir
una variedad proyectiva compleja, y entonces podriamos buscar propiedades geométricas
de dicha variedad para que el sistema tuviese automéaticamente soluciones en nuestro
cuerpo K. A primera vista, no estd claro cémo generalizar esta idea a todo cuerpo.
Afortunadamente, uno dispone del lenguaje de la geometria algebraica, que permite ver
en toda generalidad, sea cual sea el cuerpo K, el sistema de ecuaciones (10) como un
objeto geométrico, una “variedad” sobre K. Asi, al igual que las variedades complejas,
este objeto puede tener diversas propiedades geométricas: por ejemplo, puede ser regular
o al contrario tener singularidades, puede ser conexo o no...

Resulta que, cuando uno toma un polinomio homogéneo f € K|[Xy, ..., X,] de grado
< n, la ecuaciéon f = 0 define una variedad sobre K que tiene propiedades geométricas
muy fuertes. Es lo que uno llama una variedad racionalmente conera. No quiero entrar
aqui en la definicién precisa y técnica de esta nocién, pero para dar una vaga idea, uno
puede imaginar que una variedad racionalmente conexa es una variedad en la que dos
puntos cualesquiera pueden ser unidos mediante una recta.

Es entonces razonable formular la conjetura siguiente:
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Conjetura 4.2. Sean K un cuerpo con la propiedad Cy y f1,..., fm € K[Xo,..., X}]
polinomios homogéneos. Si el sistema (10) define una variedad racionalmente conexa sin
singularidades, entonces tiene soluciones no nulas en el cuerpo K.

Esta conjetura es particularmente interesante, puesto que establece un vinculo fuerte
entre dos mundos totalmente distintos: por un lado, el de las propiedades diofanticas de
los cuerpos y por otro el de la geometria de las variedades algebraicas. Aunque a dia de
hoy la conjetura sigue totalmente abierta, si hay algunos casos que han sido resueltos:

» el caso en el que la variedad considerada es de dimension < 2 (Colliot-Théléne [12]),
= el caso en que el cuerpo estudiado K es un cuerpo finito (Esnault [17]),
= el caso en que K es C(T) o C((7)) (Graber, Harris, Starr y de Jong, [18, 13]).

Serfa por supuesto muy interesante hallar también vinculos entre la geometria y las
propiedades C; para ¢ > 2, pero por ahora no estd nada claro qué nocién geométrica
deberia sustituir a la de “variedad racionalmente conexa” en este contexto.
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