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Résumé - Dans ce mémoire on se propose d’étudier la stratification d’Ekedhal-Oort de
I'espace du modules A, ® F, des variétés abéliennes polarisées en caractéristique p > 0.
Cette stratification étudie la p-torsion de ces variétés via une filtration par le Frobenius et
le Verschiebung. L’étude de la combinatoire de ces filtrations nous permettra d’obtenir des
résultats sur les strates de ’espace de modules. Nous étudierons la classification des groupes
de Barsotti-Tate tronqués de niveau 1 sur un corps algébriquement clos par 'intermédiaire
de cette combinatoire. Enfin Nous calculerons explicitement les différentes strates dans les
cas g = 1 et g = 2. On y retrouvera le fait bien connu que le lieu ordinaire est dense dans la
courbe modulaire par exemple.



Introduction

Lorsque I'on étudie les formes modulaires (au sens analytique complexe), on est amené
a étudier les courbes modulaires. Ces dernieres sont des espaces de modules de courbes
elliptiques muni d’une certaine donnée sur la torsion. Les formes modulaires de poids k ap-
paraissent alors naturellement comme des sections globales du fibré de Hodge de la courbe
modulaire, ¢’est-a-dire un élément de HO(Y1(N), E®*) ot Y (N) :=I'1(N)\H est le quotient
du demi plan de Poincaré par le sous groupe de congruence principal de niveau N. L’idée
est alors d’étudier les propriétés géométriques des courbes modulaires pour obtenir des in-
formations arithmétiques sur les formes modulaires.

Il est alors naturel de se demander si cette construction se généralise au cadre de la
géométrie algébrique. On peut méme se demander si le foncteur d’analytifiction nous redonne
la théorie analytique complexe, celle des courbes modulaires. La réponse est oui comme
I’explique tres bien P. Deligne et M. Rapoport dans leur article ”Les schémas de modules de
courbes elliptiques” (J[PDT3]). Plus précisément si on note Y (N) I'espace de module grossier
du foncteur :

Vi(N) : (Sch/specz[%])"p —  Set,
T — X(T)= {(F—T,\)| E — Tcourbe elliptique sur T'

A: E[N] = (Z/NZ)*
est une base de la N-torsion}/ ~
(0.1)
On peut prouver que pour n > 3 c’est un espace de module fin, c’est-a-dire qu’il est
représentable par un schéma que I'on note également )i (N). En travaillant un peu on montre
que V1 (N) — Spec(Z[1/N]) est quasi projectif et lisse, et comme annoncé on dispose de

Iidentification :

V(N ~ Yi(N) (0:2)

en tant que variétés analytiques complexes. On peut alors généraliser la notion de formes
modulaires de poids k et de niveau I';(N) & tout schéma X comme étant un élément de :

H(V1(N) Xspee(zi/ny) X, E®F) (0.3)

ot E®* := 7, OL ey = € ey, T E = Vi(N) est la courbe elliptique universelle et
e: Y1(N) — & son élément neutre. Il devient alors intéressant de se pencher sur la géométrie

de yl(N)

On peut également chercher a généraliser cette situation en considérant d’autres es-
paces de modules (variété de Shimura etc). Dans ce mémoire nous nous concentrerons
sur l'espace de modules A, des variétés abéliennes polarisées de dimension g. Ce dernier
vient naturellement avec un schéma abélien universel 7 : &; — A, et donc un fibré en
droite w := det(ﬂ'*Q}(g / Ag). On peut par exemple définir les formes modulaires de Siegel de
poids k et de genre g a coefficient dans un groupe abélien M comme étant un élément de



HO(A,,w®" @z M) ou A, est une compactification arithmétique toroidale (voir [GEF90], de-
finition 1.1 p.137).

L’objectif de ce mémoire et de comprendre la géométrie de A,. Pour ce faire nous allons
étudier la stratification d’Ekedhal-Oort de cet espace de modules. C’est une stratification par
filtration de la p-torsion. Les outils, notamment combinatoire, que nous allons développer
pour I'étude de cette stratification nous permettrons également de montrer d’autres résultats
de classification comme notamment celui des BT sur un corps algébriquement clos.

La premiere partie est constituée essentiellement de rappels sur les schémas en groupes.
Dans la deuxieme partie on étudie les différentes propriétés des variétés abéliennes. L’objectif
pour cette partie est d’acquérir tout les outils nécessaire pour étudier la I’espace de module
A,. La troisieme partie est un exposé de la théorie de Dieudonné dans la version de Demazure
([Dem72]). L’(anti)équivalence de catégorie est construite explicitement. Seul le théoreme
de classification des modules de Dieudonné n’est pas démontré faute de temps. Enfin la
quatrieme partie constitue le coeur de ce mémoire : I’étude de article de Oort [Oor01h].



1

1.1

Schémas en groupes

Propriétés élémentaires

Definitions et notations
Fixons quelques notations. Soit S un schéma que ’on supposera connexe.

(1)
(2)

(10)

(11)

Tous les schémas considérés seront localement noethériens.

Un schéma en groupe est un objet en groupe dans la catégorie Sch des schémas. Soit
S un schéma. Un S-schéma en groupe est un objet en groupe dans la catégorie Sch/S
des S-schémas.

Via le plongement de Yoneda, on regardera souvent les schémas en groupes comme des
faisceaux en groupes représentables. On notera souvent de la méme maniere le schéma
et le faisceau qu’il représente.

Un morphisme de schémas en groupes sera souvent noté f : G — G'; = — f(x), la
notation x — f(x) désignant l'effet au niveau des points.

Un schéma en groupe f : G — S est fini plat sur S si et seulement si f.Og est
localement libre de rang fini comme Og module.

On munira souvent la catégorie Sch/S de la topologie fppf et on notera Sh(Sgpe) le
topos associé.

Un schéma en groupe sera noté (G, e) ot e : S — G est I’élément neutre.

On appel rang d'un schéma en groupe fini plat G sur S le rang de f.Og comme Og-
module. On le notera |G|.

Le noyau d’un morphisme de S schémas en groupes ¢ : (G,eq) — (G', eq/) sera noté
Kerp et est défini comme le pull-back de eg :

Kerg = G X S -2

4l k@

G G

Noter que pour le noyau il n’y a pas de probleme de faisceautisation et au niveau des
points c’est bien le noyau usuel dans la catégorie des groupes.

On notera p, s, Gq,5, G s les schéma en groupes usuellement définit par :

Ga, (T) = F(Tv OT)
Grs(T) = I(T.0}) (1)

Pour n’importe quel S-schéma T'.

0= ttps = Gs == G.s (1.2)
Si S est de caractéristique p, on peut définir : apn g comme :

0— Qpn g —7 Ga,s pr’> Ga,s (13)
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(12) Si I est un groupe usuel, on note ['g le schéma en groupe sur S (fini) définit par :
Lo(T)={f:T — G| f est localement constante} (1.4)

ou T est muni de sa topologie de Zariski et G de la topologie discrete. Ce dernier est
représentable par le schéma :

rs=11$ (15)
vyer
(13) Souvent quand la base est explicite nous ne noterons pas l'indice S sur les différents
schémas en groupes.
Remarque 1.1.1. Le point de vue des faisceaux sur le site fppf pour regarder les groupes finis
plats n’est pas juste de I'abstract non-sens. Il est en fait bien plus utile de les considérer
comme tels comme nous le verrons plus loin avec I'existence ou non de quotient. Le point
clé est qu’avec ce point de vu nous pouvons faisceautisé et ensuite donner des conditions de
représentabilité.
Nous allons maintenant énoncer et démontrer quelques propriétés élémentaires que nous
allons réutiliser tout au long du mémoire.

Proposition 1.1.2. Soit (G,e) un schéma en groupe sur S. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(1) G est séparé sur S.

(2) e:S — G est une immersion fermée.

Démonstration. On vérifie simplement au niveau des points que les carrés suivants sont
cartésiens :

Agys e
G ——— Gxg@G S — G
J s J
S ——C G— GxsG

Ag/s
Et on conclut dans les deux cas par changement de base.
O

Corollaire 1.1.3. Soit ¢ : G — G’ un morphisme de schémas en groupes sur S. On suppose
G’ séparé sur S. Alors Keryp s’identifie a un sous schéma fermé de G.

Démonstration. 1l suffit de voir que Kerpp — G est le changement de base de e¢r : S — G’
qui par hypothese est une immersion fermée. O

Remarque 1.1.4. Noter que d’apres tous les k-schémas en groupes de type fini sont
sépareés.

Proposition 1.1.5. Soit G un schéma en groupe de type fini sur un corps k parfait. Alors
Gheq €St un sous schéma en groupe fermé.

Démonstration. 11 suffit de prouver que que Greq Xi Greq €st réduit car alors 'application
Grea Xk Grea — G se factorisera par G.q et la loi de groupe sera donc bien définie. Mais
puisque k est parfait, Gq et en fait géométriquement réduit et par conséquent Greq X Gred
est également réduit (simple algebre linéaire, voir [Stal8] Lemme 33.6.7.). O
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1.2 Quotients et suites exactes

Nous allons maintenant discuter ’existence ou non de quotient dans le cadre des schémas
en groupes. Malheureusement nous ne démontrerons pas le théoreme principal di a Gro-
thendieck car cela demanderait beaucoup de temps. Nous renvoyons a [Gab64a] pour plus
de détails. Dans cette partie on s’intéresse au quotient G/ H par un sous groupe normal mais
noter que la plupart des résultats se généralisent a ’action d’un S-schéma en groupe agissant
sur un S-schéma X.

Il est naturel de se demander si I’'on peut former des suites exactes de schémas en groupes
et si 'on dispose de résultats analogues en théorie des groupes usuelles (quotient, Lagrange
etc).

Soit f : H — G une immersion fermée entre schémas en groupes sur S tel que H soit
normal dans G. On aimerait construire un quotient GG/H ayant les propriétés attendues (au
niveau des points). En particulier on aimerait que :

(G/H)(T) = G(T)/f(H(T)) (1.6)

pour n’importe quel S-schéma T'. Le probléme est que ce préfaisceau n’est généralement
pas un faisceau pour les sites usuels sur S et donc en particulier n’est généralement pas
représentable. Pour y remédier il faut donc prendre le faisceautisé (fppf par exemple) et
se demander quand est ce que ce faisceau est représentable. Le résultat le plus important
concernant la représentabilité du quotient est un théoreme de Grothendieck :

Théoréme 1.2.1. (Grothendieck) Soit G un groupe de type fini et quasi-projectif sur S. Soit
H est un sous groupe fermé normal de G qui est propre et plat. Alors le quotient fppf G/H
est représentable par un schéma que l’on note également G/H .

Démonstration. Voir |Gro60] §6 (ou encore [Gab64al §7). O

Corollaire 1.2.2. Soit G un schéma en groupe fini plat sur S. Soit H un sous schéma en
groupe fermé plat. Alors le quotient fppf G/H existe et est fini plat sur S et le morphisme
quotient G — G /H est fidelement plat. De plus on dispose de la relation :

G| = [H|.|G/H] (1.7)

Démonstration. Puisque H est un sous schéma fermé d’un schéma fini il est également fini.
Etant fini il est propre. En effet la propriété est Zariski-locale sur la base donc on peut
supposer S affine. H étant fini, il est donc affine. Un morphisme entre schémas affines est
toujours séparé. Enfin H étant fini il est fermé et puisque étre fini est stable par changement
de base, il est en fait universellement fermé. Ce qui conclut pour la propreté. Maintenant
puisque G est fini, il est projectif puisque I'on dispose d’une immersion fermée :

X — P(£,0x) = Proj(Symo, (/.0x)) (1.8)

ou l'on consultera [Stal8] (lemme 29.42.16. ) pour plus de détails. Finalement on peut utiliser
le théoreme de Grothendieck pour conclure sur la représentabilité de G/ H.

Si on montre que 7 : G — G/H est fidelement plat, G/H sera alors automatiquement
plat sur S car G est plat sur S.



Montrons que le morphisme quotient est fidelement plat. Pour la suite nous noterons
@ = G/H. Par définition on dispose d’un isomorphisme :

HXSGgGXQG (19)

Puisque H est fidelement plat sur S (S est connexe et le morphisme et ouvert (plat de
présentation finie) et fermé (fini) donc il est surjectif) on a par changement de base que
p2 : G xg G — G est également fidélement plat. On dispose d'un diagramme cartésien :

GxoG 2 @

W]

G—Q

Ensuite, par définition du conoyau, le morphisme 7 : G — @ est un épimorphisme dans
Sh(Skppt). Cela veut donc dire que n’importe quel morphisme 7' — (@) provient fppf-localement
d’un morphisme vers GG. En appliquant ce résultat a l'identité de 7" = (), on obtient un
morphisme X = G — @ tel que la composé soit un morphisme fppf. Par changement de
base :

GxogGxagX 22 GxqeG 2 G

N b

X G Q

T ™

on obtient que py est fidelement plat (changement de base de py). Mais alors par descente
fppf le long de 7 o r on obtient que 7 : G — @) est également fidelement plat.
Montrons ’assertion analogue au théoreme de Lagrange. On dispose d’un isomorphisme :

HxG~GxqG (1.10)

En calculant le rang des deux cotés on trouve (c’est juste un calcul d’algebre linéaire)
|H||G| = |G|*/|Q| d’ot le résultat. O

Remarque 1.2.3. Noter que sous ces hypotheses bien précises on peut se passer du théoreme
de Grothendieck car on peut directement identifier le quotient avec Specy (OF).

Définition 1.2.4. Soit S un schéma, 7 un topologie sur Sch /g (fppf, fpgc...). On dira qu'une
suite :

0-G —->G—=>G =0 (1.11)

de S-schémas en groupes est exacte courte pour la topologie T si G’ — G identifie G’ a
Ker(G — G") et que G — G" est un T -recouvrement.

Remarque 1.2.5. Noter que dans ce cas G” représente le faisceaux quotient G /G’ dans
Sh(S7) (voir [Dem64], corollaire 5.1.7.1). En particulier cela fournit un épimorphisme dans
la catégorie des faisceaux et on peut donc utiliser les mémes outils que dans la preuve ci
dessus.



Corollaire 1.2.6. La catégorie des k-schémas en groupes de type fini sur k est abélienne.

Démonstration. Découle de ce qui précede, on pourra consulter [Gab64b] (Théoreme 5.4.2)
pour plus de précision. O

1.3 Faisceau des différentielles invariantes
Dans cette section nous allons décrire 'interaction entre les 1-formes différentielles d’un

schéma en groupe et sa loi de groupe.

Soit m : G — S un schéma en groupe. Soit g € G(T') un T-point avec T' un S-schéma.

On note Ty G7 — Gr le morphisme translation a droite et Té : Gr — Gr le morphisme

translation a gauche. Une 1-forme différentielle o € T'(G, Q5 /s) est dite invariante a droite
si pour tout T'— S et g € G(T) on a ar = (7))*ar. A partir de maintenant on s’intéresse
aux translations a droite, ce qui bien évidement n’aura aucune influence sur les résultats
obtenus (dans la suite du mémoire les groupes seront commutatifs et nous ferons donc plus
la distinction). Noter que « vérifie cette condition si et seulement si elle la vérifie pour la
translation universelle (7' = G et g = Idg) que 'on notera 7. On notera :

(mQ8/5)¢ = Qg5 (1.12)

le faisceau des 1-formes différentielles invariantes (& droite) .
Notons e la section du morphisme structural. On définit alors :

ways = € Qg (1.13)

Si S = Spec(k) avec k un corps, alors ce faisceau correspond simplement & I’espace cotangent
de G en l'origine.

Proposition 1.3.1.

(1) On dispose d’un isomorphisme canonique :
W*wg/s :> QE/S (1.14)
(2) Le morphisme obtenu par adjonction induit un isomorphisme :

ways = (mgs)® (1.15)

Démonstration. On dispose du diagramme commutatif suivant :

GXSG



oum: (z,y) — (z,zy). En utilisant les deux carrés cartésiens (ne pas oublier que 7 est un
isomorphisme) on obtient deux isomorphismes :

Q, = P32 (1.16)

Q) =mQ; (1.17)
En prenant le pull-back le long de ¢ := (Idg,eom) : G — G Xg G on obtient :

YpsQr = (p2 o) QL = (eom)* = ways (1.18)

Vrm*Qy = (mo ) QL = (Ide)*Q = Qg (1.19)

L’adjonction nous fournit un morphisme :

T ways — W*Qé/s (1.20)

Il découle des différentes définitions des objets en jeu que se morphisme est a valeurs
dans (7.Q% /S)G. On construit I'application réciproque comme étant o — e*a. Clairement
e*1* B = (. Réciproquement si « est invariante alors on tire en arriere le long de (Idg, e o 7)
I’égalité m*a = 7"pja = pja pour obtenir 7*e*a = a.

]

Remarque 1.3.2. L’idée derriere ce résultat est que les formes différentielles invariantes
peuvent se retrouver a partir de leur valeur en l'origine en utilisant les translations.

Corollaire 1.3.3. St G — S est un schéma en groupe sur S le spectre d’un corps. Alors
QlG/S est libre.

Démonstration. Découle directement du premier isomorphisme de la proposition précédente
et du fait que f* commute aux colimites. O]

1.4 Dualité de Cartier

Nous allons maintenant présenter la dualité de Cartier. Comme d’habitude on plonge la
catégorie des schémas sur S dans la catégorie des faisceaux sur le site fppf.

Définition 1.4.1. Soit F un fppf-faisceau sur S. On appelle dual de Cartier de F le faisceau :
FP .= Hom(F,G,,) (1.21)

Si f: G — S est un schéma en groupe fini localement libre alors son dual de Cartier est
représentable. Plus précisément dans le cas affine si on note S = Spec(R) et G = Spec(A),
alors GP = Spec(AP) o A” = Hom(A, R) ou l'on a inversé la multiplication et la co-
multiplication sur AP (algébre de Hopf duale).

Noter quun morphisme G — H entre fppf-faisceaux induit un morphisme H” — GP.
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Remarque 1.4.2. Donnons une conséquence remarquable de la représentabilité du dual de
Cartier dans le cas des schémas en groupes finis plats sur S. Soit j : G’ < G une immersion
fermée. On peut montrer que j2 : GP — G'P est alors fidélement plat (application injective
entre k-algebre de Hopf de type fini est toujours fidelement plate, voir [Mill7], théoreme
3.31), et on test la platitude au niveau des fibres pour se ramener a ce cas). En particulier
H := Ker(j) est fini plat sur S et Papplication ¢ : G = (GP)P — HP est fidélement plate
(pour les mémes raison que j2). On vérifie simplement que G’ C Ker(q) et qu’en fait cette
inclusion est un isomorphisme (regarder le degré des fibres).

Proposition 1.4.3. 57 on dispose d’une suite exacte de schémas en groupes finis plats sur

S :
0+A—-B—-C—0 (1.22)
alors la dualité de Cartier nous fournit une suite exacte duale :
0—CP—BP 5 AP -0 (1.23)
Démonstration. Découle la discussion ci dessus. O]

Donnons un lemme que nous utiliserons par la suite :

Lemme 1.4.4. Soit G — k un groupe fini plat. On dispose d’un isomorphisme :

Tae ~ Hom(GP, G,) (1.24)

Démonstration. Simple calcul d’algeébre commutative, voir par exemple : [Pin05] proposition
13.1. Mentionnons tout de méme l’existence d’une preuve plus conceptuelle : on peut définir
I'espace tangent d’un foncteur, voir [Stal8] 88.11. Il suffit alors de prendre l'espace tangent
des foncteurs des deux cotés de I'identification :

GP = Hom(G, G,,) (1.25)

pour obtenir le résultat souhaité. O

1.5 Décomposition étale-local

Nous allons maintenant donner sous certaines conditions sur la base S, une décomposition
canonique de tout schéma en groupe fini plat sur S. On commence par le résultat suivant
di a Deligne :

Théoréme 1.5.1. (Deligne) Si G — S est un groupe fini plat commutatif de rang n, alors
il est annulé par n, c’est-a-dire que le morphisme [n] : G — G est nul (ie factorise par
e:S—G).

Démonstration. La preuve sur une base S arbitraire est dii & Deligne et on la trouvera dans
[FOT0], p.4. Donnons une preuve lorsque la base est le spectre d’un corps. Par descente on
peut supposer k algébriquement clos. Mais alors la classification des schémas en groupes finis
plats sur un corps algébriquement clos nous permet de simplement le vérifier pour les
groupes i, Z/pZ, ... ce qui ne pose pas de probleme. O
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Rappelons que la théorie de Galois nous fournit une équivalence de catégorie :

Proposition 1.5.2. Soit k un corps. Le foncteur G ~ G(k®) induit une équivalence de
catégories entre la catégorie des schémas en groupes finis étales sur k et la catégorie des

Gal(k®/k)-modules finis.
Remarque 1.5.3. L’inverse de ce foncteur est donné par I' ~» I';.

Proposition 1.5.4. Soit G — S un schéma en groupe fini plat de rang n tel que n soit
inversible dans S. Alors G — S est étale. En particulier sous ces hypothéses et si S = Spec(k)
avec k un corps alors G(k*®) est un groupe fini de taille n.

Démonstration. Puisque G est plat et de présentation finie, le caractere étale se teste au
niveau des fibres géométriques (plat est automatique et caractére non ramifié se test fibre
a fibre). On peut donc supposer S = Spec(k). Il suffit de montrer que I’espace tangents en
I’élément neutre est nul car en utilisant les translations il sera nul partout et on pourra
conclure en utilisant [Stal8] Lemme 33.16.8.. Notons 7. l'espace tangent en 1'élément
neutre. D’apres le théoreme de Deligne la multiplication par [n] est nulle dans G. Par
conséquent l'application induite au niveau de ’espace tangent :

dnle : Tae = Tae (1.26)

est également nulle (la factorisation G — Spec(k) = G induit également une factorisation
au niveau des espaces tangents et on conclut en utilisant la regle de la chaine). Or on sait
que d[n]e : Tae — Ta.e correspond a la multiplication par n € k . Par hypothese n # 0 dans

k. La seule possibilité est que 7T soit nul ce qui conclut la preuve.
O

Corollaire 1.5.5. En caractéristique 0 tous les schémas en groupes finis plats sont étales.
Donnons un autre résultat allant dans le méme sens :

Théoréme 1.5.6. (Cartier) Soit G un schéma en groupe affine sur un corps k de ca-
ractéristique nulle. Alors G est réduit et donc lisse sur k.

Démonstration. Voir [Mill7] théoréeme 3.23, ou encore [Sha86] p.44. O

Par la suite nous aurons besoin d’un lemme qui n’est rien d’autre qu’une conséquence
géométrique du lemme de Hensel :

Lemme 1.5.7. Soit X — S un schéma propre ou S est le spectre d’un anneau local henselien.
Notons X, la fibre spéciale. Alors X' — X' N X, induit une bijection entre 7°(X) et 7°(X,)
(composantes connezxes)

Démonstration. Voir [Gro67] proposition 18.5.19. Moralement, cela traduit le fait que 'on
peut relever les idempotents. O

On peut maintenant énoncer le résultat principal de cette section :
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Proposition 1.5.8. Soit (R,m, k) un anneau local henselien (eg. m-adiquement complet),
et G — S = Spec(R) un schéma en groupe fini plat. On dispose d’une suite exacte :

0-G" =G —=G"—=0 (1.27)

avec GO la composante connexe de I’élément neutre de G et G est étale. Si de plus R = k
est parfait alors la suite est scindée :

G G0 x G (1.28)

Démonstration. On souhaite montrer que G° est un schéma en groupe. Pour cela il faut
montrer que les morphismes i et m (inverse et multiplication) se restreignent bien a G°.
Pour l'inverse c’est simple car c’est un automorphisme qui stabilise e € G(S). Montrons
le pour la multiplication. Si on note G* les composantes connexes de G, alors on voit que
ilgo est a valeurs dans 'un des G’ pour un certains j. .Or ici puisque R est henselien, on
peut appliquer le lemme m et par conséquent 'image de (G,)° = (GY), sera incluse dans
(G4 = (G7), pour le méme j. 11 suffit donc de prouver I'assertion pour la fibre spéciale.
On va montrer que G? x;, GY est connexe car alors son image par m sera une composante
connexe de G contenant e, : c’est nécessairement GY. Mais G est connexe et contient un
point rationnel (I’élément neutre), d’apres [Stal8] Lemme 33.7.14 il est géométriquement
connexe. On conclut alors que G? x;, G? est connexe d’apres [Stal§] lemme 33.6.7.

Montrons maintenant que le quotient G/G° est étale (quotient bien définit car G° est
plat). On a que G°/G° = S est un sous groupe ouvert de G/G° et par conséquent ce dernier
est étale en 1'élément neutre (voir que (G/G°)° = G°/GY est étale). Par translation il est
étale en tout point.

Supposons maintenant R = k parfait. D’apres [1.1.5] G,.q est un sous schéma en groupe
de G. De plus, G,eq €étant fini et réduit sur k parfait, il est étale. D’apres il suffit donc

de prouver que Greq(k) = G (k). On peut également supposer k algébriquement clos. On
dispose d’'une suite exacte de groupes :

0— G°k) — G(k) = G*(k) = 0 (1.29)

k étant réduit on a G(k) = Greq(k). Enfin |GO(k)| = 1 par connexité (et translation). D’ou
l'isomorphisme Gieq ~ G et donc la section souhaitée.
O

Définition 1.5.9. Dans la littérature on trouve souvent le mot "local” pour désigner les
groupes connexes et "réduit” pour désigner les groupes étales (c’est justifier par la proposition
précédente). Dans les deux cas nous utiliserons les deux appellations en fonction du contexte.
On dit quun groupe G est du type # — y avec z,y € {local, réduit} si G est x et G est y.

Proposition 1.5.10. Soit G — S = Spec(k) un schéma en groupe commutatif sur k parfait.
On dispose d’une décomposition canonique :

G = Gu X Grg X Ggr X GW (130)
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ot Gy, est du type local-réduit, G est du type local-local, G,y est du type étale-local et G,
est du type étale-étale.

Démonstration. D’aprés la proposition ?? on dispose d’'un décomposition G ~ G° X Geq.
On peut de la méme manitre décomposer (G°)P et (Greq)”. En reprenant le dual de cette
nouvelle décomposition on obtient la décomposition voulue. ]

1.6 Caractéristique p > 0 : Frobenius et Verschiebung

Rappelons que pour un schéma g : X — S en caractéristique p > 0 on peut définir le
Frobenius absolu Fx : X — X comme étant 'identité sur ’espace topologique sous jasent
et x — 27 au niveau du faisceau. On définit alors le Frobenius relatif Fly,q : X — X ) =
X Xgpy S comme étant le morphisme sur le diagramme commutatif ci dessous :

X Fx
g X P x
s

SLS

Lemme 1.6.1. Soit X — S un morphisme de type fini avec S de caractéristique p > 0. Le
Frobenius absolu est un homéomorphisme universel. En particulier le Frobenius relatif est
également un homéomorphisme universel.

Démonstration. D’apres |Gro67| corollaire 18.12.11, il suffit de prouver que le morphisme
est radiciel, surjectif et fini. Le fait qu’il soit surjectif et fini est clair. Enfin le fait qu’il soit
radiciel découle du fait que si k est un corps de caractéristique p, alors l'extension k/kP
est purement inséparable (ici on utilise que le Frobenius absolu correspond a l'identité sur
'espace topologique sous-jacent par conséquent x(x) = k(Fx(x)).

Pour le Frobenius relatif il suffit de voir que dans le diagramme ci-dessus on a ho Fy/g =
Fx, que h : X — X est un homéomorphisme universel car changement de base de Fy :

S — S qui en est un d’apres ce qui précede. Par conséquent Fy,s en est un également.
m

Corollaire 1.6.2. Si f : X — S est un morphisme étale en caractéristique p > 0, alors le
Frobenius relatif Fxg: X — X®) est un isomorphisme.

Démonstration. On sait que les homéomorphismes universels et étales sont des isomor-
phismes ([MR61] théoréme 1.5.1). Par conséquent il suffit de montrer que Fx g : X — X
est étale. Mais c’est clair en considérant le diagramme suivant :

Fx/s

\A»
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car alors Fy;g est un morphisme entre schémas étales sur la base donc est également
étale (ot f®) est étale car changement de base de f qui par hypothése est étale).
O

Nous allons maintenant définir pour les groupes finis plats une application duale au Fro-
benius via la dualité de Cartier.

Tout d’abord noter que (X®)P = (XP)®) (peut se voir assez facilement en termes
d’algebres de Hopf par exemple). Noter également que par dualité on dispose d’un Frobenius
relatif pour le dual de Cartier Fiyp g : X? — (XP)® = (X®)P. On définit le Verschiebung
comme étant le dual de ce dernier :

Vs == (Fxns)? : X — X (1.31)

Voici une proposition résumant l'interaction entre le Frobenius et le Verschiebung :

Proposition 1.6.3. Soit G — S un schéma en groupe fini plat en caractéristique p > 0. On
dispose des égalités suivantes :

(1) Faw /s o Vaw s = [Plaw
(2) Vays o Fos = [pla

Démonstration. C’est juste un peu d’algebre symétrique. Il suffit de vérifier que ce carré
commute :

A" AR, R

LT
ABP M, g

ou m et p correspondent a la multiplication et la co-multiplication avec G = Spec(A) et
S = Spec(R). Noter que ce calcul est possible car on dispose d’une description explicite
de V, grace a la dualité de Cartier. En prenant le spectre on obtient bien le diagramme
commutatif voulu :

G L ers G®)

mGT FG/ST

GXS

On consultera [BE] §5.2 pour plus de détails. O

Remarque 1.6.4. Pour étendre la définition du Verschiebung a des schémas plus généraux
comme les variétés abéliennes, il faut donner une définition plus générale n’utilisant pas la
dualité de Cartier (définie pour les groupes finis plats). Cette construction repose simplement
sur des calculs d’algebres symétriques, on consultera [BE] §5.2 pour plus de détails. Le point
important est que la proposition précédente reste toujours valable dans ce nouveau cadre
plus général. Donnons tout de méme quelques ingrédients :
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(1) Par recollement on peut supposer S et G affine. Tout se passe au niveau des anneaux
de fonctions. Notons G = Spec(A) et S = Spec(R). Notons SP(A) = (A®P)®». Notons
m : A®P — A la multiplication usuelle et 7 : 2 — > oes, o(z) le projecteur symétrique.
Notons N = Im(7) (idéal).

(2) On dispose d'un morphisme ¢ : A®) — SP(A)/N qui envoi @\ sur Ar®...@z(modN).

(3) Le Frobenius Fy : A®) — A se décompose en A®) % SP(A)/N ™ A (on vérifie que la
multiplication se factorise bien en utilisant m(o(x)) = m(z)).

(4) Si A est plat sur R alors ¢ : A®) — SP(A)/N est un isomorphisme de R-algebres (on le
démontre dans le cas libre et on utilise que les R-modules plats peuvent s’écrire comme
colimites filtrantes de R-modules libres).

(5) On peut alors sous ces hypotheses définir le Verschiebung comme étant :
Vi = (A — SP(A) — SP(A)/N 25 AD) (1.32)
(6) On obtient finalement :
FroVy=(A— SP(A) = SP(A)/N & A) = (A — SP(A) = A) (1.33)

En repassant au niveau des spectres on obtient bien :
Agys ma
VG/SOFg/SZ(G—>G><S... XSG——>G) = [p]G (134)

Nous souhaitons maintenant caractériser le Verschiebung dans le cas étale comme pour
le Frobenius [1.6.21 En fait on va méme faire mieux et donner des conditions sur le caractére
connexe ou étale des schémas en groupes directement en termes de Frobenius et Verschiebung.

Proposition 1.6.5. Soit G — S = Spec(k) un schéma en groupe. Les conditions suivantes
sont équivalentes.

(1) G — S est étale.

(2) Fays est un isomorphisme.
Démonstration. On a déja vu un sens, c’est [1.6.2] Dans 'autre sens, puisque le Frobenius
est nul au niveau de 'espace tangent (on est en caractéristique p), si ¢’est un isomorphisme,

alors 'espace tangent T . est nul. Comme d’habitude cela traduit le fait que G soit étale
sur S en ’élément neutre et on conclut en utilisant les translations. O

Proposition 1.6.6. Soit G — S = Spec(k) un schéma en groupe. Les conditions suivantes
sont équivalentes.

(1) GP — S est étale.

(2) Vs est un isomorphisme.
Démonstration. C’est juste le dual de la proposition précédente. O

Proposition 1.6.7. Soit G — S = Spec(k) un schéma en groupe commutatif sur k parfait.
Alors on dispose des équivalences :
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Démonstration. Notons G = G° x Geq. On peut sans perdre de généralité se placer dans
le cas G = Spec(A) avec (A,m, k) une k algébre locale de dimension finie. Noter que
par définition m correspond a l'idéal d’augmentation. La suite décroissante de k espace
vectoriel (m') stationne a partir d'un certains rang (c’est juste une suite décroissante de sous
espace vectoriel en dimension finie). Il existe donc n € N tel que m"” = m™*1. Mais alors
par Nakayama on obtient m™ = 0. Par conséquent m est nilpotent et est donc annulé par
une certaine puissance du Frobenius. Il est de méme annulé par une certaine puissance du
Frobenius relatif. On dispose donc d’une factorisation d’une certaine puissance, disons «

du Frobenius relatif : A — A/m A% A Au niveau des spectres cela traduit simplement
le fait que (Fgo/g) se factorise par {e}. Finalement Fo/g est nilpotent et Fy, /g est un
isomorphisme. Montrons la réciproque du point (2) (le reste a soit était déja vu, soit découle
par dualité). Puisque Fg/g est un isomorphisme, on a que G = G est étale. On dispose
alors d’une décomposition de son dual en deux parties, avec une premiere partie étale, que
I'on note (G®),eq, et une seconde connexe, que I'on note (GP),. Puisque Vs est nilpotent,
on a par dualité que Fgp g l'est également. Or ce dernier est un isomorphisme sur (GP)req-
La seule possibilité pour que Fgp /g soit nilpotent est que (GP);eq soit nul, c’est-a-dire que
GP = (GP), soit connexe. O

Remarque 1.6.8. Au début de la preuve on s’est placé dans le cas GY = Spec(A) avec (A, m, k)
une k algebre locale de dimension finie. Cela découle du fait que dans ce contexte, en écrivant
G = Spec(A), on dispose d'une décomposition en composantes connexes A ~ []; Ay, .

Nous souhaitons maintenant caractériser les groupes de différents types en fonction de
leur rang.

Théoreme 1.6.9. Soit G — k un schéma en groupe fini commutatif sur k parfait de ca-
ractéristique p > 0. Alors le rang de G est :

(1) premier da p si il et seulement il est de type étale-étale
(2) une puissance de p si il est de type étale-local ou local-étale ou local-local.

De plus si k est algébriquement clos, alors les seules groupes simples sont o, Z/ka Z/ﬁZlc
et .

Démonstration. On peut supposer k algébriquement clos. La multiplicativité du rang dans
les suites exactes nous permet de se ramener aux cas des groupes simples. Si G est étale, alors
d’apres il est déterminer par ses k-points et correspond donc a un groupe constant fini
commutatif G = Z/¢Z. Son dual de Cartier est GP ~ . Ce dernier est étale si et seulement
si ¢ # p. Par dualité on a donc classifié tous les schémas en groupes finis simples de types
étale-étale, étale-local et local-étale. Il reste donc le cas local-local. C’est 'objet du lemme
suivant. O
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Lemme 1.6.10. Tout schéma en groupe fini simple commutatif sur un corps de caractéristique
p > 0, de type local-local, est isomorphe a c.

Démonstration. On sait que dans ce cas le Frobenius et le Verschiebung sont nilpotents. Par
simplicité de notre groupe G, on se ramene au cas ou ces deux morphismes sont en fait nuls.
On veut donc prouver que si G est un schéma en groupe fini commutatif sur k tel que Fg/g = 0
et Vs = 0 alors G est un produit de oy, (on conclut par simplicité). On va méme prouver
mieux : G ~ ap ou n = dim;Tg.. Notons G = Spec(A). On dispose d'une décompositon
comme k-module A = I & k ou [ est 'idéal d’augmentation. Noter que d’apres [1.3.1] on a
Tee = (I/1*)Y (simple calcul : T, = Homo,, , (Qays.e, k(e)) = Home,, , (Og.e Qm./m2, k) =
Homy,(m./m? k)). Par conséquent I/I? est généré par n éléments. Par Nakayama c’est n
éléments engendrent 1. En utilisant la décomposition A = I @ k on obtient une surjection
k[X1,...,X,] — A. En d’autres termes A est engendrée par ces éléments en tant que k-
algtbres. Ecrivons alors A = k[X1, ..., X,]/J pour un certain idéal J. Par hypothese, XP € J
pour tout i. Par conséquent A est un quotient de k[X1, ..., X,,]/(XT, ..., XP). En particulier
|G| = dimyA < p”. Si on arrive & construire un monomorphisme aj — G on aura fini par
simple vérification des dimensions. Pour construire cette fleche nous allons construire un
épimorphisme G” — «,, (rappel que «,, est son propre dual).

Noter que tout morphisme ¢ : G” — G, se factorise par KerFg, , = a,. En effet par
fonctorialité du Frobenius on a :

F(Ga/k @) ('D = gp(p) 1) FGD/k — sp(p) o (VG/k)D — 0 (135)

ou a la fin on utilise Vi1, = 0.
On utilise maintenant la proposition [1.4.4] :

n = dim;Tg, = dimyHom (G, G,) = dim;Hom(G", o)) (1.36)

Supposons que 'on ai construit un épimorphisme ¢ : G” — «,, pour un certains i < n.
On dispose alors d’une injection propre (c’est important pour que le conoyau soit non vide,
et ¢a découle de 'égalité ci dessus) :

k' = Hom(a, o) < Hom(G”, a,) (1.37)
Ici on a utilise le fait que End(a,) = k ce qui découle de la remarque ci-dessous. Tout
morphisme ¢ : GP — «,, qui n’est pas dans I'image de ((1.37) (il en existe) a une restriction a
Kery) non triviale. Mais alors le morphisme (¢, ¢) : G” — a? X, est encore un épimorphisme
car «, est simple (I'image de Kerty est non nulle par construction). Finalement on conclut
sur 'existence d’un tel épimorphisme par induction.

O

Remarque 1.6.11. (1) On peut montrer qu’en fait tout schéma en groupe fini commutatif
sur k parfait de Frobenius de hauteur 1 (ie annulé par son Frobenius), alors on dispose
d’une description explicite :
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O(G) = kX1, ... X, /(XP, ..., X7) (1.38)

On a méme encore mieux : Si G est un groupe connexe, alors on dispose d'une descrip-
tion explicite :

O(G) = k[Xy, .. X, ) /(XP7, ., XP™) (1.39)

ou les e; sont des invariants (& permutation pres) de G'! La démonstration utilise
quelques résultats sur les différentielles et les algebres de Hopf. On consultera [Mil17]
théoreme 11.29 pour plus de précision.

(2) Ici on a utilisé le fait que End(a,) = k. Ce résultat se généralise comme suit : Soit R
un anneau de caractéristique p > 0. Le préfaisceau :

T — End(ay,.r) (1.40)

est représentable par G,. En effet la co-multiplication sur R[X]|/X? est donnée par
uX — X®14+1®X. Par conséquent si h est un endomorphisme il doit nécessairement
satisfaire p(h(X)) = h(X)®1+1®Ah(X). Par conséquent h(X) = AX pour un certains
A e O(T).

Donnons pour terminer un lemme que nous utiliserons plus loin dans la partie sur la
théorie de Dieudonné.

Lemme 1.6.12. Un groupe algébrique G — k de caractéristique p > 0 est lisse si et seule-
ment son Frobenius Fg, : G — G®) est fidélement plat.

Démonstration. Avec un peu d’algebre commutative on montre qu’une k-algebre de type fini
réduite A est géométriquement réduite si et seulement si A ®;, k'/? est réduite. De I'autre
coté Fgyy est fidelement plat si et seulement si Fyp, A®P) 5 A est injectif. On conclut en
remarquant que AP ~ A @, kP, O
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2 Variétés abéliennes

2.1 Définition et propriétés élémentaires

Définition 2.1.1. Un schéma abélien X — S est un S-schéma en groupe propre, lisse, a
fibres géométriquement irréductibles. Une variété abélienne est un schéma abélien sur un
corps.

Remarque 2.1.2. On impose pas que la loi de groupe soit commutative. Mais nous allons voir
que sous ces hypotheses schématiques, une telle loi est nécessairement commutative. Cela
découle du théoreme de rigidité que nous allons démontrer.

Théoréme 2.1.3. (Rigidity lemma) Soit X — k une variété propre, Y, Z — k des variétés
quelconques. Soit f : X XY — Z un morphisme tel que f(X x{yo}) = {20} pour un certains
Yo € Y. Alors il existe un unique morphisme g : Y — Z tel que le diagramme suivant soit
commutatif :

Xka—>Z

ot po désigne la seconde projection.

Démonstration. L’unicité découle du lemme qui suit car Z est séparé (variété). Montrons
I'existence. Soit g € X. On définit g : Y — Z par g(y) = f(zo,y). Soit U C Z un ouvert
affine tel que zy € U. On pose W = po(f~1(Z\U)) C Y. Puisque X est propre, W est un
fermé de Y. Par hypothese, yp € Y\W et donc Y'\W est un ouvert non vide de Y. Ce dernier
étant irréductible, Y'\W est donc dense. On a également que f|xxq : X x {y} = U a pour
image un point car X X {y} est propre et connexe (U étant affine on peut se réduire au
cas X — A7 ; chacune des compositions avec une projection a pour image un point car X
propre (resultat classique) et les hypotheses de finitude nous permettent de déduire que f
a alors pour image un ensemble fini de points fermés, on conclut par connexité de X). Par
conséquent f(x,y) = f(zo,y) = g(p2(z,y)) pour tous (x,y) € X x Y\W. En utilisant la
méme preuve que pour le lemme suivant (remplacer X (k) par X x Y\W), puisque X x Y
est réduit et Z est séparé, on a 1’égalité souhaitée.

O

Remarque 2.1.4. (1) Il manque un argument important dans la preuve ci-dessus. En effet
pour définir g on a prit un zg € X et posé g(y) = f(xo,y). Mais pour que ce morphisme
soit schématique il faut que zy € X (k). Pour le voir il faut passer au niveau des points
et voir que la condition nécessaire et suffisante pour que (zo,y) € (X x; Y)(S) pour
tout k-schéma S et tout y € Y(S) S-point de Y c¢’est que xy € X (k) (utiliser la fleche
X (k) = X(95)). Au début de cette preuve il faut donc se placer dans le cas k = k* par
descente fidelement plate et alors utiliser 1’existence de points rationnels.

(2) Intuitivement le théoreme nous dit que si X est propre, on ne peut pas "déformer” la
famille de fonctions X — Z paramétrée par Y.
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Lemme 2.1.5. Soient X etY deuz k-schéma de type fini, f,g: X — Y deux k-morphismes
avec X réduit et Y séparé. Si f|X(E) = 9|X(E): alors f = g.

Démonstration. On dispose du carré cartésien :

L

Y —— Y x, Y

ou Eq(f, g) désigne les points de X ou f et g coincident. La fleche du bas est une immersion
fermée par hypothese, par conséquent la fleche du haut en est également une. Par hypothese

on a X (k) C Eq(f,g). Or X(k) est dense dans X. Eq(f, g) étant fermé dans X et X étant
réduit, on a nécessairement Eq(f, g) = X schématiquement. O

Pour la suite nous avons besoin d'un théoréeme de changement de base en cohomologie
cohérente :

Théoréme 2.1.6. (Grothendieck) Soit f : X — S un morphisme propre avec S localement
noethérien. Soit F un S-faisceau cohérent et plat. Soit i > 0 tel que le morphismes naturels
de changement de base @', : R' f.(F)s @0y, k(s) = H'(X,, F;) soit surjectif. Alors il existe
un voisinage ouvert U de s tel que pour tout s' € U ¢, est un isomorphisme et tel que les
conditions suivantes soient équivalentes :

(1) i1 est surjective
(2) R f.(F) est localement libre.

Démonstration. On consultera [Har77], chapitre 3 théoréme 12.11, pour le cas projectif. On
se ramene a ce cas par le lemme de Chow (|Gro61al, théoreme 5.6.1). O

Lemme 2.1.7. Soit g : X — S un morphisme propre plat de type fini a fibres géométriquement
intégres. Alors le morphisme naturel Og — g.Ox est un isomorphisme.

Démonstration. Pour tout s € S on a par hypothese que X — Spec k(s) est propre réduit
et irréductible par conséquent H°(X,,Ox,) = k(s) (en effet c’est vrai pour chaque fibre
géométrique et on conclut par changement de base plat, voir [Har77] chapitre 3, proposi-
tion 9.3). On considére le morphisme de changement de base ¢! : (R%9.O0x), ®oy, k(s) —
H°(X,,Ox,) = k(s). Le morphisme étant non constant, ’espace vectoriel d’arrivé étant de
dimension un, il est surjectif. D’apres c’est donc un isomorphisme. De I'autre coté, p;*
est trivialement surjectif donc toujours d’apres, 9.Ox est localement libre. En combi-
nant les deux on obtient que g,Ox est localement libre de rang 1. Le morphisme structural
Os — 9.O0x est donc un isomorphisme. O

Proposition 2.1.8. Soit g : X — S propre, plat, de type fini et a fibres géométriquement
intégres. On suppose S connexe. Soit f: X — Y un S-morphisme tel que f5: Xz — Yz soit
constant pour tout point géométrique s — S. Alors f est constant, c’est-a-dire qu’il existe
y € Y(S) tel que l'on ai une factorisation :
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x—1 Ly
X /
y
S
Démonstration. Le morphisme g est fermé (propre) et ouvert (plat et de présentation finie).
Par connexité de .S, le morphisme est donc surjectif. C’est donc un morphisme quotient dans
la catégorie des espaces topologiques. En combinant avec I’hypothese de constance au niveau
des fibres, on obtient un factorisation y : S — Y dans la catégorie des espaces topologiques.
Il reste a construire la factorisation au niveau des faisceaux structuraux pour avoir une
factorisation dans la catégorie des espaces annelés. D’apres la proposition précédente on

dispose d’un isomorphisme Og = ¢,Ox. On définit Oy — y.0Og comme la composition de
Oy — f.Ox et Ogs = ¢.Ox en gardant en téte que f =yog. O

Corollaire 2.1.9. Soit f : X — Y un morphisme quelconque de S-schémas, avec (X, ex)
et (Y,ey) deuw schémas abéliens. Alors f = Tyeyy0g ot g : X =Y est un morphisme de
S-schémas abéliens et 0t Tpey) Y — Y désigne la translation par f(ex) € Y(95).

En particulier si f(ex) = ey alors f est un morphisme de S-schéma abélien.

Démonstration. Quitte & composer par une translation au départ, on peut supposer f(ex) =
ey. On veut donc montrer que f est un morphisme de S-schéma abélien, ce qui revient a
prouver que le morphisme ¢ : X xg X — Y qui au niveau des T-points envoi (z,z’) sur
f(za') f(2")7' f(z)~" est constant. On considere le changement de base le long d'un point
géométrique o5 : Xsx Xz — 5. Onaque f(X x{ex.}) = {ey.}. D’aprés2.1.3Jon dispose alors
d’une factorisation pz = g o py ou g : Xz — Y5 est un morphisme. Par symétrie, on dispose
également d’'une factorisation par p; et donc nécessairement ps(Xz x X5) = {ey.}. D’apres
le lemme [2.1.8] ¢ est donc un morphisme constant et par conséquent f est un morphisme de
S-schémas abéliens. m

Corollaire 2.1.10. Tout schéma abélien a une loi de groupe abélienne

Démonstration. L’inversion vérifie t(ex) = ey, ¢’est donc un morphisme de S schéma abéliens.

]

2.2 Foncteur de Picard et Dualité

Dans cette partie nous nous intéressons a la variété abélienne "duale” d’une variété
abélienne et définissons pour cela le foncteur de Picard. Nous allons donner quelques condi-
tions pour que ce dernier soit représentable, ce qui nous permettra apres un peu de travail sur
ce dernier de définir le dual d’une variété abélienne. Faute de temps nous ne démontrerons pas
tous les résultats et essayerons de donner une certaine intuition et des idées de démonstrations
tant que possible. La plupart des résultats sont trés bien expliqués dans [Kle05].

Le groupe de Picard d’un schéma X est usuellement noté :

Pic(X) := {classes d’isomorphisme de fibrés en droites sur X} (2.1)
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Un simple calcul a la Cech nous fournit un isomorphisme :

Pic(X) =2 H'(X,0%) = H'(X,G,,) (2.2)

ot le H' peut étre calculé sur n’importe lequel des sites usuels (étale, fppf, fpqc...).
On sohaite construire une version relative de se foncteur. Il est naturel de définir :

Py/s: Schis — Ab; T Pic(Xr) = H' (X7, Gp) (2.3)

Le probleme est que ce foncteur est rarement représentable car il s’est rarement un
faisceau (prendre n’importe quel fibré non trivial et un recouvrement qui le trivialise pour
obtenir une contradiction).

Définition 2.2.1. Le foncteur de Picard relatif de f : X — S est le faisceau :
PiCX/S : SCh(/)g — Ab (24)

obtenu comme le faisceautisé sur le site fppf de Px/g. Si ce dernier est représentable, on appel
schéma de Picard de X/S le schéma qui le représente. Nous mentionnons tout de méme une
identification que nous n’utiliserons pas mais qui se révele étre tres utiles en pratique lors
certains calcul :

qui découle de la définition du foncteur de Picard relatif comme faisceautisé fppf de
T +— Hl(XT,Gm).

Plus concrétement, un 7-point de Picx/g est donné par un recouvrement fppf 7 — T et
un fibré en droite sur X x 771" tel que les deux pull-back & X7 X7 (7" x7T") coincident. Deux
T-points (T" — T, L) et (U" — T, M) définissent le méme élément si il existe un raffinement
de T" et U’ sur lequel £ et M coincident.

Proposition 2.2.2. Soit f : X — S un S-schéma tel que f.Ox ~ Og universellement.
Alors pour tout S-schéma T — S on dispose d’une suite exacte :

0 = Pic(T) 2 Pic(Xr) — Picys(T) (2.6)

Démonstration. Voir [Kle05], remarque 2.11 Le résultat découle d'une investigation de la
suite spectrale de Leray EY? := HP(T, R4 fp, 0%, ) = H""(Xp, O% ). O

Cette description est tres utiles lorsque l'on souhaite obtenir des résultats cohomolo-
giques généraux. Mais dans la pratique, lorsque qu’on travaille avec des schémas abéliens
par exemple, on dispose d'une section du morphisme structural, il nous arrive alors souvent
d’utiliser une description plus maniable que nous présentons ici.
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Définition 2.2.3. Soit X — un morphisme admettant une section e € X(5). On appel
foncteur de Picard rigidifié le long de e de X — S le foncteur :

Picgi(g/g :Schis = Ab ;T {(L£, p)|L fibré en droite sur Xr, ¢ : Or ~epL}/ ~ (2.7)

ou ¢ est appelé rigidification de £ le long de e. Deux éléments (L, p) et (L', ¢') sont dans
la méme classe d’isomorphisme si il existe un isomorphisme commutant a leur rigidification
respective.

Le lien entre les deux foncteurs est donné par la proposition suivante :

Proposition 2.2.4. 5i X — S est quasi-compact, quasi-séparé, admet une section e € X (5)

et f.Ox = Og universellement (ie encore aprés changement de base), alors Picﬂl(g/’g est un

faisceau et on dispose d’un isomorphisme pour tout S-schéma T :
Pic(X7)/p7pPic(T) ~ PicES(T) 5 L= L@ fe" L7 (2.8)
ou L& fre*L7" est canoniquement rigidifié. De plus la suite ezacte est exacte a droite :
0 — Pic(T) 25 Pic(Xr) — Picx/s(T) = 0 (2.9)
Par conséquent on dispose d’un isomorphisme :
Picy¥s ~ Picx/s (2.10)
Démonstration. Voir [Kle05|, remarque 2.11. O

Dans le cadre qui nous intéresse, c¢’est-a-dire celui des variétés abéliennes, les conditions
de cette proposition sont satisfaites. Par conséquent nous noterons Picx/g ce foncteur et
nous utiliserons les deux descriptions sans le mentionner directement. Sur la question de la
représentabilité du foncteur de Picard relatif, on dispose du théoréme suivant :

Théoréme 2.2.5. (Grothendieck, Oort, Murre) Si X — Spec k est propre, géométriquement

réduit, géométriquement connexe et que X (k) # @ alors Picx, est représentable par un
schéma localement de type fini.

Démonstration. Voir [Gro62], page 232-17 corollaire 6.6, et [Mur64] théoréme I1.15. O
Définition 2.2.6. On note Picg(/s la composante connexe de I'élément neutre dans Picy/s.

On se place désormais dans le cas ou X est une variété abélienne ; en particulier le foncteur
de Picard est représentable. Par construction c¢’est un schéma en groupe sur k£ dont I'élément
neutre correspond au fibré en droite trivial.

Proposition 2.2.7. Picx/ est séparé sur k.
Démonstration. Découle de [L1.2] m

Proposition 2.2.8. Picg(/k est propre sur k.
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Démonstration. Découle du critere valuatif pour la propreté et du fait que le groupe de
picard d’un anneau local est trivial. O

Proposition 2.2.9. L’espace tangent en ['élément neutre de Picg(/k s’identifie a H' (X, Ox).
Par conséquent Picg(/k est lisse sur k si et seulement si il est de dimension égale a celle de

HY(X,Ox).

Démonstration. Voir [BE], corollaire 6.6 pour les détails. Donnons tout de méme quelques
explications. L’identification entre l'espace tangent et le premier groupe de cohomologie
s’obtient par 'intermédiaire de la suite exacte exponentielle :

0— Ox 5 0% — O% — 0 (2.11)

On dispose d’une section « — z+0e et par conséquent la fleche H°(X, 0% ) — H(X, O%)
est surjective. En prenant la suite exacte longue en cohomologie et en utilisant (2.2]) on
conclut. O

On aimerait maintenant montrer que si X — k est une variété abélienne, alors Picg(/k
en est une également. La propreté a déja été vu (2.2.8). Il suffit de montrer la lissité. Cela
demande un peu de travail.

Lemme 2.2.10. (seesaw lemma) Soit X — k une variété abélienne et Y — k un schéma
quelconque. Soit L un fibré en droite sur X x Y. Alors {y € Y| L|xxqy est triviale } est
fermé dans Y. De plus les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) Llxxqyy est trivial pour tout y € Y.

(2) Il existe un fibré en droite L' sur'Y tel que L ~ p5L ot py : X XY — Y désigne la
seconde projection.

Démonstration. Soit £ un fibré en droite sur X x Y. On définit £, := L ® pi(el L)1, Par
construction ey £; ~ Oy, il est donc rigidifié. Par définition de Picx/, ce fibré en droite
correspond a un morphisme j : Y — Picx/. Siy € Y, on peut composer et obtenir un
morphisme {y} — Y — Picx/, qui correspond au fibré en droite £ |xx,}. De plus on a les
équivalences suivantes :

(1) Li]|xxqy est trivial

(2) L|xxqyy est trivial

(3) {y} — Picx/, a pour image I’élément neutre.
L’équivalence avec la derniere assertion découle de la définition de Picx/, et du fait que Ox
soit son élément neutre. L’ensemble auquel on s’intéresse n’est rien d’autre que j7*({0}) =
{y € Y| L|xxqy est triviale } qui est donc fermé car image réciproque d'un fermé.

Si maintenant £ ~ piL’ pour un certains fibré en droite £’ sur Y, alors un simple calcul

montre que L|xyxgy ~ Ox pour tout y € Y. Réciproquement si L|xy(,; est trivial pour

tout y € Y, alors j71({0}) = Y, c’est-a-dire que c’est le morphisme trivial. Mais alors par
construction £, est trivial et donc : £ = pj(ey L). O
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Théoréme 2.2.11. (Théoréme du cube) Soient X — k et Y — k deux variétés abéliennes et
Z — k un schéma quelconque. Soit L un fibré en droite sur X XY x Z tel qu’il existe un point
rationnel (xo, yo, 20) € X (k) x Y(k) x Z(k) tel que Llzoyxyxz: Llxx{yo}xz €t Ll{zo}xy x{z0}
sotent triviauz. Alors L est trivial.

Démonstration. Puisque L|xx{yoyxz est trivial, on a e, ;£ ~ Oxz et il est donc rigidifié.
Il correspond donc a un morphisme j : X x Z — Picys;. On souhaite montrer que ce
morphisme est nul car cela voudra alors dire que le fibré en droite est trivial, encore une
fois par définition de Picy/x. On a que L|(z}xyx{z} €st trivial ce qui veut donc dire que la
composée X x {2} = X xY — Picy/;, est nulle. En utilisant le théoréme de rigidité
on dispose d'une factorisation j = g o p, ou g : Z — Picyy;,. Mais alors, puisque Lz} xy <z
est trivial, on a que j(x, 2) = g(z) = j(xo, z) = 0, et ce pour tout (z,z) € X(k) x Z(k). Par

descente on peut supposer k = k. On conclut en utilisant la densité de X (k) dans X pour
obtenir que 7 = 0. O]

Nous pouvons maintenant énoncer un théoreme sur le comportement des fibrés en droites
d’une variété abélienne vis a vis de sa structure de groupe.

Corollaire 2.2.12. Soit X — k une variété abélienne. Soit L un fibré en droite sur X.
Notons p;j = pi+p; et piaz = p1+p2+p3 ot les p; sont les projections usuelles X x X x X — X.
Alors :

(1)

pT23£’ ® p12£®_1 ® p23£®_1 & pli5£®_1 ® p1£ ® p2£ ® pgﬁ ~ Oxuxxx (212)

(2) siay,as, a3 € X(T) pour un k-schéma T quelconque, alors :

(a1+ag+asz)* L& (a1 +a2)* LE @ (az+a3) LY '@(ar1+a3) L2 ' ®aj Loas Loas L ~ O
(2.13)

Démonstration. Pour (1), par symétrie, il suffit de montrer que £ est trivial sur X x X x{e} et
appliquer le théoréeme du cube. Le point (2) découle du premier par pull back via (ay, as, as) :
T—XxXxX. O

Remarque 2.2.13. Comme le remarque Conrad dans [Cona] théoréme 3.1.6, pour que le
théoreme reste valide lorsque la base S n’est pas un corps il faut rajouter un "twist” par
(e*L£)™! (qui est trivial quand S est le spectre d’un corps).

Corollaire 2.2.14. Sous les mémes hypothéses que ci dessus, pour tout entier n € 7Z on
dispose d’un isomorphisme :

()L ~ L7 @ [—1]°L8™3 (2.14)
Démonstration. Découle du théoreme précédent par induction. O

Théoréme 2.2.15. (théoréme du carré) Soit X — k une variété abélienne. Soient L un fibré
en droite sur X et a,b € X(k) deuz points rationnels. Alors on dispose d’un isomorphisme :

ToL QLT Ty L (2.15)

ot T, est la translation par x.
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Démonstration. Découle du corollaire précédent ([2.2.12]). O]

Remarque 2.2.16. (1) On aurait également pu énoncer le théoreme du carré pour n’importe
quel T-point (pas seulement les points rationnels) mais cela aurait donné une formule
un peu trop longue que nous n’utiliserons pas par la suite.

(2) Il est remarquable que les propriétés topologiques ou schématiques des variétés abéliennes
(propreté, lissité etc) aient des conséquences algébriques comme sur la loi de groupe
(la commutativité découle du théoreme de rigidité) ou sur I'interaction entre les fibrés
en droites et la loi de groupe (encore une fois cela découle du théoreme de rigidité).

Nous avons maintenant les moyens d’associer a tout fibré en droite un morphisme de la
variété abélienne vers son schéma de Picard. Ces morphismes joueront un réle important par
la suite.

Proposition 2.2.17. Soient X — k une variété abélienne et L un fibré en droite sur X.
On dispose d’un morphisme (de schémas en groupes) ¢y : X — Picg(/k qui au niveau des
T-points avec T un k-schéma est donné par :

¢c(T): X(T) — Pick,(T)

2.16
r oo Ly ® L5 @ (zo fr) LR (2.16)

Démonstration. Le fait que ce soit un morphisme de groupe découle directement du théoreme
du carré. Le fait qu’il soit a valeur dans Picg( /i €t pas seulement dans Picxy, vient du fait
que X est connexe et que 1’élément neutre et envoyé sur 1’élément neutre. O

Remarque 2.2.18. On reconnait ici 'application d’Abel-Jacobi dans le cadre des courbes
elliptiques.

Voici quelques propriétés sur le comportement de ¢ vis a vis de la structure de groupe
de Pic(X) et celle de X.

Proposition 2.2.19. Sous les mémes hypothéses que ci-dessus, on dispose des relations
sutvantes :

(1) ¢c(—) = ¢pp-1(7)
(2) Orioc, = Pry + br,
(3) bric = or

Démonstration. Ce sont justes des égalités entre morphismes. Il suffit donc de vérifier ces
égalités sur les points géométriques. Mais alors c’est juste trois applications du théoréme du
carré. O]

Proposition 2.2.20. 57 L est un faisceau ample, alors Ker¢p, est fini.

Démonstration. Voir [BE] lemme 2.19. Donnons juste quelques éléments de preuves. Si £
est ample, alors sa restriction £’ & Y = Ker(£)%, l'est également (composante connexe
avec la structure réduite, on peut montrer que c’est une sous variété abélienne). A 1'aide du
fibré en droite de Mumford associé a £’ on arrive a construire un fibré en droite ample et
trivial sur Y. Mais alors Y est quasi-affine et méme affine. Etant propre et affine, il est fini
car isomorphe au spectre relatif d'une Ox algebre cohérente (rappel que f propre implique
f+Ox cohérent). O
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Nous énongons un résultat non trivial dont on trouvera une démonstration dans [Conal
théoreme 3.4.1, sur la projectivité des variétés abéliennes.

Théoreme 2.2.21. Toutes les variétés abéliennes sont projectives.

Remarque 2.2.22. Ce théoreme nous garanti donc 'existence de fibrés en droites amples sur
nos variétés abéliennes et dans la pratique c’est de cette maniere que nous allons utiliser la
projectivité des variétés abéliennes.

Corollaire 2.2.23. Toutes les variétés abéliennes admettent un faisceau ample symétrique.

Démonstration. L’existence d’un faisceau ample est assurée par le théoréme [2.2.21] ci dessus.
Le théoreme du cube et en particulier le corollaire [2.2.14] nous permet de créer un faisceau

ample symétrique a partir d’'un faisceau ample par la formule £ := L ® [—1]L.
]

Définition 2.2.24. On note X! = Picg(/k, appelé dual de X.
Nous avons maintenant tous les outils pour démontrer la proposition suivante :

Proposition 2.2.25. Le dual X' d’une variété abélienne est une variété abélienne de méme
dimension.

Démonstration. La propreté a déja été vue. Il suffit donc de prouver la lissité. On va prouver
que dim(X*) = dim,H'(X, Ox) car alors, le résultat découlera de la proposition et
du fait qu’un schéma en groupe lisse en un point ’est partout par translation. Notons g la
dimension de X. Puisque X est projectif, il existe un fibré en droite ample sur X. Soit £ un
tel faisceau. D’apres , Ker¢, est fini (c’est une isogénie comme nous le verrons plus
loin). Comme nous le verrons plus loin 2.3.3] on a alors dim(X) = dim(X"). Ici nous allons
uniquement utiliser I'inégalité dim(X) < dim(X") qui découle du fait que le morphisme est
fini (propre car entre schémas propres, et quasi-fini car toutes les fibres sont des translatées
du noyau qui est fini d’aprés ce qui précéde). On a toujours dimyTxt, > dim(X*). Si on
prouve l'inégalité inverse on aura gagné. Par descente on peut supposer k algébriquement
clos (parfait suffit, voir fin de preuve). On considere le k-espace vectoriel gradué :

R=H"(X,0x) (2.17)

n>0

Le cup-product induit une application R® R — R faisant de R une k-algebre. Ce cup product
induit, par dualité de Serre, un accouplement parfait :

R'®@R™" — RY (2.18)

En effet la dualité de Serre nous fournit des identifications :

R = HY(X,0x) = HY(X,w%) = H'(X,0x)" =k (2.19)
R'= H(X,0x) = H'(X,w% @ O%)" = R (2.20)
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Ou w5 est le faisceau dualisant. Noter qu’ici on utilise pour obtenir le faisceau

canonique wx = NIQ% ;. ~ AO% =~ Ox et [Har77] corollaire TI1.7.12 pour identification

entre le faisceau canonique et le faisceau dualisant wx ~ w5%.
De l'autre coté, on dispose de morphismes :

XX xX DX (2.21)
ou les fleches de gauches sont x — (2,0) et z — (0,z) et m est la loi de groupe. Ces
morphismes induisent en cohomologie :

H.(X,Ox) ﬁIH.(X,OXX)() (—H.(X,Ox) (222)

On peut utiliser la formule de Kunneth en cohomologie pour obtenir les morphismes :

R=R®RER (2.23)

Par conséquent R est une algebre de Hopf graduée sur un corps k parfait telle que
R° =k, dimRY = 1, RY = 0 pour tout j > g tel que la multiplication R’ x R9~" — RY est un
accouplement parfait pour tout 0 < i < g. On peut donc utiliser le théoreme de Borel (voir
apres) pour conclure que dimR! < g, ce qui est I'inégalité souhaitée.

[]

Théoréme 2.2.26. (Borel) Soit R est une algébre de Hopf graduée associative sur un corps
k parfait tel que R = k et dimRY = 1 et RY = 0 pour tout j > g. On suppose que
laccouplement R' x RI~ — R est parfait pour tout 0 < i < g. Alors :

dimR' < g (2.24)
Démonstration. Voir [Mil86] lemme 15.2. O

Définition 2.2.27. A tout morphisme f*: X — Y entre variétés abéliennes on peut associer
un morphisme dual f* : Y* — X' comme étant le pull back f* des fibrés en droites. On
I’appelle morphisme dual.

Avant de passer a la prochaine section, nous énongons un théoréme qui permet de mieux
comprendre les morphismes ¢, construit précédemment :

Théoreme 2.2.28. Soit X une variété abélienne.
(1) Si L € Picgf/k(k), alors ¢ = 0.
(2) Si g =0 alors Li =~ ¢n(x) pour un certains © € X (k) et N € Picx (k).

En d’autres termes on dispose d’un morphisme injectif :

Picx (k) /Pic% (k) — Homg(Xy, XF) (2.25)

Démonstration. Dans la suite du mémoire nous allons uniquement utiliser le point (1). Par
conséquent nous ne démontrerons pas les deux autres assertions et on consultera [Conal
théoreme 5.2.4 pour les détails.
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Par descente fidélement plate, on peut supposer k = k. Soit A un fibré en droite ample
sur X. On sait que ¢n : X — Pick /i est surjectif. En particulier il est surjectif au niveau
des k-points. Par hypothese sur £ cela implique donc l'existence d’un élément z € X (k) tel
que L >~ ¢p (). Finalement pour tout point y € X (k) on a :

ocly) = 7 (L)@ L7

= ., N ernWN)'emWN)TeN (2.26)
= Oy

ou la derniere égalité découle du théoreme du carré.

2.3 Isogénies et polarisations

Dans cette section on s’intéresse a une classe de morphismes bien particuliers, les isogénies.
Nous allons également tenter de comprendre le lien entre la variété duale et le dual de Cartier.

Avant de commencer, donnons quelques rappels de géométrie algébrique qui nous seront
utiles par la suite.

Théoréme 2.3.1. (Miracle flatness) Soit f : X — Y un morphisme entre k-schéma de type
fini. On suppose que X est Cohen-Macaulay (ex. réqulier), Y est réqulier, et que X et'Y
sont équidimensionnels. On suppose également cette égalité sur les dimensions des fibres :

dimX, = dimX —dimY VyeY (2.27)
Alors f est plat.
Démonstration. Voir [UGL0|, corollaire 14.128 et [Mat89] théoreme 23.1. O

Remarque 2.3.2. Bien siir la réciproque est vraie (sans les hypotheses tres fortes du théoreme
ci dessus).

Corollaire 2.3.3. Soit X — Y un morphisme entre variétés abéliennes. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

(1) f est surjectif et dimX = dimY'.
(2) Kerf est un schéma en groupe fini et dimX = dimY’.
(3) f est fini, plat, et surjectif.

Démonstration. Découle directement du théoreme ci dessus et de la remarque, en utilisant
que les fibres sont toutes des translatées du noyau. On utilisera également le fait quun
morphisme propre et quasi fini est fini. O

Définition 2.3.4. Un morphisme entre variétés abéliennes vérifiant les conditions équivalentes
ci-dessus est appelé isogénie. Le degré d’une isogénie est défini comme le degré de ’extension
des corps de fonctions [k(X) : k(Y)] (bien défini car les isogénies sont surjectifs).

Noter que si f : X — Y est une isogénie, alors f,Ox est localement libre de rang fini
(platitude). On peut calculer se rang au niveau de la fibre générique :

rango, (f.0x) = [K(X) : k(Y)] = deg(/) (2.28)
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De l'autre coté se rang peut étre calculé au niveau de la fibre au dessus de 1’élément
neutre :

rang, (f.0x) = rang(Kerf) = [Ker(f) (2.29)

Cela nous fournit deux moyens de calculer le degré d’une isogénie.
Proposition 2.3.5. Si f : X — Y est une isogénie de degré 1, alors f est un isomorphisme.

Démonstration. Puisque f est affine, on a X ~ Spec(f,Ox). Par hypothése rang(f.Ox) = 1.
Par conséquent f,Ox = Og. En prenant le spectre relatif on obtient le résultat. n

Définition 2.3.6. Soit X — k une variété abélienne. On appel polarisation de X toute
isogénie A : X — X' telle qu’il existe un fibré en droite ample £ sur X3 tel que Ay = ¢r.

Remarque 2.3.7. Pour la suite nous avons besoin d’outils calculatoire : les polyndémes de
Hilbert. Nous allons simplement énoncer les définitions/résultats élémentaires pour la suite.
On suppose X projectif integre.

(1) Le degré d'un faisceau cohérent F relativement a un fibré en droite £, noté deg,F est
défini comme le coefficient dominant du polynéme de Hilbert :

d
P(F.L,n) = eiffng + o(nf) (2.30)
(2) Ce dernier vérifie I'égalité :
P(F,L,n) = x(X, L& F") (2.31)

ou x(X, —) désigne la caractéristique d’Euler.

(3) On peut montrer que si F est un fibré vectoriel et que n € X est le point générique
alors :

deg,F = dimF,.deg(L) (2.32)

et deg(L) = degp,, (£). Quelques mots sur la démonstration de cette égalité : pour le
montrer on commence par le vérifier pour le faisceau trivial, puis que c’est stable par
somme directe, enfin on conclut en utilisant le bon comportement de la caractéristique
d’Euler vis a vis des suites exactes et en travaillant un petit peu (beaucoup en réalité,
cela utilise notamment le lemme de dévissage [Gro61b] théoreme 3.1.2).

Proposition 2.3.8. Soit X — Y un morphisme fini entre variétés abéliennes. Soit L un
fibré en droite sur'Y . Alors :

degf*L = degf.degL (2.33)

Démonstration. Voir [Conal théoreme 4.1.11. Donnons tout de méme quelques éléments de
preuve. Puisque f est fini on a HY(X, F) = H'(Y, f..F) pour tout faisceau cohérent F sur X
(utilise critere de Serre et le fait que f soit affine pour déduire que R!f, = 0 c’est-a-dire que
f+« est exacte) . Par conséquent en utilisant la formule de projection on obtient au niveau de
la caractéristique d’Euler :
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XX, fLO) = X (Y fuofL97) = x(Y, fOx ® LZ") (2.34)

11 suffit alors de regarder le coefficient dominant de ces deux polynomes et d’utiliser le
troisiéme point de la remarque précédente. Noter qu'ici deg(f) est le degré usuel (calculé au
point générique). O

Proposition 2.3.9. Soit L un fibré en droite sur un k schéma propre X de dimension g.
Alors :
degL®" = nYdegLl (2.35)

Démonstration. Simple calcul du coefficient dominant du Polynéme de Hilbert associé¢. [

Proposition 2.3.10. Soit X — k une variété abélienne de dimension g .Pour tout entier
n # 0 le morphisme [n] : X — X est une isogénie de degré deg([n]) = n?9. De plus [n] est
étale si et seulement il n'est pas divisible par car(k).

Démonstration. On veut montrer que Ker[n] = X[n| est fini. Il suffit comme pour la preuve
de la proposition de montrer que Oxj, est ample. Comme nous 'avons remarqué en
[2.2.23] toute variété abélienne possede un faisceau ample symétrique. Soit donc £ un tel
faisceau. D’apres on a que [n]*£ ~ L. Par construction la restriction de [n]*L &
X|n] est triviale. Il est également ample. Par conséquent Ox|, est ample comme annoncé.
Concernant ’assertion sur le degré, cela découle directement de [2.2.14] [2.3.8 et [2.3.9]

Pour le caractere étale, si car(k) = 0 d’apres il n’y a rien a montrer. Dans le cas
général, le morphisme est plat d’apres (utilise le fait que les variétés abéliennes sont
lisses donc vérifient bien les hypotheses du théoreme et le bon comportement des fibres avec
les morphismes de schémas en groupes). Le fait qu’il soit non ramifié se test au niveau des
espaces tangents ([StalS|, lemme 33.16.8). Toujours a l'aide des translations on se raméne
au cas de I’élément neutre. Mais on sait dans ce cas que d[n]. agit au niveau des espaces
tangents comme la multiplication par n € k. Ce dernier est injectif (méme bijectif) si et
seulement si n est inversible dans k£ ce qui conclut la preuve. O]

Avant de démontrer une proposition tres utile par la suite, notamment pour ’accouple-
ment de Weil, nous devons énoncer un résultat utile dont une démonstration est donnée dans

[Oor66].

Proposition 2.3.11. (Formule de Weil-Barsotti) Soient X wune variété abélienne, L un
élément de Picg(/k(k:). Alors L correspond a une extension de groupes :

0—G, —F—X—0 (2.36)

Par conséquent on dispose d’un isomorphisme :

Pic())(/k(k) = EXt%}rSch/k (X, Gpn) (2.37)

ou ['on calcul le membre de droite dans la catégorie abélienne des schémas en groupes de
type fini sur k.

De plus cette isomorphisme est compatible avec les changements de bases et par conséquent
si l'on note C = Sh(Schy gopr) on dispose d’un isomorphisme :
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Pick , ~ Exte (X, Gpp) (2.38)

Démonstration. On consultera [?] théoréme 18.1 pour les détails. Donnons quelques éléments
de preuve pour l'identification au niveau des k-points Soit £ un fibré en droite sur X. Notons
L le fibré en droite géométrique associé. Rappelons la définition du foncteur G(L) :

G(L) : (Sch/k)® — Ab

T = G(L):={(x.0)l v € X(T), ¢: Ly =~ 7;Lr} (2.39)

Plus géométriquement un élément (x, @) correspond a un diagramme commutatif :

Ly —2 Ly

I

Xr = Xp

ou L = Spec(Sym(L")) est le fibré en droite géométrique associé a L et ou le morphisme
vertical du haut est linéaire fibre a fibre. On vérifie simplement que les morphismes au dessus
de l'identité de X correspondent aux éléments de I'( X7, Ox,.)*. Par conséquent on dispose
d’une suite exacte ot 'on note K (L) := Kerg, :

0= G — G(L) 7% K (L) = 0 (2.40)

(voir [BE] théoreme 8.9 pour les détails). D’apres le théoreme [2.2.28, si L € Picg(/k(k’) alors
K (L) =X car ¢, = 0. Par conséquent la suite exacte ci dessus devient :

0—-G,, - G(L)—-X—0 (2.41)

et définit donc un élément de Ext' (X, G,,).
Réciproquement si I’on se donne un élément de Ext' (X, Gn), c’est-a-dire une extension :

0=5Gp—=Y LB X0 (2.42)

avec p fppf. Alors Y est un G,,-torseur et donc classifié par un élément de H*(X,G,,) et le
résultat en découle.

[]

Remarque 2.3.12. Quelques mots sur le calcul des foncteur Ext. On a vu en que la
catégorie GrSch/k des schémas en groupes de type fini sur k était abélienne. Par conséquent
on peut définir le foncteur Ext a la Yoneda, c’est-a-dire comme les classes d’équivalences de
suites exactes courtes dans la catégorie GrSch/k. Mais on peut également le définir comme les
foncteurs dérivés usuels dans la catégorie des faisceaux abéliens sur le site fppf. Le probleme
est qu’alors dans une suite exacte de faisceaux abéliens sur le site fppf :

0-G —->G—=>G =0 (2.43)
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avec G’ et G” représentables par des schémas, on a pas forcement G représentable et par
conséquent cette extension ne descend pas en une extension dans la catégorie GrSch/k. Le
point clé est que dans ce cas précis G est un G’ torseur et on montre par descente fppf en
utilisant le fait que G’ est affine qu’il est en fait bien représentable par un schéma en groupe
G fini localement libre. Ce point est démontré par Oort dans [Oor66] proposition 17.4 et
corollaire 17.5.

Noter que Oort démontre également que I'on dispose dans ce contexte de la suite exacte
longue Hom — Ext', ce que I'on utilisera par la suite.

Lemme 2.3.13. Soit G — S un groupe fini et localement libre sur S. Alors Ext'(G, G,,) = 0.
Démonstration. Voir [Ray70] Lemme 6.2.2. O

Proposition 2.3.14. Soit f : X — Y une isogénie. On dispose d’un isomorphisme naturel :

Ker(f") = Ker(f)” (2.44)

Démonstration. On dispose d’une suite exacte :

0 — Ker(f) — X —Y —0 (2.45)

ou Ker(f) est un groupe fini plat par définition. En appliquant le foncteur Hom(., G,,) on
obtient une suite exacte longue :

Hom(X,G,,) — Hom(Ker(f),G,,) — Ext'(Y,G,,) — Ext'(X,G,,) — Ext'(Ker(f),G,,)
(2.46)
Puisque X est projective et est un schéma en groupe, on a nécessairement Hom(X, G,,) = 0.
De l'autre coté, puisque Ker(f) est un groupe fini plat, d’apres le lemme précédent
on a que Ext'(Ker(f),G,,) =0 . On conclut en utilisant .
O

Nous allons maintenant nous intéresser au Frobenius et au Verschiebung dans le cadre
des variétés abéliennes.

Proposition 2.3.15. Soit X — S une variété abélienne ou S = Spec(k) et car(k)=p >
0. Le morphisme de Frobenius relatif Fx;g : X — X est une isogénie de degré p? ou

g =dim(X ).

Démonstration. La propriété est locale, et puisque X est lisse sur .S, le morphisme structural
est étale-localement de la forme A%, — S. Or si X' — S’ est étale, on sait d’apres
que le Frobenius relatif est un isomorphisme. Enfin la propriété est claire pour le morphisme
Faas A% — (AL)®) qui est bien fidélement plat de noyau localement libre de rang p?. Plus
visuellement on peut s’aider du diagramme suivant :
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Fx/s

X X — X

N

AL 5 (A5 —— A

|

S

En utilisant le fait que F X/ag €st un isomorphisme, on obtient que Fx/s est le changement
de base de Fys /s ce qui conclut la preuve.
O

Remarque 2.3.16. Encore une fois on peu se restreindre au cas affine en prenant un voisinage
convenable de I’élément neutre de X et ensuite faire des calculs explicites pour obtenir la
fidele platitude et le rang du noyau.

Proposition 2.3.17. Soit X — S une variété abélienne ou S = Spec(k) et car(k)=p > 0.
Le Verschiebung Vy/s : X® — X est une isogénie de degré p? o g =dim(X ).

Démonstration. Voir [BE| proposition 5.20 pour les détails. ]
Enongons maintenant un résultat important concernant les isogénies :

Proposition 2.3.18. 5i f : X — Y est une isogénie de degré d, alors il existe une isogénie
g:Y = X tel que go f = [d]x et fog=][dy

Démonstration. Si deg(f) = d alors Ker(f) est fini plat de rang d et d’apres le théoreme de
Deligne il est donc annulé par [d]x. Donc Ker(f) C Ker([d]x) = X|d]. Par conséquent
on dispose d'un diagramme commutatif :

Y

\ /

X/Ker(f ig

X I 5(
X/Ker([d]x)

et donc d’une isogénie g : X — Y tel que go f = [d]x. Enfin en utilisant le fait que les
isogénies sont des épimorphismes (découle de la fidele platitude) et que go[d]y = [d]xog =
(go f)og=go(fog) on déduit la deuxiéme assertion. O

Corollaire 2.3.19. La relation X ~ Y si et seulement si il existe une isogénie X — Y est
une relation d’équivalence sur [’ensemble des variétés abéliennes.
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Pour finir avec cette section, nous énongons un résultat donnant une description explicite
de I'isomorphisme (cette proposition permet également de prouver 'existence de cette
isomorphisme, de maniére plus élémentaire et moins conceptuelle). Il nous sera utile dans la
section sur 'involution de Rosati lorsque nous voudrons faire des calculs explicites.

Proposition 2.3.20. Soit G un schéma en groupe commutatif fini localement libre sur S.
Soit p: G xg X — X une action libre de G sur un S-schéma f: X — S. Soit m: X — Y
le quotient de X par G. On suppose que fr.(Ox,) = O pour tout S-schéma T. Alors on
dispose d’un isomorphisme canonique pour tout S-schéma T, fonctoriel en T :

67 : GP(T) = {L fibré en droite sur Yy tel que : 7L = Ox,}/ ~ (2.47)

ot la notation pour le membre de droite signifie [’ensemble des classes d’isomorphismes.

Idée de preuve. L'idée et d’utiliser la notion de fibré en droite géométrique. A tout Ox-
module & localement libre de rang d on peut associer un fibré vectoriel Spec(Sym(EY).

On dispose alors d’une action canonique de G sur Oy, c’est-a-dire géométriquement sur
AL = X x AL, quel’on note py;,. Tout autre relévement p de p & Ak induit un automorphisme
de Ak = A% x T pour chaque g € G(T') via la formule 5(g) 0 puiv(g) ™" . Sur chaque fibre A}
c’est la multiplication par un scalaire inversible. Par conséquent un tel ¢ induit un élément
vs(9) € T'(Xr,0%,). Finalement on dispose pour tout relevement de p d'un morphisme
05+ G — Resx/sGx , (restriction de Weil). Et réciproquement un tel morphisme ¢ induit
un relevement via la formule p(g) = ¢(9)puiv(g). L'hypothese fr.(Ox,) = Or nous donne un
isomorphisme Gg,, = Resx/sGx . Il n’est pas difficile de prouver que ces deux constructions
sont réciproque 1'une de 'autre. Le résultat est donc prouver pour T'= S et Ox = L. Enfin
I'hypothese 7L = Oy, permet de se ramener au premier cas (il faut tout de méme un peu
travailler). On consultera [BE] proposition 7.5 pour les détails.

Remarque 2.3.21. En particulier pour une isogénie f : X — Y au dessus d'un corps k, les
hypotheses de cette proposition sont vérifiées. Cela nous donne donc une description explicite
de l'isomorphisme [2.3.14}]

2.4 Schémas abéliens

Nous allons maintenant énoncer les résultats de la section précédente dans le cadre des
schémas abéliens. Commencons par un théoreéme sur le foncteur de Picard dans ce nouveau
cadre :

Théoréeme 2.4.1. Si g : A — S est un schéma abélien de dimension relative g, alors
Al = Picg(/s est représentable par un S-schéma abélien de méme dimension relative.

Démonstration. Voir [Mum65|, corollaire 6.8. Quelques mots sur la preuve.

(1) On commence par montrer que A’ est représentable par un schéma séparé plat de type
fini sur S.

(2) La propreté se démontre comme dans le cadre des variétés abéliennes en utilisant le
critere valuatif.

37



(3) La lissité se montre fibre a fibre car A" est plat. On utilise alors le bon comportement
du foncteur de Picard pour se ramener au cas des variétés abéliennes déja démontré :

PiCX/S Xg SPGC(K(S)) ~ PiCXs/n(s) (248)
O

Remarque 2.4.2. La fonctorialité du schéma de Picard nous permet de transposé la plupart
des résultats obtenu sur les variétés abéliennes au cadre des schémas abéliens.

Définition 2.4.3. Soit A — S un schéma abélien. Une polarisation de A/S est un morphisme
A: A — A" qui localement pour la topologie étale sur S est de la forme ¢, : A — A" pour
un certain fibré en droite relativement ample £ sur A.

Théoréme 2.4.4. Soit A — S un schéma abélien de dimension relative g. Si n # 0inZ
alors la [n] : X — X est fini, fidélement plat de degré 2g. De plus il est étale si et seulement
sin e 0.

Démonstration. On montre que [n] est plat en utilisant le critére de platitude fibre a fibre
([Stal8], lemme 37.16.4) et le fait que A est plat sur S (car lisse). La surjectivité au niveau
des fibres implique la surjectivité globale. Le morphisme est propre est quasi fini
donc fini. Le caractere étale se test également au niveau des fibres et on se ramene encore

au cas de 2.3.101 O

2.5 Torsion

Nous allons maintenant caractériser les noyaux des morphismes [n] : X — X ou X est
une variété abélienne. En d’autres termes nous allons nous intéresser aux points de torsions
des variétés abéliennes. Le principal théoreme est le suivant :

Théoreme 2.5.1. Soit X — k ne variété abélienne de dimension g. Soit n # 0 un entier.
On dispose des caractérisations suivantes :

(1) Si car(k)tn alors : B
X[n)(k) ~ (Z/nZ)* (2.49)

(2) Sie>0 etn=p° alors : _ .
X[p)(k) ~ (Z/p°Z) (2.50)

pour un certains 0 <1 < g.

Démonstration. Noter que si G est un schéma en groupe de type fini sur k, annulé par
n = ab, alors on dispose d'un isomorphisme :

G =~ Gla] x G[t] (2.51)

(au niveau des T-points c’est juste le théoréeme de structure des groupes abéliens) . Par
conséquent il suffit de traiter le cas n = ¢¢ avec ¢ premier. Nous différencierons les cas ¢ # p
et £ =p a la fin.
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Puisque [¢] est une isogénie, on dispose d’une suite exacte au niveau des k-points :

0= X[O(k) — X[t](k) & X[ Y (k) — 0 (2.52)

Par induction sur e on déduit que |X[¢¢](k)| = | X[{](k)|°. Un raisonnement simple utilisant
le théoreme de structure des groupes abéliens montre que ’on peut se ramener au cas de
la (-torsion. Si ¢ # p alors d’apres [] est de degré (29 et en utilisant le théoreme de
classification [1.6.9] on obtient le résultat. Si ¢ = p, alors on utilise le fait que I'on dispose
d’une factorisation par le Frobenius et le Verschiebung. On sait d’apres que le Frobenius
est un homéomorphisme universelle et par conséquent chaque fibre contient au plus un point.
En particulier le nombre de k-points de X [p] est inférieur & celui du noyau du Verschiebung.
Ce dernier étant de degré p? d’apres[2.3.17], on obtient bien le résultat souhaité.

m

Remarque 2.5.2. Donnons une preuve alternative du cas £ = p que l'on trouvera dans
[Mum70], p.146-147. On peut supposer k algébriquement clos (on regarde juste les k points).
D’apres [1.5.10| on dispose d'une décomposition :

X[p] = X[plre x X[plee x X[per (2.53)

Sur k algébriquement clos cette décomposition devient simplement :

X[p) = (Z/pZ) x i x o, (2.54)

On peut montrer assez facilement que f, s et ¢ sont invariants par isogénie (voir par exemple
[Mum70] p.146-147). En particulier puisque les variétés abéliennes sont isogénes a leur dual
on a nécessairement f = s. Maintenant puisque X[p] est de rang 2¢g, on a nécessairement
2f 4+t = 2g. En particulier f < g. Enfin en prenant les k points, la partie u; X oz; devient
zéro (il n’y a pas de k point), d’ou la conclusion.

Définition 2.5.3. Le nombre f (e dans le théoréme) définit ci dessus s’appelle le p-rang de
la variété abélienne. Il est invariant par isogénie.

2.6 Module de Tate

Soit X une variété abélienne de dimension g sur un corps k. Soit £ # car(k) un nombre
premier. D’apres , pour tout n le groupe X [¢"] est un groupe fini étale de rang ¢*™9. On
a vu que les groupes finis étales étaient déterminés par leur groupe de k,-points équipé d’une
action naturelle de Gal(ks/k). De plus, on dispose de morphismes ¢ : X [¢"*!] — X[¢"] pour
tout n > 0, qui induisent au niveau des kg-points des morphismes Gal(k,/k)-équivariants :

0 X[ (ks) — X[0"(ks) (2.55)

Définition 2.6.1. Soit X une variété abélienne de dimension g sur un corps k. Soit ¢ # car(k)
un nombre premier. On définit le module de Tate /-adique comme étant :

ToX = 1im (0 <= X[()(k,) <= X[(*)(k,) < X[(*](ks) < ...) (2.56)

I1 est naturellement muni d’une action de Gal(ks/k).
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Remarque 2.6.2. D’apres le théoreme [2.5.1] T; X est non canoniquement isomorphe a :
lim (0 <= (Z/0Z)*) <= (Z/CL)*) < (Z/CL)) + ...) = L (2.57)

En particulier ¢’est un Z,-module libre de rang 2g. L’action de Gal(k,/k) sur T;X nous incite
a définir le Qp-espace vectoriel :

Vi =T X ®z, Q (2.58)
qui induit une représentation ¢-adique :
pe : Gal(ks/k) — GL(V,X) (2.59)

Enfin puisque Qy/Z; est la colimite filtrante du systeme {Z/("Z},>o (les transitions sont
données par la multiplication par ¢), on peut réécrire le module de Tate f-adique comme
étant :

TgX = HOIIl(Qg/Zg, X(k?s)) (260)
ou Gal(ks/k) agit sur X (k).

Proposition 2.6.3. Avec les mémes notations que précédemment. Soit f : X — Y wune
isogénie sur k parfait. Notons N son noyau. On dispose d’un morphisme Zg-linéaire et
Gal(ks/k) équivariant T,f : T,X — T,Y . On dispose également d’une suite exacte :

ot Ny(ks) est le € sous groupe de Sylow de N (ks).
Démonstration. On dispose d’une suite exacte :

0— N(ks) = X(ks) > Y(ks) =0 (2.62)

En appliquant le foncteur Hom(Qy/Z, .) on obtient la suite exacte longue (dans la catégorie
des groupes abéliens) :

0 — TuX — T,Y — Bxt'(Qq/Z¢, N(ks)) = Ext'(Qq/Z¢, X (ky)) — Ext'(Qg/Zq, Y (ks))

ott TyN = 0 car N est fini. Pour comprendre Ext'(Qy/Z;, N(k,)) il est utile de décomposer
N en: N = N, x N ou le premier facteur est un ¢-groupe est le second est de rang premier
avec (. Il n’est alors pas difficile de voir que :

Ext'(Q¢/Z¢, N(ky)) = Ext'(Qg/Zq¢, No(ks)) (2.63)
En effet en écrivant |N¢(k,)| =~ Z/mZ on obtient simplement :
Ext'(Qq¢/Zg, No(ky)) ~ Ext'(Qq/Zy¢, Z)mZ) ~ Qy/Zy @z Z)mZ = 0 (2.64)

ou la derniere égalité découle du fait que m soit inversible dans Q¢/7Z, par construction.
Par ailleurs k£ étant parfait on a k;, = k. Or on sait d’apres [2.3.10] que pour tout n le
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morphisme [n] est surjectif. On déduit donc que X (k,) = X (k) est divisible, en particulier
Ext'(Q/Z¢, X(k,)) = 0. Enfin pour calculer Ext'(Qy/Z, Ny(k,)) on utilise la suite exacte
longue :

Hom(Qy, N¢(ks)) — Hom(Zy, No(ky)) — Ext'(Qg/Zq¢, N (ks)) — Ext'(Qq/, Ny(ks))  (2.65)

De nouveau il n’est pas difficile de voir que Hom(Qy, Ny(ks)) = Ext!'(Qy, Ny(ks)) = 0 (regar-
der la multiplication par ¢" pour n assez grand et le fait que cela induise un isomorphisme
sur Q, et annule Ny(ky)). Le résultat en découle puisque Hom(Zy, Ny(ks)) = No(ks)

m

Remarque 2.6.4. Le résultat est également vrai sur un corps non parfait. Il faut rajouter un
petit calcul que 1'on trouvera dans [BE], 10.5.

Corollaire 2.6.5. Soit f : X — Y une isogénie . Pour tout ¢ #car(k) Uapplication induite :
Vif : Vi X = VY (2.66)
est un isomorphisme

Démonstration. Découle du fait que Qy est plat sur Zy et que Ny(ks) ®z, Qp =0 O

Remarque 2.6.6. Le module de Tate ¢-adique du groupe multiplicatif G,, est un objet fon-
damental. On le note également Z,(1) := T,G,,. C’est un Z,-module libre de rang 1. On
appel caractere cyclotomique f-adique la représentation induite. Notez que T,G,, est obtenu
comme limite de :

TG = 1im (1= pug(ke) <= po (ki) <= pes (k) ... (2.67)

On peut alors associer a chaque représentation f-adique de Gal(k,/k) T et a chaque entier
naturel n > 0, le "n-twist” définit par T'(n) := T ®z, Z,(1)®"

Proposition 2.6.7. On dispose d’un isomorphisme canonique :
T,X'"=T,XV(1) (2.68)

Démonstration. D’aprés [2.3.14{ on a X'[("] = X[¢("]P, d’ot des identifications compatible
avec l'action de Gal(k;/k) :

X\ (ky) = X[0]P (k,) = Hom (X [€7](k,), k?) = Hom(X[0)(ky), pn (K,)) (2.69)

On conclut par passage a la limite.
O
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2.7 Accouplement et involution de Rosati

Soit X et Y deux variétés abéliennes sur un corps k. Soit f : X — Y une isogénie.
D’apres [2.3.14] on dispose d'un accouplement :

Ker(f) x Ker(f') — G,, (2.70)

Noter que si Ker(f) est annulé par n € N, alors 'image de cet accouplement est incluse dans
tn C Gy, En particulier pour 'isogénie [n] : X — X on obtient un accouplement :

en s X[n] x X'n] — u, (2.71)

Pour tout morphisme X : X — X* on note :

e X[n] x X[n] — pn (2.72)

I’accouplement induit.
Remarque 2.7.1. Donnons une description explicite de cet accouplement pour une isogénie
f:X = Y. Soit T un k-schéma. Soit n € Ker(f")(T') et soit £ un fibré en droite rigidifié sur
Yr qui représente la classe de 7. Par définition f*£ = Oyx,. D’apres la proposition [2.3.20]
un telle classe est associée a un caractere x : Ker(f)r — Gr,, tel que action d'un point
x € Ker(f) sur X7 x7 AL soit donnée au niveau des points par :

(z,a) = (z + 2, x(x).a) (2.73)
Finalement, la proposition [2.3.20| nous dit que que ef(z,n) = x(z).

Exemple 2.7.2. Toute courbe elliptique £ — S est isomorphe a sa jacobienne (la section e :
S — E induit un diviseur et donc un morphisme vers Pic%, /s qui est de degré 1 par Riemann
Roch). Autrement dit toute courbe elliptique est principalement polarisée. En particulier on
dispose d'un accouplement appelé accouplement de Weil :

en : E[n] x Eln] — uy, (2.74)
Nous avons maintenant les outils pour démontrer la proposition suivante :

Proposition 2.7.3. Soit f : X — Y un morphisme entre variétés abéliennes sur k.

(1) Alors pour tout entier n > 1 le diagramme suivant est commutatif :

X[n] x Yi[n] —2 5 X[n] x X'[n]

e |-

Yn] x Yin] ——— i

En d’autres termes : si T est un k-schéma, x € X[n[(T) et n € Y'n|(T) alors :

en(f(),m) = enlz, f(n)).
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(2) Soient f : X — Y et g : Y — Z deux isogénies. On pose h := go f et i :
Ker(f) < Ker(g). Alors pour tout k-schéma T, x € Ker(f)(T) et n € Ker(h')(T)
on a :ep(x,g'(n) = en(i(z),n).

Démonstration. (i) Soit x : Y[n]r — G, 1 le caractére correspondant & 1. En procédant de
fagon analogue & la preuve de [2.3.20] on observe que le caractére correspondant a f*(n) est
x o f: X[n]r = G, 1. On conclut ensuite a l'aide de m

(ii) Soit x : Ker(h)r — G,,r le caractére correspondant a 1. En procédant de fagon
analogue a la preuve de [2.3.20 on observe que le caractére correspondant a g'(n) est y o :
Ker(f)r — Gy, 1. De nouveau on conclut ensuite a l'aide de [2.7.1]

O

Corollaire 2.7.4. Soient A : X — X' une polarisation n > 1 un entier. Alors ’accouplement

e Xn] x X[n] — pn est alterné : pour tout x € X[n|(T) avec T un k-schéma on a

eMx,z) = 1.

En particulier 'accouplement €\ est anti-symétrique : e)(x,y) = ey, x) ™

Démonstration. Voir [BE] corollaire 11.22. Donnons quelques éléments de preuves. Sans
perdre de généralité on peut supposer k = k et écrire A = ¢, avec £ ample. En utili-
sant la proposition précédente il suffit de prouver que e, (i(x),i(x)) = 1 avec pen = Ao[n].
Cela découle des propriétés élémentaires de ’accouplement induit par le theta-groupe G(£)
(voir [BE] proposition 11.20).

m

Forme de Riemann

On peut maintenant généraliser notre accouplement au module de Tate f-adique comme
suit :

Soit X un variété abélienne sur un corps k. Soit ¢ # car(k). Soit x = (0, z1, x9,...) € T;X
et y = (0,91,92,...) € T, X" D’aprés ce qui précede on a :

eon (T, Yn) = €pn1(LXpi1, Yny1) = 6(7z+1($n+1,yn+1>é (2.75)

Par conséquent 1'élément E(x,y) := (1, epn(x1,y1), €e2(x2,y2), ...) définit bien un élément de
Zy(1). On dispose donc d’'un accouplement f-adique :

E:T,X x T,X" = Zy(1) (2.76)

qui n’est rien d’autre que la composition :

E:T,X x T,X" 25 T,X x T,XV(1) — Z(1) (2.77)
ou f: T, X" =T, X"(1) est I'isomorphisme de la proposition [2.6.7]
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Si A: X — X! est une polarisation, on notera E* : T,X x T;X — Z,(1) I'accouplement
induit.

Enfin on peut étendre les scalaires et obtenir un accouplement :E : VX x VX' — Qu(1).
Si A est une polarisation, appellera forme de Riemann de X\ I'accouplement :

B VX x VX — Q1) (2.78)

Cet accouplement induit un morphisme v : V; — V}” et donc une involution (dite adjointe) :
Endg, (V2X) — Endg, (V2 X), ¢ — ¢* donné par le diagramme commutatif suivant :

Involution de Rosati

Considérons maintenant une variété abélienne polarisée (X, \) sur un corps k. Soit f €
End’(X). On a f* € End’(X?). On peut alors définir 1’élément ff:= A\~'o ffo A € End"(X).
Plus visuellement on a le diagramme commutatif suivant :

X A, xt

%f* th

XﬁXt

Ici il faut tout de méme faire attention : A n’existe pas dans la catégorie des variétés
abéliennes car la polarisation n’est pas nécessairement principale. Cependant, il est bien
défini dans la catégorie des variétés abéliennes a isogénie pres. Si 'on veut s’abstraire de
se formalisme, on peut toujours utiliser la proposition pour écrire [n] = po A pour
un certains p : X' — X et f = (1/m).g pour g € End(X). 1l suffit alors de définir fT :=
(1/mn).h € End’(X) ot h = pogtol € End(X) est quand & lui bien défini dans la catégorie
des variétés abéliennes.

On vérifie simplement que T : End”(X) — End”(X) ainsi défini est additif, vérifie
(go ) = gt o fl et (f)T = f. On appelle involution de Rosati associée a A cette invo-
lution.

On peut maintenant caractériser le comportement de ’accouplement ¢-adique avec I'in-
volution de Rosati .

Proposition 2.7.5. Soient X un variété abélienne sur un corps k et X : X — X' un
morphisme. On note t : End’(X) — End®(X) l'involution de Rosati associée. Soit { # car(k)
un entier. On note E* : V,X x V,X — Qu(1) la forme de Riemann associée. Alors pour tout
f € End(X) et pour tout z,y € V,X on a :

44



EN(Vif(2),y) = E*x, Vef' (y)) (2.79)

En particulier Uapplication V, : (End’(X),1) — (Endg,(ViX),*) est un morphisme
d’algebres involutives.

Démonstration. Découle de la proposition [2.7.3] ]
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3 Groupes p-divisibles

3.1 Définition(s)

Nous avons vu que pour une variété abélienne A — k et ¢ # car(k) les groupes de torsion
{A(€™)} sont des schémas en groupes finis étales. Par conséquent on peut les étudier via leur
Gal(k®|k)-module associé. C’est 'idée qui nous a permit de construire les modules de Tates
(-adiques :

T,(A) = lim AL (k) = 77 (3.1)
ou g = dim(A).

Tout cette construction ne fonctionne pas pour ¢ = car(k). Si on essaye de construire le
module de Tate p-adique avec p = car(k) alors on obtient :

Ty(A) = lim Ap"|(k*) = lim(Z/p"Z)/ ) = Z{W) (3.2)

ou 0 < f(A) < g est le p-rang de la variété abélienne. Le probleme est que ce module
peut étre nul! C’est I'une des motivations derriere la motivation des groupes p-divisibles.

A partir de maintenant nous noterons G(n) = G|[p"] la torsion (ou encore G,) pour les
groupes p-divisibles que nous allons maintenant définir.

Définition 3.1.1. On commence avec la définition de Grothendieck :
Un groupe de Barsotti-Tate sur S est un fppf-faisceau G — S tel que :
(1) Le morphisme [p] : G — G est un épimorphisme (de fppf-faisceaux)
(2) G =lim, G(n) (en tant que fppf-faisceaux)

(3) Les groupes G(n) sont représentables par des S-schémas en groupes finis localement
libres.

Noter que (3) est équivalent a ce que G(1) soit représentable par un schéma groupe fini
localement libre comme nous le verrons plus loin.

Maintenant on présente la définition de Tate :
Un groupe p-divisible sur S est un systeme direct {G,},eny de S-schémas en groupes
commutatifs finis localement libres tel que pour tout n :

(1) [p"] : Gy — Gy, est nul.
(2) G, est de rang p™" ot h est appelé la hauteur de G (aussi notée ht(Q)).

(3) On dispose d’une suite exacte :

0= Gy — Gy 5 Gy (3.3)

Par induction et un petit raisonnement sur le rang on déduit des suites exactes pour tout
n,m:

[p"]

0—-G,—Gum — G —0 (3.4)
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Remarque 3.1.2. Les deux définitions sont en fait équivalentes via G ~» {G(n)}nen et
{G(n)}nen ~ lim, G,. Noter que ce dernier n’est pas nécessairement représentable. On
peut lui donner un sens via la notion de schéma formel. On nommera donc de la méme
maniere un groupe de Barsotti-Tate et un groupe p-divisible.

Un morphisme entre groupes p-divisibles est, de fagon équivalente, un morphisme de
faisceaux abéliens fppf (BT) ou une collection de morphisme { f,,} compatible avec le systéme
(p-divisible). On notera BT),(S) la catégorie des groupes p-divisibles sur S (attention elle n’est
pas abélienne!).

Exemple 3.1.3. L’exemple le plus important de groupe p-divisible est celui provenant des
schémas abéliens : si A — S est un schéma abélien de dimension ¢ alors peut définir le
groupe p divisible associé & A comme étant A[p™] = {A[p"]|}. Noter que d’apres il est
de hauteur 2g.

Définition 3.1.4. Soit G est groupe de Barsotti Tate. On vérifie simplement que son
dual de Cartier vérifie bien les hypotheses des groupes de Barsotti-Tate (on pourra utili-
ser Ext'(G,,,G,,) = 0 pour tout n (lemme pour en déduire I'exactitude de certaines
suite exactes). Avec la définition de Tate le dual de Cartier d'un groupe p-divisible {G,,} est
juste {GP} ou cette fois ci les transitions sont données par les {(p")P}. Le dual de Cartier
d’un BT est aussi appelé dual de Serre.

Nous énongons maintenant une définition dont nous nous servirons dans la section sur la
stratification de A,.

Définition 3.1.5. Soit S un schéma. On appel groupe de Barsotti-Tate tronqué de niveau
1 sur 5, ou encore BT'1, tout schéma en groupe G satisfaisant les conditions :

(1) G est fini localement libre et annulé par [p].

(2) Im(Fg/S) = Ker(Vg/S) et Im(V(;/S) = KeI'(Fg/S)
On appel groupe de Barsotti-Tate tronqué de niveau n sur S, ou encore BTn, tout schéma
en groupe G satisfaisant les conditions :

(1) G est fini localement libre et annulé par [p"].

(2) G est plat sur Z/p"Z

Remarque 3.1.6. On trouvera une preuve dans [Mes72] (lemme 1.1) que la derniére condition
est équivalente & ce que Im([p']) = Ker([p"~*]) pour tout 0 < i < n. Noter également que
notre définition des BT1 n’est pas exactement la méme que dans [Mes72] (définition 1.2). Ici
on donne celle utilisée par Oort dans son article [Oor01b], §2.1.

3.2 Suites exactes et quotients

On peut se demander comment se comporte les suites exactes, les quotients etc. vis a
vis des groupes p-divisibles. La définition de Grothendieck nous fournit un contexte simple
pour parler de suites exactes et de quotient : la suite est exacte si elle I’est en tant que suite
exacte de faisceaux fppf. Mais ce n’est pas tres satisfaisant comme définition et on aimerait
bien étre plus précis. Traduisons tout cela avec la définition de Tate. Soit G = {G,} un
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groupe p-divisible et H = {H,} un sous groupe p-divisible (compatible avec les fonctions
de transitions respectives). On vérifie simplement que G/H := {G,/H,} est également un
groupe p-divisible. En effet on dispose d’une suite exacte de fppf-faisceaux abéliens :

0= Gi/Hy — Goy1/Hoir 2 G,/ H, (3.5)

D’ott le morphisme induit :

(Gnia/Hnia)/(Gr/Hy) = Gn/Hy (3.6)

Pour des raisons de rang (ici c’est juste des groupes commutatifs finis plats donc pas de
soucis & se poser) ce morphisme est un isomorphisme. En raisonnant par induction on vérifie
bien que G/H := {G,/H,} est un groupe p-divisible.

Il est donc naturel de dire qu'une suite de groupes p divisibles :

0-G —-G—-G" =0 (3.7)

est exacte si et seulement si elle I'est a chaque niveau n :

0—>G,—>G,— Gl =0 (3.8)

Par exemple si A, A’, A” — S sont des schémas abéliens et 0 - A" - A — A” — 0 une
suite exacte (définition usuelle), alors en appliquant le lemme du serpent a chaque niveau on
en déduit la suite exacte de complexes :

0— A'[p™] = A[p™] — A"[p*] =0 (3.9)

3.3 Décomposition étale-connexe

La suite exacte étale-connexe se transpose également au contexte des groupes p divisibles.
On dit qu'un groupe p-divisible {G,,} est connexe (resp. étale) si chacun des GG,, est connexe
(resp. étale). Soit (R, m, k) un anneau local henselien de caractéristique résiduelle p > 0 et
soit {G,} un groupe p-divisible sur Spec(R). On définit G° := {G°} et G** = {G'}. On
dispose alors d'un diagramme commutatif pour tout n :

0 0 0

! | |

0— G — G, — G — 0

| ! |

0 — G, — Gy — G — 0

| !
0 G%t Gzt+m Gg;
| | |
0

0 0
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Les trois colonnes sont exactes d’apres La ligne du milieu est exacte car G est un
groupe p-divisible. Si on prouve que la ligne du bas est exacte, alors celle du haut le sera
également par le 3 x 3-lemma (simple chasse au diagramme). Montrons que la ligne du bas
est exacte. L’exactitude a gauche est évidente. Le fait que G& = Ker(G%',,, — G2) découle

simplement du fait que G°* est un quotient de G. D’ott 'exactitude au milieu. L’exactitude
a droite découle du fait que dans le carré commutatif :

Gn+m E— Gm

! !
G?Lter E— G%
les fleches de gauche et droite sont fidelement plates (exactitude des colonnes) et celle du
haut est également fidelement plate (exactitude de la ligne du milieu). Par conséquent la
fleche du bas est également fideélement plate (simple algebre commutative).
Finalement les systemes G° := {G%} et G = {G'} sont des groupes p-divisibles et on
peut donc parler de suite exacte connexe-étale pour le groupes p-divisibles comme étant :

0-G"—-G—=G*"=0 (3.10)

Noter que si R = k est parfait alors d’apres la suite se scinde en tout rang et par
conséquent la suite exacte précédente est scindée.

3.4 Dimension

On aimerait pouvoir définir la dimension d’un groupe p-divisible. Pour définir un tel
invariant nous avons besoin d'un résultat de Tate :

Théoréme 3.4.1. (Serre-Tate) Soit A est anneau local complet Noetherien de caractéristique
résiduelle p > 0. On dispose d’une équivalence de catégorie :

{groupe de Lie formel tel que [p] soit une isogénie} — {groupe p-divisible connexe}
G ~ Spf(O(Q))
(3.11)
ot le foncteur inverse est T' ~» {T'[p"]}.
On définit alors la dimension d’un groupe p-divisible comme la dimension du groupe de
Lie formel associé a sa composante connexe.

Démonstration. Voir [Tat67], 2.2 proposition 1. On consultera [You| qui fourni des explica-
tions tres éclairantes sur la question. ]

Proposition 3.4.2. Soit G un groupe p divisible sur S = Spec(R) ot (R, m, k) est un anneau
henselien. de caractéristique résiduelle p > 0 et GP son dual de Serre. Alors :

dimG + dimG® = htG = htG” (3.12)
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Démonstration. Ces invariants ne dépendent que de la fibre spécial donc on peut supposer
S = Spec(k). Noter que la définition du Frobenius et du Verschiebung s’étendent parfaite-
ment aux groupes p-divisibles (on peut le voir par fonctorialité en construisant le Frobenius
sur chacun des G,, par exemple). Les hypotheses sur les groupes p-divisibles permettent de
vérifier que la suite suivante est exacte :

Fgys
0 — KerFg /s — Ker[p] ——= KerVg/s — 0 (3.13)

Or Fgys|ger est injectif (le résultat pour les groupes finis se transpose naturellement aux
groupes p-divisibles) donc KerFy/g est inclus dans G°. On par définition [Ker[p]| = |G(1)| =

p" ot h = ht(G). Or KerFg s est d’ordre pd™ (le résultat se généralise assez facilement aux
dimGP

groupes de Lie formels). Par dualité, KerVg,g est d’ordre p . On conclut par multipli-

cativité de 'ordre dans les suites exactes.
O

3.5 Théoréme de Tate

Enoncgons pour terminer un théoreme du a Tate qui témoigne d’une certaine rigidité des
groupes p-divisibles.

Théoréeme 3.5.1. Soit R un anneau local complet noethérien de caractéristique résiduel p,
et K := Frac(R) de caractéristique 0. Alors le foncteur G ~ G de la catégorie des groupes
p-divisibles sur R vers celle des groupes p-divisibles sur K est pleinement fidéle

Démonstration. Voir [Tat67], théoreme 4, §4.2. O
Donnons un résultat similaire au niveau de la fibre fermée :

Théoréme 3.5.2. Soit (R, m, k) un anneau local henselien de caractéristique résiduel p > 0.
Alors le foncteur G ~ Gy, de la catégorie des groupes p-divisibles sur R vers celle des groupes
p-divisibles sur k est fidéle.

Démonstration. Voir [CC13], proposition 1.4.4.3. O
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4 Théorie de Dieudonné

Dans cette section nous donnons une introduction a la théorie des modules de Dieu-
donné : a un certains schéma en groupe G (p-divisible, p-groupe etc) sur une base S (corps
parfait, anneau de Witt...) on associe un E-module D(G) ou E est une algebre de polynome
en deux indéterminés satisfaisant des relations similaires a celles entre le Frobenius et le
Verschiebung. Ce processus est fonctoriel et donnera lieu a une anti-équivalence entre deux
catégories. Ce processus s’avere extrémement utile en pratique car il permet de réduire des
problémes sur les groupes p-divisibles a des problemes d’algebre linéaire.

Pour commencer, donnons quelques rappels sur les vecteurs de Witt, que nous allons
énoncer via une généralisation immédiate aux schémas. Cette section est essentiellement
constituée de rappels et les résultats ne seront donc pas démontrés. Pour plus de détails on
consultera [Dem72].

4.1 Schéma des vecteurs de Witt

On dispose d’un préfaisceau (c’est méme un faisceau) en anneau de la catégorie des
schémas Sch vers la catégorie des anneaux Ann :

Sch — Ann

X s WI(X,0x)) = Ox(X)" (4.1)

ott la multiplication est I'addition dans Of sont données par des polynomes S,, P, €
Z| X, Yi|i<n tels que :

(3707551, ) + (Z/o;yb ) = (50(1’073/0), Sl<x07x17y07y1)7 ) (4-2)
(Ioaxl, ) X <y07y17 ) - <P0<x07y())aPl(xO;xlay()ayl)a ) (4-3)

Ce préfaisceau est évidement représentable par AY muni des lois (point par point) ci dessus
(c’est donc en particulier un faisceau pour Zariski, fppf etc). Ce schéma est appelé schéma
de Witt ou encore schéma des vecteurs de Witt, noté Wy, et W(A) pour A un anneau est
appelé anneau des vecteurs de Witt de A.

Cette construction est absolue dans le sens ou l'on travail sur Spec(Z) mais pour tra-
vailler dans le cadre relatif, par exemple sur une base S il suffit de changer de base :
Ws = Wz Xgpec(z) S. Nous ferons souvent I’abus de notation Wg = W quand il n’y a
pas d’ambiguité sur la base sur laquelle on travaille.

On peut définir le schéma de Witt tronqué a 'ordre n, noté¢ W,, = Wg,, comme étant
point par point égal a :

W, (A) := W(A)/Ker(r,) (4.4)

ou 7, : AN — A" est la projection sur les n premiéres coordonnées, et A un anneau. En
particulier pour tout anneau A on a W(A) = lim W,,(A).
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Exponentielle d’Artin-Hasse

Nous allons définir des fonctions qui nous seront tres utiles par la suite.

oo 4p™

zmwwmvzgwerwamw (4.5)

m=0

Le fait que f(t) € 14t.Zy)[[t]] n’est pas simple a montrer. On peut également montrer qu'il
existe une famille de polynomes (1) de Z[z, y] tels que :

£0)£(wt) = Tl 0) ) (4.6)

Si maintenant on note Ap := 1+¢.AL[[t]] (comprendre le schéma qui représente le faisceau
en groupe) avec la multiplication usuelle des séries formels, le résultat précédent nous invite
a définir :

Proposition 4.1.1. L’exponentielle d’Artin-Hasse est le morphisme de schémas en groupes :

[e.e]

E: Wy, = Ay, z— E(z,t) = Uof('fntpn) (4.7)
Fait : c’est une immersion fermée.
Démonstration. [DemT72], chapitre III, §1. O

Caractéristique p > 0

A partir de maintenant on fixe un corps k parfait de caractéristique p > 0. Remarquons
pour commencer que si X est un schéma sur [F,, si on note X;, = X ® k le changement
de base, on dispose d'un isomorphisme canonique X ,gp )~ x ¢ qui transforme le Frobenius
relatif Fy, /. en 'endomorphisme Fy x id. En particulier le Frobenius et le Verschiebung
deviennent des endomorphismes de X,. Tout cela s’applique au schéma de Witt sur & :
Wi, = Wr, Xspec(r,) Spec(k), pour lequel le Frobenius et le Verschiebung seront simplement
notés I’ et V respectivement. Noter que I’exponentielle d’Artin Hasse se tire en arriere a W,
via Spec F, — Spec Z,).

On peut maintenant énoncer les différentes propriétés du Frobenius et du Verschiebung
(point par point) :

Proposition 4.1.2. Soit x = (xg,21,...) et y = (Yo, y1,...) deux éléments de W (A) avec A
une k-algebre. Alors :
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(5) V((l’o,l‘l, )) = (0,1’0,1’1, )
(6) zx (Vy) = V((Fz) x y)
(7) E(xx (Vy),t) = E((Fz x y, ")

Théoréme 4.1.3. W (k) est un anneau de valuation discréte complet avec pour uniformi-
sante p et pour corps résiduel k.

Théoréme 4.1.4. (Witt) Soit R un anneau local noetherien complet de corps résiduel k.

(a) I existe un unique morphisme u : W (k) — R tel que ce diagramme commute :

ou T est la section de Teichmailler
(b) Si R est un anneau de valuation discréte complet avec pour uniformisante p alors u
est un isomorphisme.

Notations Avant de commencer a explorer la théorie de Dieudonné, fixons quelque nota-
tions.

On note W = Wy le schéma de Witt, W,, = W/V"W celui des vecteurs de taille n.
On dispose de troncations r : W1 — W, et d’inclusions v : W,, < W, 41 (induit par le
Verschiebung) pour tout n telles que rv = vr = V. On dispose donc de suites exactes pour
tout n,n' >1:

0= Wi 5 Whpw = W, — 0 (4.8)

Pour tout entier m,n > 1 on notera W] le noyau de F™ sur W,,. On peut donc définir
les morphismes r et v ci dessus pour les W™, On définit également i : W™ < W et
f Wl — W Ces derniers vérifient les égalités if = fi = F. Finalement on dispose de
deux suites exactes pour tout entier n,n’,m,m’ > 1:

0— w7 Swr I wm 0 (4.9)
0 — W 2y pymam’ Ly’ g (4.10)

Notons que Wy = G, et que W} = a,,.
On fera attention a ne pas comprendre le Frobenius o : W (k) — W(k) et le Frobenius
schématique F' : W — W.
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Dualité de Cartier des schémas des vecteurs de Witt finis

Nous allons essayer de comprendre quelles informations pouvons nous tirer de la dualité de
Cartier dans le cas des schémas des vecteurs de Witt de longueur finis, c¢’est a dire les (W").
Nous verrons que cette derni¢re prend la forme particulierement simple : W™ ~ (Wn)P
Pour commencer, fixons quelques notations. On considére le morphisme (attention ce n’est
pas un morphisme de groupe!), qui est une section du morphisme de troncation (qui lui est
un morphisme de groupe) :

W — W (zoy . Tpo1) = (T0y -y o1, 0,0, ..) (4.11)

On définit alors W := Upm T(WT). On vérifie simplement qu'un R-point z € W(R)
correspond & un vecteur x = (xg,...) € W(R) tel que les (x;) sont nilpotents (noyau d’une
puissance du Frobenius) et sauf un nombre fini d’entre eux sont non nuls (longueur finie).
La structure de schéma en anneau de W se transporte facilement a W (il faut tout de méme
vérifier que la somme et le produit de deux éléments possedent des composantes vérifiants
les axiomes de W, ce qui se fait sans trop de problémes). En particulier W (R) est un idéal
de W(R) pour tout R.

Lemme 4.1.5. L’exponentielle d’Artin-Hasse induit un morphisme de schémas en groupes :

E:W =Gy ; z~ Bz1) (4.12)
De plus, ce morphisme vérifie les relations suivantes :
e pour tout y € W(R),z € W(R) : E(z.(Fy),1) = E((Vz).y,1)

e pour tout n > 0,y € W(R) tel que F'y =0, et pour tout x,x’ € W(R) ayant méme
image dans W, : E(z.y,1) = E(z'.y, 1)

Démonstration. Le fait que 'on puissance transporter I’exponentielle d’Artin-Hasse a W ne
pose aucun probleme. Ce qu’il faut voir, c¢’est que les hypothese sur W nous permettent de
voir que E(z,t) est un polynéme en ¢ (et non plus une série formelle) qui devient inversible
(nilpotence des coefficients).

Le premier point découle de Montrons le second point. Par hypothese x — 2’ +— 0 €
W, (R). On peut donc écrire : z — 2’ = V"z pour un certains z € W(R). On calcul :

Ezy,1) = E(@'+V"z).y,1)

= BE(ly,1).E(V"zy,1)
= = 4.13
= B(ry 1) B (Fy). ) (419)

= (L/ Y, 1)
[
On peut maintenant démontrer le théoreme important suivant :
Théoréme 4.1.6. Pour tout n,m > 0 on dispose d’un accouplement parfait :
wrxwpr — Gy,

(4.14)

(z,y) — (o) =B (@), 1)

De plus cet accouplement vérifie les propriétés suivantes :

o4



Démonstration. Le fait que I'accouplement soit bien défini est clair. Pour vérifier la bi-
linéarité, on considere z, 2’ € W(R) et y € W (R). Clairement I’élément 7""(z + 2') —
T (x) — 7" (x) appartient & Ker(m,) car 77" est une section (ensembliste). On peut donc ap-
pliquer pour déduire I'égalité (x + 2/, y) = (z,y) + (2/,y) et par symétrie la bilinéarité
souhaitée.

Les relations vérifiées par (,) s’obtiennent par de simples calculs en utilisant 7%, (v.) =
V() et Frott() = 72(f.).

Montrons maintenant la non-dégénérescence. Pour n = m = 1, puisque W} = «,, est
simple, il suffit de prouver que 'accouplement est non trivial. Mais dans ce cas (z,y) =
f(ry) =1 — 2y + ... qui est non identiquement nul pour x et y parcourant c,. L’assertion
est donc montrée pour n = m = 1. Supposons que la propriété soit prouvée pour n,m >
0. Montrons qu’elle l'est aussi pour W™ A Daide des suites exactes on obtient le

diagramme commutatif suivant aux lignes horizontales exactes :

0 —— Wm ——— wmtl wl 0

{1k

0 —— (W;)? —— Wip)? —— (W)P —— 0

Le fait que ce diagramme commute découle de I’adjonction de f et v que 'on a démontré
juste au dessus. Enfin la suite exacte du bas provient de et de la proposition en
prenant le dual de Cartier. On conclut par chasse au diagramme que la fleche verticale au
centre est également un isomorphisme. Le méme raisonnement s’applique pour n — n + 1,
ce qui conclut la preuve . O

4.2 Foncteur de Dieudonné : cas local-local

Comme précédemment , on travaille sur un corps k parfait. Avant toute chose, nous avons
besoin d'une lemme que nous utiliserons souvent par la suite :

Lemme 4.2.1. Le morphisme de Frobenius F' : Wy, — W), est un épimorphisme.

Démonstration. Dans son livre [DemT72], Demazure ne démontre pas cette assertion. Il I'uti-
lise souvent mais en y regardant de plus prét on peut a chaque fois se ramener au cas du
Frobenius F' : W,, — W, qui lui est bien un épimorphisme. En effet il découle de[I.6.12|que ce
dernier est fidelement plat car W,, = A} est lisse sur k. En particulier c’est un épimorphisme.
On ne peut pas appliquer ce raisonnement pour W, = AY car ce dernier n’est pas de type
fini. L’autre probléeme est qu’on ne peut pas passer a la limite : la limite d’épimorphisme
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n’est pas nécessairement un épimorphisme. Je n’ai pas trouvé de solution pour contourner
ce probleme. Mais ce n’est pas un probleme pour la suite car nous pourrons toujours nous
restreindre au cas de type fini. O]

Définition 4.2.2. On appelle anneau de Dieudonné, que 'on notera Ej, 'anneau :

W(k{F, VY (FV —p) (4.15)

non commutatif des polynémes en les indéterminés F' et V' avec les relations :
e« FV=VF=p
. Vol(€) =&V
e F&=0(§).F
pour tout & € W (k). C’est un W (k)-module libre de base {..., V2 V1, F, F? ...}

Un module de Dieudonné est un Ep-module. On notera DMy, la catégorie des modules
de Dieudonné.

Nous allons maintenant définir une action Fj; sur W), rendant les morphismes de transi-
tions ¢ et v Ej-linéaires.

Proposition 4.2.3. Pour tout n,m il existe un unique morphisme d’anneau E, — Aut(W")
tel que F' et V agissent comme le Frobenius et le Verschiebung et tel que & € W (k) agisse
comme o~ "(). De plus cette action est compatible avec les morphismes de transitions i et
.

Démonstration. Soient & € W (k) et © € W. D’aprés la propositon 1.1.2) on a F(£.x) =
o(§).F(x) et £V (x) = V(o (§).x). Puisque V = vr et que r est un épimorphisme, on déduit
que £.v(z) = v(o(§).z). C'est pourquoi pour rendre ce morphisme Ejy-linéaire, il faut adapter
l'action de W (k). Pour F' et V il n'y a rien a faire : ils agissent comme le Frobenius et
le Verschiebung sur W et cette action se restreint aux W, sans problemes. Noter que la
fonctorialité de F' et V nous donne directement la linéarité (par rapport a F' et V') souhaitée.
Maintenant si on fait agir £ par la multiplication par o~"(£) on obtient :

v(€x) = v(lo"(§)x)

= v ")
= vloler e (4.16)
= é'p " CC’)
= o " 1(6) v(z)
= ()
ou l'on aura fait attention au fait que ¢ agit différemment sur W, et W,, et que
v(x) € Wy41. On obtient bien la linéarité souhaitée. O

Définition 4.2.4. A tout schéma en groupe fini G sur k de type local-local on associe un
Er-module a gauche :

D(G) = lim Hom(G, W,") (4.17)
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ou L agit sur les W) via l'action définit au dessus. Cela définit un foncteur exact a
gauche de la catégorie des schémas en groupes de type local-local vers celle des Eji-modules
a gauche.

Remarque 4.2.5. Noter que G étant local-local, on sait d’apres que le Frobenius et le
Verschiebung sont nilpotents et par conséquent il est naturel de redécomposer les (W,,) en
les (W).

On définit des Ej-modules pour tout n, m, qui nous seront utiles par la suite (ce seront les
"briques élémentaires” qui nous permettront d’obtenir I’équivalence de catégorie souhaitée) :

On dispose de morphismes canoniques :

E" — End(W)") — D(W,") (4.19)
Proposition 4.2.6. On dispose des assertions suivantes :

(1) Le morphismes ci dessus sont des isomorphismes.
(2) ptwin (P(G) — |G|

Démonstration. Commengons par le cas G = W' = a,, ;. Dans ce cas on a bien d’aprés notre

remarque [[.6.17] :

k % Ek/(EkF + EkV) % End(ap,k) 1) IDD(aM) (420)

et donc le résultat pour n = m = 1. La propriété (2) est également vraie dans ce cas particu-
lier. Par ailleurs, la proposition (2) est préservée par descente le long de k — k, il suffit donc
de le prouver pour k algébriquement clos. Mais alors notre classification nous permet
de nous restreindre au cas du seul groupe simple local-local, ¢’est-a-dire a;, 1 (car la propriété
se comporte bien vis & vis des produits), ce qui vient d’étre prouvé. Cela conclut pour (2).

Maintenant montrons (1). Puisque W™ < W' est un monomorphisme pour tout n < n
et m < m, la fleche End(W") — D(W") est injective. D’apres le lemme qui suit, la fleche
est également surjective. Elle est donc bijective.

De l'autre coté la fleche EJ — End(W,") est injective : on vérifie simplement que tout
sous module de E™ (en particulier le noyau) contient la classe de F™ V"~ qui est d’image
non nulle dans End(W;™) (le noyau est donc trivial). Pour la surjectivité, on peut utiliser (2)
et un simple calcul montre que ly )y (D(W)")) = nm = Ly uy (E)"). Ce qui conclut la preuve.

[

Lemme 4.2.7. Soit G un schéma en groupe fini commutatif sur k tel que FZ =0 et VA = 0.
Alors pour tout morphisme G — Wg}/ avecm’ > m etn’ > n on dispose d’une factorisation :

G wn

N7

Wm

n
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Démonstration. Noter ¢ : G — W/’ ce morphisme. Par fonctorialité du Frobenius on a

F%,{, op =P o FZ = 0. Par conséquent ¢ se factorise par KerF m”;,. Le méme argument

appliqué au Verschiebung donne I'autre factorisation et donc la prop?)sition. O

Avant de passer a la suite nous devons énoncer un lemme important :

Lemme 4.2.8. Soit G un schéma groupe fini commutative de type local-local sur k. Il existe
un injection G — (W) pour certains n,m,r > 0. Si FZ =0 et V& = 0 alors on dispose
d’une coprésentation :

0—G— (W' — (W)? (4.21)
pour certains r,s > 0.
Démonstration. On trouvera une preuve détaillée dans [Pin05], proposition 22.5. O]

Nous pouvons maintenant démontrer diverses assertions sur le foncteur ID nous permet-
tant a la fin de déduire une (anti)-équivalence de catégorie entre deux catégories bien choisies.

Lemme 4.2.9. Le foncteur D est exacte.

Démonstration. L’exactitude a gauche est classique. L’exactitude a droite se déduit par un
calcul de longueurs des modules en utilisant la proposition 4.2.6| et la multiplicativé du rang
pour les suites exactes de schémas en groupes. O

On note DM?’V la sous catégorie pleine de DM, des Ei-modules de longueur finies avec
F' et V nilpotents.

Lemme 4.2.10. Le foncteur D est d valeurs dans DML .

Démonstration. On sait que dans le cas des schémas en groupes de type local-local Fg/y et
Vi sont nilpotents, d’ordre disons n et m. Par fonctorialité du Frobenius et du Verschiebung
,on aque F™ et V™ annulent D(G). L’assertion sur la longueur des modules découle de la

proposition [.2.6] O
Lemme 4.2.11. Le foncteur D est pleinement fidele.

Démonstration. Soient G et H donnés. Soient m,n deux entiers assez grand pour que F™
et V™ annulent leur module de Dieudonné respectif . D’apres la proposition 4.2.8[ on dispose
d’une coprésentation :

0—H— (W™ — (W) (4.22)
Par exactitude on obtient la suite exacte :

D((W)*) — D(W,™)") = D(H) =0 (4.23)

Enfin en appliquant parallelement les foncteurs Hom(G,.) et Hom(.,[D(G)) on obtient un
diagramme commutatif avec des suites exactes horizontales :
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0 ———— Hom(G, H) —————— Hom(G, (W}")") ————— Hom(G, (W;")")

| | |

0 —— Hom(D(H),D(G)) —— Hom(D((W)"),D(G)) —— Hom(D((W/™)*),D(G))

n

On veut montrer que la fleche verticale de gauche est une bijection. Par chasse au diagramme,
il suffit de prouver que les deux fleches verticales de droite le sont. Puisque I est additif,
il suffit de le montrer dans le cas plus simple de » = 1 = s. Considérons le diagramme
commutatif suivant :

Hom(G, W™) —2 Hom(D(Wm), D(G))

D(G) — Hom(E™ D(G))

La fleche (2) est un isomorphisme d’aprés [£.2.6] La fleche (3) est également un isomor-
phisme (c’est 'évaluation en 1) car D(G) est annulé par F™ et V" (cela revient a dire que
Hom(A/I, M) = M si M est un A-module de I torsion). Enfin d’apres la fleche (4),
qui n’est rien d’autre que 'inclusion dans le systéme inductif, est un isomorphisme (toutes
les fleches se factorisent W, par hypothese et donc un élément de D(G) est entierement
déterminé par la fleche vers W™). En conclusion la fleche (1) est un isomorphisme ce qui
acheve la démonstration.

O
Lemme 4.2.12. Le foncteur D est essentiellement surjectif.

Démonstration. Soit N un Ep-module de longueur finie avec F' et V nilpotents. Soient m, n
assez grand pour que F et V™ annulent N. On dispose alors d'une surjection (E]")" — N.
De plus le noyau de ce morphisme est également annulé par F™ et V™. On dispose par
conséquent d’une présentation :

(E™* 5 (E™)" = N =0 (4.24)
Qui se réécrit
D((W™)*) S D(W™)") = N — 0 (4.2

Par pleine fidélité de D il existe un unique morphisme ¢ : (W™)" — (W)* tel que D(¢) =
. On conclut en posant G(N) := Ker(¢)) et en utilisant le lemme des cinq (et le fait £
D(G(EL)))-

(S

)

¥

U

En résumé on a obtenu le résultat important :

Théoréme 4.2.13. Le foncteur de Dieudonné induit une anti-équivalence de catégories
entre la catégorie des schémas en groupes finis sur k de type local-local et la catégories des
Ey-modules a gauche de longueurs finies avec F' et V' nilpotents.
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4.3 Dualité de Cartier et Modules de Dieudonné

Avant de démontrer un théoreme analogue a 4.2.13| pour les groupes du type étale-local,
nous avons besoin de quelques résultats préliminaires sur l'interaction entre le foncteur de
Dieudonné et la dualité de Cartier.

Fixons quelques notation. On considere toujours k& un corps parfait de caractéristique
p > 0. On considere le W (k)-module :

T = W(k)[L/pl/W (k) (4.26)

C’est un module de torsion qui va jouer un rdle analogue du Z-module Q/Z. Pour k = F,
par exemple on a T' = Q,/Z,,.

Proposition 4.3.1. Le le foncteur N — Homy (N, T') induit une anti-équivalence entre
la catégorie des W (k)-modules de longueurs finies et elle méme. De plus on dispose d’un
isomorphisme canonique :

N = (N*)* (4.27)

Démonstration. Il suffit de prouver ’assertion sur 'isomorphisme. Le foncteur étant additif,
il suffit de le prouver pour les modules de la forme W (k)/p"W (k) (on rappel que W (k)
est un anneau de valuation discréete, donc principal, on peut donc utiliser le théoreme de
classification). Mais pour un tel module I’assertion est claire. O

On souhaite maintenant en déduire une équivalence de catégorie au niveau des Fj-
modules. Pour ce faire nous devons définir une action de Ej sur le dual, c¢’est-a-dire une
action de F' et V sur N*. Pour que cette action soit bien définie, il faut faire attention a la
o-linéarité de F et & la o~ !-linéarité de V. On définit donc pour cela :

N* — N~
0 — [Fl:n— (Fl)(n):=o((Vn)) (4.28)
¢ — [Vl:n— (VO)(n) =0 Y(Fn)]

Proposition 4.3.2. Cette dualité induit une anti-équivalence de catégorie entre les FEj-
modules de longueurs finies et elle méme. On dispose d’un isomorphisme fonctoriel :

N = (N*)* (4.29)
Démonstration. Découle directement de la proposition précédente. m

Au niveau des vecteurs de Witt, on dispose d'une dualité W ~ (W)*. L’anti-équivalence
de catégorie de [4.2.13|suggere I'existence d'une dualité au niveau des modules de Dieudonné :
Er = (EM)*. C'est le sujet de la prochaine proposition :

Proposition 4.3.3. On dispose d’un accouplement parfait pour tout n > 0 :

E"xE" — T
(FI,FY) s (FFY) o= [p ()] (4.30)
(Vi V) s V3,V 1= [p(n)]
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et envoti le reste des générateurs sur 0. Par conséquent on dispose d’isomorphismes pour tout
entiern > 0 :
Er~ (E])" (4.31)

Démonstration. Noter qu’ici, pour définir I’accouplement, on utilise la décomposition de E)' :

E' = E/(F".E, + V".Ey) & (@FZ k)/p" "W (k ) (@W k)/p"~ ’W(k:)) (4.32)

>0 >0

]

On peut maintenant énoncer un théoreme caractérisant 'interaction entre le foncteur de
Dieudonné et la dualité de Cartier :

Théoréme 4.3.4. Pour tout schéma en groupe fini de type local-local sur k on dispose d’un
isomorphisme fonctoriel :

D(GP) = D(G)* (4.33)

Démonstration. Puisque G est du type local-local, il existe un rang n >> 0 tel que F™ et
V™ annulent G. Ils annulent égament GP, D(GP) et D(G)*. On dispose d'une suite d’iso-
morphismes découlant des propositions précédentes :
D(GP) (GD wr)
m( ( 2)7)
Hom (D! ), ¥ D(W;))
Hom(ID ( Wy
4.34
Hom(D(G), E) 3
(
(&,

Hom((E ) D(G)")
Hom D(G)*)

D(G)*

ou la derniere égalité vient du fait que F™ et V™ annulent D(G)*.

(1211 11 112 11 1R 1 11

]

Remarque 4.3.5. Ici nous n’avons pas prouvé que les isomorphismes ci-dessus étaient bien
E}. linéaires. Ce sont des simples calculs que Richard Pink a pris le temps de détailler, voir
[Pin05] lemme 26.9.

4.4 Foncteur de Dieudonné : cas étale-local

Nous allons maintenant démontrer un théoreme analogue a dans le cadre des
groupes de type étale-local. Cette fois ci, le Frobenius étant un isomorphisme, nous allons
travailler avec les W, et non pas les W". Notez que 'on aurait également pu le faire dans le
cadre local-local mais cela aurait rendu la partie sur la dualité un peu plus compliquée.

Avant d’énoncer et de démontrer le théoreme principal de cette section nous avons besoin
de quelques résultats préliminaires.
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Théoreme 4.4.1. (Lang) Soit G un groupe algébrique connexe sur un corps fini k = F,.
Alors Uapplication de Lang :

G—=G; g g 'Faulg) (4.35)

est surjective.
En particulier sous ces hypothéses : HY (Spec(F,),G) = 1.

Démonstration. Puisque G est de type fini, il suffit de montrer que le morphisme est surjectif
au niveau des k-points D’apres m puisque k est parfait on a que G,oq est un sous groupe
de G. De plus G et Greq ont les mémes k-points. Par fonctorialité du Frobenius il suffit de
prouver I'assertion pour G = Geq)- Etant réduit sur un corps parfait avec {1/, libre ,
il est lisse sur k£ ([Stalg|, lemme 33.25.2). On peut donc supposer G lisse sur k. Pour tout
g € G on considére le morphisme :

0, G—G; xa gF () (4.36)
Un simple calcul montre que la différentielle en I’élément neutre est :
dpge =—-1+dF, = -1 (4.37)

En particulier c’est un isomorphisme au niveau de l'espace tangent. En utilisant les trans-
lations, on obtient des isomorphismes d’espaces tangents en chaque point de G. Puisque G
est lisse sur k& le morphisme ¢, est étale. En particulier c’est une application ouverte. Par
construction I'image du morphisme de Lang correspond a l'orbite de I’élément neutre qui est
ouverte d’apres ce qui précede. Puisque G est connexe, et puisque chaque orbite est ouverte,
les orbites sont également fermées et par conséquent il n’y a en fait qu’une seule orbite, celle
de I’élément neutre. En particulier 'application de Lang est surjective.

m

Remarque 4.4.2. (Importante) Le théoréme ci dessus est sous sa forme originale, celle qu'on
trouve le plus souvent dans la littérature. Cependant cette version ne nous suffit pas pour la
suite. Richard Pink dans [Pin05] démontre le méme résultat pour k algébriquement clos. Il
me semble que dans la preuve ci dessus on utilise uniquement le fait que & soit parfait. Dans
les notes de Conrad, [Conbl, il me semble qu’il exploite uniquement le fait que k soit parfait.
Il est possible que je me trompe. Quoi qu’il arrive une démonstration pour k algébriquement
clos suffit et on trouvera une preuve dans [Pin05|] théoréme 27.2.

On supposera donc le résultat précédent démontré pour k algébriquement clos de ca-
ractéristique positive.

Proposition 4.4.3. Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0. Soit N
un W (k)-module de longueur finie muni d’un automorphisme o-linéaire F': N — N. Alors :

N¥ ={n € N| F(n) =n} (4.38)

est un p-groupe commutatif fini. De plus le morphisme naturel :

W(k) ®z, N — N (4.39)

est un isomorphisme. En particulier |[NF| = ptwim V),
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Démonstration. Pour N = W, (k) avec F' = ¢ on trouve :

W (k) @z, Wa(k)" = W(k) ®z, W,(k")
= W(k) ®z, Wa(F,)
> VW(k) ®g, Z/p"Z (4.40)
= W(k)/p"W(k)
~ W, (k)

ou pour la derniere égalité on utilise le fait que F' soit un automorphisme et F'V =V F = p.
Tout W (k) module de longueur finie est isomorphe a une somme direct de modules de ce
type. Le probleme est que cette identification n’est pas nécessairement F-équivariante, hors
pour montrer I'isomorphisme dans le cas général il nous faut une identification compatible
avec 'action de F. On commence par se donner une telle identification :

o: N> é}Wm(k) (4.41)

i=1

Cet isomorphisme nous donne alors une identification :

Endy N ~ D Wanin(nin;) (4.42)
ij=1

En particulier le faisceau Endyy ) N est représentable par un schéma en anneau. Schématiquement,
ce schéma s’identifie & un espace affine sur £ d’une certaine dimension. Par conséquent il est
irréductible. On sait que mw(k)(]\f, N) = Auty gy N =: G est ouvert dans I‘I()JW(k)(N, N) =
Endyy )N (c’est la localisation en la formule universelle du déterminant). Par irréductibilité,
il est donc connexe.

La o-linéarité de I implique l'existence de g € G(k) tel que pFp~! = go. D’apres le
théoréme de Lang, on peut réécrire g comme g = h™*o(h) pour un certains h € G(k). Mais
alors on obtient :

oh™'o = Fph™ (4.43)
Le morphisme ¢h~! est I'isomorphisme cherché. O]

On peut maintenant énoncer le théoreme sur I’équivalence de catégorie dans le cas étale-
local :

Théoreme 4.4.4. Le foncteur G — D(G) := lim, Hom(G, W,,) induit une anti-équivalence
de catégorie entre la catégorie des schémas en groupes finis du type étale-local est les Ey-
module de longueurs finies avec F isomorphisme. De plus on a p'w®®P(@) = |G|

Démonstration. Supposons le résultat montrer pour k£ = k. Si on montre que le foncteur de
Dieudonné "commute” a la descente Galoisienne on obtiendra un diagramme de foncteurs
commutatif :
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finite commutative finite  length W (k)-
. G M(C) _
étale  group schemes ————————=1¢4 modules with a o-linear

over k of p-power order automorphism F

= | GGy, | N NCal(k/k)
finite commutative étale finite length W(k)-mod-
group schemes over k of = ules with a o-linear auto-
p-power order with a con- CGr—M(Gy) morphism F' and a con-
tinuous Gal(k/k)-action tinuous Gal(k/k)-action

que j’ai copié-collé du cours de Richard Pink [Pin05], théoréme 27.1 (avec M = ID)L La
conclusion découlera alors par descente galoisienne et le fait que ce soit vrai pour k = k.

On suppose donc maintenant k algébriquement clos. On sait d’apres que G est alors
nécessairement de la forme ', pour un p-groupe fini I'. Mais alors on obtient :

D(L) lim, Hom (L, W)
lim, Hom(I', W, (k))
Hom(T, W (k)[1/p]/W (k)

W (k) @z, Hom(I', Q,/Zy)

ot ligne 3 on utilise lim,, W,,(k) = W (k)[1/p]/W (k) et le fait que Hom(I', —) commute au
colimite filtrante car T' est un Z-module de présentation finie (rappel que les objets com-
pacts de la catégorie des R-modules sont les objets de présentation finie). En remarquant
que Hom(I',Q,/Z,) est le dual de Pontrjagin (p-adique) de I' (c’est une équivalence de
catégorie), la proposition nous dit que le foncteur N +— NI est un inverse a droite et
a gauche.

(4.44)

(1211 11 11

Montrons maintenant le bon comportement du foncteur de Dieudonné vis a vis de la
descente Galoisienne. On dispose d’isomorphismes :

D(GE)Gal(E/k) >~ lim, Hom(Gy, Wnﬁg)ca@/;ﬁ)
= D(G)

Pour conclure il reste a vérifier 'assertion sur les longueurs des modules mais cela découle

directement de I'identification D(Gy) = W (k) @w @) D(G) et d'un peu l'algebre linéaire. [

4.5 Foncteur de Dieudonné : cas général

Nous pouvons maintenant donner une classification générale des p-groupes finis sur un
corps k parfait de caractéristique p > 0. D’apres si G est un groupe fini d’ordre une
puissance de p alors il se décompose canoniquement :

G = Ga X Grg X Ggr (446)
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On a déja défini D(Gy) et D(G,y). La dualité de Cartier et son comportement vis a vis
du foncteur de Dieudonné (4.3.4]), nous incite a définir :
D(G) :=D(Gu) & D(Gre) & D(GL)* (4.47)

ot on utilise que GZ est de type étale-local. Ce tableau résume I'action de F et V sur les
modules de Dieudonné :

D(GR)* D(Gre) D(Ge)
F | nilpotent isomorphisme | nilpotent
V' | isomorphisme nilpotent nilpotent

On peut maintenant énoncer le théoreme de classification générale dont la démonstration est
essentiellement évidente compte tenu de ce qui précede.

Théoréme 4.5.1. Le foncteur G — D(G) est une équivalence de catégorie entre la catégorie
des p-groupes et celles des Ey modules de longueurs finies. De plus on dispose de [’éqgalité :

piwmPE) — |q| (4.48)

Remarque 4.5.2. Si on se donne le module de Dieudonné D(G) d’un certains p-groupe G, le
lemme de Fitting nous donne une décomposition de ce module en deux modules : I'un sur le-
quel F' est une isomorphisme et ’autre sur lequel F' est nilpotent. En répétant cette opération
a ces deux sous modules, cette fois c¢i pour I'endomorphisme V, on obtient finalement une
décomposition.

D(G) 2 D(G)"Y & D(G)y © D(G){r (4.49)

ou l'exposant en haut indique les endomorphismes nilpotents et celui en bas les isomor-
phismes. D’apres le théoreme précédent, cette décomposition nous permet de retrouver la
décomposition de G.

Enongons une proposition mettant en avant le dictionnaire que nous procure le théoreme
précédent :

Proposition 4.5.3. Soit G un p-groupe, on dispose d’un isomorphisme naturelle :
Lie(G) = (D(G)/F.D(G))" (4.50)
ot le membre de gauche désigne l’espace tangent en [’élément neutre.

Démonstration. Par additivité, il suffit de le prouver séparément pour chacun des trois types.
Pour G,, c’est tres simple car ce groupe est étale et donc d’espace tangent est nul, et de
I’autre coté le Frobenius est un isomorphisme d’apres [1.6.2, Pour les deux autres on utilise
la proposition [1.4.4] pour obtenir :

Te. = Hom(GP,G,) = Hom(GP, W) (4.51)

Maintenant puisque Wy = Ker(Vl]w,) pour tout n > 0 et D(G”) = lim, Hom(G”,W,,) on
obtient :
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Hom(G", W;) = Ker(V|p@py) = Coker(F|p(q))* (4.52)

En effet si un morphisme ¢ : G — W, est d’image nulle (poussé par V), alors son image
(0(GP)) est inclus dans KerV |y, = Wi. En d’autres termes ¢ se factorise par W, et par
conséquent appartient & Hom(GP, ;). L’inclusion réciproque est évidente.

m

Nous allons pour terminer donner une classification des groupes p-divisibles sur un corps
k parfait de caractéristique p > 0.

Théoréme 4.5.4. Le foncteur G = {G,,} — D(G) := lim,, D(G,,) définit une anti-équivalence
de catégories entre la catégorie des groupes p-divisibles sur k et la catégorie des W (k) mo-
dules (M, F) ou F: M — M est un endomorphisme semi-linéaire tel que p.M C F(D). La
hauteur de G correspond au W (k)-rang de D(G). De nouveau cette équivalence est compa-
tible avec les changements de base k — k'. De plus on dispose des identifications pour tout
n>0:

D(Gn) =D(G)/ (") (4.53)

Démonstration. On vérifie simplement ’assertion sur les sous groupes de p-torsion. Ensuite,
ces sous groupes rentrent dans le cadre de ’équivalence de catégorie ci dessus et sont donc
entiérement caractérisés par leurs modules de Dieudonné. On peut donc retrouver les {G,, }, et
donc G, a partir des D(G,,) = D(G)/(p™), c’est-a-dire a partir de D(G). D’ou 'assertion. [

4.6 Généralisations

Nous allons maintenant discuter la généralisation de la théorie de Dieudonné sur une
base autre qu'un corps parfait. Il s’agira d’une simple discussion et nous ne démontrerons
aucun résultat.

La théorie de Dieudonné que nous avons présenté dans la section précédente est celle
que l'on retrouve dans le livre de M. Demazure Lectures on p-divisible groups ([DemT2]).
Cette approche utilise de maniere cruciale le fait que I'on soit sur un corps (et parfait).
Ce n’est donc pas un bon candidat pour une généralisation a des bases plus générales. De
plus la construction du module de Dieudonné fait intervenir la décomposition étale-connexe
de maniére un peu artificielle. En particulier la définition du module de Dieudonné dans
le cas local-étale n’est pas tres élégante. On peut donc se demander si il n’y a pas une
autre maniere d’obtenir cette équivalence de catégorie avec une autre approche et que cette
derniere s’étendent a des bases plus générales qu'un corps parfait. Nous allons présenter
plusieurs théoremes de classification sur différentes bases du a Fontaine.

Soit k un corps parfait de caractéristique p > 0. Un systéme de Honda sur W (k) est une
paire (M, L) consistant en un W (k)-module fini libre M, un W (k)-sous-module L et un
endomorphisme semi-linéaire (Frobenius) F': M — M telle que :

(1) pM C F(M)
(2) Le morphisme induit L/pL — M/F(M) est un isomorphisme.
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Un systéme de Honda fini sur W (k) est une paire (M, L) consistant en un Eji-module a
gauche de W (k)-longueur fini M et un W (k)-module L telle que :

(1) La restriction V|, : L — L est injective.
(2) Le morphisme induit L/pL — M /F(M) est un isomorphisme.

Un morphisme de systéeme de Honda est défini de la maniere évidente.
Théoréme 4.6.1. (Fontaine)

Soit k un corps parfait de caractéristique p > 0. Sip > 2 on dispose d’une anti-équivalence
de catégorie G ~ (D(Gy), L(G)) entre la catégorie des groupes p-divisible sur W (k) et la
catégorie des systemes de Honda.

Sip > 2 on dispose d’une anti-équivalence de catégorie G ~ (D(Gy), L(G)) entre la

catégorie des schémas en groupes fini plat sur W (k) d’ordre une puissance de p sur W (k) et
la catégorie des systémes de Honda finis.

Démonstration. Voir [Fon7h] pour larticle original. O
Dans son article [Fon77] Fontaine donne une classification dans le cas formel :

Théoreme 4.6.2. Soit k un corps parfait de caractéristique p > 0. On dispose d’une anti-
équivalence de catégorie G ~~ D(G) entre la catégorie des p-groupes formels sur k et la
catégorie des Ey, modules W (k)[F]-profinis topologiques ot le module de Dieudonné est défini
comme :

D<G> = HomFormalGr(G7 CWk) (454)
ot CWy, est le schéma formel des co-vecteurs de Witt.
Démonstration. On consultera [Fon77]. O

Le schéma des co-vecteurs de Witt est défini au niveau des points par R — CWy(R) ou
ce dernier consiste en I'ensemble des suites (..., a_p, ..., ag) tel qu’il existe r > 0 tel que I'idéal
engendré par {a_,|n > r} est nilpotent.
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5 Stratification de A,

Nous avons maintenant tous les outils pour comprendre la Stratification d’Oort de I'es-
pace des modules des variétés abéliennes. Commencons par un peu de contexte. Lorsque 'on
s'intéresse aux variétés abéliennes on aimerait, comme souvent en mathématiques, les clas-
sifier & isomorphismes pres. Dans le langage adapté, on se demande si un certains foncteur
est représentable. On peut par exemple se demander si ce foncteur est représentable :

Vi :(Sch/g)® —  Set

T — X(T)={FE — T courbe elliptique sur T}/ ~ (5.1)

ou la notation {}/ ~ signifie classe d’équivalence. La réponse est non. En fait ce foncteur
n’est pas un faisceau (méme pour la topologie de Zariski). Ce probleme est dii a la présence
d’automorphismes non triviaux. Il y a alors plusieurs maniere de contourner le probleme.
La premiere est de rigidifier notre classification en imposant une donnée supplémentaire. On
peut par exemple regarder le foncteur :

Yi(n) = (Schygpecza))® — Set
T — X(T)= {(F—T,\)| E — Tcourbe elliptique sur T’
A: E[n] = (ZnZ)?
est une base de la n-torsion}/ ~
(5.2)

La donnée supplémentaire, ici la base de la n-torsion, a pour réle de tuer les automor-
phismes non triviaux. On peut montrer que pour n > 3 c¢’était bien le cas (voir par exemple
IMKS5], corollaire 2.7.2). On montre alors que ce foncteur est représentable et méme lisse
sur SpecZ[%]. Noter que le cas analytique complexe est bien connu.
Remarque 5.0.1. Ici on a utiliser la notation ) (n) pour coller avec le cas analytique complexe.
A partir de maintenant nous noterons «41,1,n ce foncteur.

Une autre maniere, plus moderne, est celle qui consiste a utiliser les champs algébriques.
Nous n’utiliserons pas le langage des champs algébriques ni de résultats les utilisant. Nous
allons tout de méme, pour la culture, mentionner un ou deux théoremes dans ce langage.
Une bonne référence sur le sujet est [OIs16].

5.1 Quelques rappels sur A,

Nous allons nous intéresser a l’espace de module des schémas abéliens polarisées. Le lan-
gage moderne pour étudier ce genre de probleme est celui des champs algébriques. C’est le
cadre naturel car il évite de rajouter des données qui peuvent sembler artificielles. Nous n’al-
lons pas dans se mémoire s’intéresser a la construction de .4, mais nous allons nous intéresser
a I'une de ses "stratification” pour tenter de mieux le comprendre. Pour la construction des
espaces de modules on consultera les travaux de Mumford Geometric invariant theory [DM94]
et le livre de Faltings et Chai Degeneration of Abelian Varieties, [GF90]
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Définition 5.1.1. On note A, ; — Sch la catégorie fibrée en groupoide au dessus de celle
des schémas dont la fibre au dessus d’'un schéma S est le groupoide des paires (A — S, \) ou
A — S est un schéma abélien de dimension g et A : A — A’ une polarisation de degré d?.

On note A4, — Sch la catégorie fibrée en groupoide au dessus de celle des schémas
dont la fibre au dessus d’un schéma S est le groupoide des paires (A — S, A\, ) ot A — S
est un schéma abélien de dimension g, A : A — A’ une polarisation de degré d? et a : A[n] —
(Z/nZ)* est une base de la n-torsion.

Le principal théoréeme concernant cet espace de module est le suivant :

Théoreme 5.1.2. La catégorie fibrée Ay q est un champ de Deligne-Mumford sur Z d’espace
de module grossier Agq. De plus Agq est lisse au dessus de Z[3].

Démonstration. |[GF90] O

Remarque 5.1.3. Quelques rappels sur la terminologie employée dans ce théoreme. Soit M :
Sch — Set un préfaisceau. Si M est représentable, on appelle espace de module fin pour
M sont représentant. Ce cas n’arrive malheureusement que trés rarement et il faut donc
assouplir la notion de représentabilité. On appel espace de module grossier pour M tout
schéma A équipé d’un morphisme de foncteurs M — h4 tel que :

(1) Pour tout schéma X et tout morphisme M — hy on dispose d'une factorisation
unique :

M —— hy

L7

ha

(2) M(k) = ha(k) pour tout corps k algébriquement clos.
Autrement dit A est le schéma le "plus proche” de M et coincident avec ce dernier au niveau
des points géométriques. Par la suite on notera de la méme maniere A, 4 et Ay, 4.

Enongons un théoréme de Serre sur la représentabilité de Agan pour n >3 :

Théoréme 5.1.4. Pourn > 3, A, 4, est un schéma quasi-projectif sur SpecZ[%].
Démonstration. Voir [DM94], [GF90] ou encore [MBS85] théoreme 3.2 p.176. La condition
n > 3 est dii au théoréeme de Serre sur les automorphismes des variétés abéliennes, voir

[AG61] (Appendice : Rigidité du foncteur de Jacobi d’échelon n > 3). O

5.2 Le probleme

Le probleme auquel nous allons nous intéresser est la stratification de ’espace de module
en caractéristique p > 0. Nous travaillerons donc sur A, ® F,, (et ses variantes, les notations
sont expliqués un peu plus loin). La différence avec la caractéristique nulle est qu’on ne
dispose pas des propriétés tres pratiques de cette derniere (lissité etc.). On commence par
une définition :
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Définition 5.2.1. On appelle 7-stratification d’'un schéma X toute filtration (.5;);e; de X
ou 7 = (I, x) est un ensemble partiellement ordonné et tel que :

1)
2)
3)

)

(
(
(
(4

S;iNS;=0sii+#j.

S; est un sous-schéma localement fermé pour tout i € I.

X = Ujer Si-

Si S; NS # 0 alors S; C S et cette condition est équivalente & ce que i < j.

Voici les principales stratifications de 4, ® F), :

(1)

5.3

La stratification par le p-rang. On peut recouvrir A, ® F,, par des sous schémas loca-
lement fermés V; constitués des schémas abéliens de p-rangs au plus f :

A, 0F,= |J V (5.3)

0<f<g

Norman et Oort ont prouvé que les strates étaient de codimension g — f, voir [FO80].
La stratification par les polygones de Newton. On s’intéresse ici au groupes p-divisibles
X[p*>®] d’'une variété abélienne X et & son polygone de Newton N (X [p*>]). Cette stra-
tification utilise de maniere cruciale la théorie de Dieudonné. Cette stratification est
plus fine que la précédente car le polygone de Newton fournie plus d’informations que
le p-rang (celui ci ne correspond qu’a la p-torsion). On consultera [Oor0lal pour plus
de précision.

La stratification de FEkedahl-Oort. C’est cette stratification que nous allons étudier
dans ce mémoire. Pour cette stratification on filtre la p-torsion des variétés abéliennes
a l'aide du Frobenius et du Verschiebung . Cette filtration donne lieu a une certaine
combinatoire : les "types” ou "séquences” (canoniques, finaux, élémentaires...). On
regroupe alors les variétés abéliennes en fonction de cette donnée combinatoire :

U Agan @ Fppn = |_| D, (5.4)
d T

pour le cas polarisé, et :

Ag,l,n ® IF]D,n = |_| Sgp (5.5)
©

pour le cas principalement polarisé. Toutes les notations seront justifiées par la suite.

Filtration canonique

Notation. A partir de maintenant tous les schémas seront de caractéristique p > 0. Tous
les schémas en groupes seront plats sur le base et abéliens. On notera I, , une extension
minimale de I, fixée contenant une racine n-eme de 'unité avec n non divisible par p. On
notera :
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1
Agdn = SpeCZ[ﬁ, Cnl (5.6)

pour 'espace de module des variétés abéliennes muni d’une polarisation de degré d? et une
structure symplectique de niveau n.

Pour simplifier nous noterons F' = F/g et V = Vg5 le Frobenius et le Verschiebung.
Soit T' C N — S un sous schéma en groupe 7" d'un schéma en groupe N sur une base S.
On notera N[F] = Ker(F : N — N®); V(N) =Im(V : N® — N) et F~Y(T) C N le sous

schéma en groupe défini comme le pull back :

FYT) —— TW

| |

N —F o N®
Filtration canonique.

Soit N un BT sur un corps k de caractéristique p > 0. On construit la filtration :

0=NoC..CN,=V(N)C..CNyg=N (5.7)
définie par les regles suivantes :

(1) On commence par filtrer N par les Vi(N).

(2) On prend ensuite pour chacun des crans N’ de la filtration les pull back F~7(N’). Cela
donne un filtration de chaque cran et donc de N.

(3) Puis on recommence 'étape (1) pour chacun de cran de notre nouvelle filtration de N.

En d’autres termes, on filtre N par lesw(N) ot w € E = {mots constitués des symboles V et F'~1}.
Noter que cette filtration s’arréte au plus apres 2(q — 1) étapes ou |N| = p?. En effet en
considérant le module de Dieudonné associé a N, cette filtration correspond bijectivement a
une filtration de (V) et ce dernier est de longueur ¢ d’apres le théoreme de classification

451

Remarque 5.3.1. Ces opérations définissent une filtration par des groupes finis plats. Ce n’est
pas forcement le cas si la base était plus générale que le spectre d’un corps.

Définition 5.3.2. La filtration ci dessus est appelé filtration canonique. Cette filtration
définit un triplet 7(N) = {p, v, f} tel que :

p:{0,...s} = N; [N|=p® (5.8)
v:{0,....,s} = {0,....r};  V(N;) = Ny (5.9)
f:{0,., st = {r..,sts F7YN;) = Fy (5.10)

Ce triplet est appelé le type canonique de N, on le notera 7(N) ou 7 si le contexte est clair.
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Remarque 5.3.3. On fera attention aux ensembles d’arrivés des ces trois applications. Le fait
que v par exemple soit a valeurs dans {0,...r} vient simplement du fait que N; C N donc
V(N;) C V(N) = N, pour tout i. On remarquera également que v et f sont croissantes par
construction.

On définit maintenant une application 7, =7 : ' - Tou ' =T, = {0,...,s — 1} par:

(i) = {v(i), siv(i+1) > v(i) (5.11)

f(@), v(i) =v(i+1)
On notera B; = Ni1/N;

Proposition 5.3.4. Soit N un BT et 7 = {p,v, f} son type canonique. Alors

(1) 7 est bijective, f et v sont surjectives.

(2) v(i+1)>v(i) < f(i+1) = f(i) et dans ce cas BY = B
(3) v(i+1) =v(i) < f(i+1) > f(i) et dans ce cas By — B®.
(4) On a l’égalité :

f@) +v(i)=r+i (5.12)

Démonstration. Le fait que f et v soit surjectives est évident (on a justement réduit 1’en-
semble d’arrivé pour que g¢a fonctionne). Montrons que 7 est injective. Soit i; < io tel que
7(i1) = m(iz) < r.On a alors par définition de 7 que 7(iz) = v(iz) et w(i1) = v(i1) < v(iy+1).
De l'autre coté on a i; + 1 < iy donc par croissance v cela donne v(i; +1) < v(is) et toujours
par croissance de v on obtient finalement v(i) < v(i; + 1) < v(iz) contradiction. Pour des
valeurs de 7 plus grandes que r on utilise le méme raisonnement appliqué & f. Le point (1)
est donc prouvé.
Montrons le point (2). Par définition de la filtration on dispose d’une surjection :

Vi (Nigr /N)P — Ny(it1)/Nogi) (5.13)

et d’une injection :

qui vient du fait que KerF' C F~1(N;) pour tout i. Par conséquent on a I'inégalité |B;| >
| Bx()|- Maintenant puisque 7(4) est une bijection on peut regarder le rang des éléments d'une
de ses orbites :

|Bi| > [Br(i)l > -+ > | Bty

= |Bi| (5.15)

ou n est 'ordre de ¢ (voir ci dessous). Par conséquent si v(i + 1) > v(i) alors 7(i) = v(7) et
la surjection [5.13| est en fait un isomorphisme par des considérations sur le rang et ce qui
précede. Cela montre également que (Ker(V)NN;.1) C N; et par conséquent f(i+1) = f(i).

En effet I'application By ER Bi(p ) est injective d’apres |5.14] et 1’égalité ci dessus indique
que le morphisme V' : BZ.(p ) Nii1 est injectif. Par conséquent la composé est également

injective ce qui est impossible car c¢’est [p] et que I'on travail avec des BTy ([p] est donc nul).
Enfin By = 0 implique Ny = N1y et done f(i) = f(i + 1).
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Le point (3) se montre exactement de la méme maniere. Pour le point (4) il suffit de voir
que f(0) +v(0) =r+ 0 et d’utiliser les points (3) et (4) pour les rangs supérieurs. O

Remarque 5.3.5. 11 me semble qu’il y a une faute de frappe dans l'article original de Oort.
L’égalité dans le point (4) fait bien intervenir r + ¢ et non pas s + i comme le montre la
preuve ci dessus.

Définition 5.3.6. Avec les mémes notations que précédemment. On définit les cycles de I’
comme les orbites générées par 7 :

r=r,u..ur,, (5.16)
L’ordre d'un élément ¢ € I" est définit comme son ordre dans orbite, ou autrement dit le plus

petit entier n tel que 7"(i) = 4.

Corollaire 5.3.7. Soit 1 € " et n son ordre. La proposition précédente induit un isomor-
phisme canonique :

B¥") = B, (5.17)
Démonstration. Simple raisonnement par induction utilisant la proposition précédente. [
Définition 5.3.8. Un triplet 7 = {p,v, f} est appelé triplet canonique si p, v et f sont des
applications comme en [5.3.2) et si il vérifie les conditions suivantes :

(1) p:{0,...s} — N est croissante avec p(0) = 0

(2) f et v sont croissantes surjective et :
vi+1)>v(@)e fi+1)=f1), vi+1)=vli)E fli+1)> f() (5.18)

pli+1) = p(i) = p(w(i+ 1)) — p(w(i)) Vie T (5.19)
On vient de voir que les BT} sur un corps définissent un type canonique.

Remarque 5.3.9. Noter qu'un type canonique associé¢ a un BT} sur un corps est entierement
déterminer par I'ensemble {|w(N)| w € E'} ou E est I'ensemble des mots constitués de sym-
boles V et F~1. On peut s’en convaincre assez facilement en terme de modules de Dieudonné
par exemple, ou cela devient un simple constat d’algebre linéaire.

Notation.

Soit 7 un type canonique. Soit N — S un BT} (attention ici S n’est pas nécessairement
le spectre d'un corps). On note D, (S) = {s € S| 7(Ns) = 7}. On considére cette ensemble
comme muni de sa structure de schéma réduit.

Avant de démontrer deux propositions concernant ce sous-schéma, nous avons besoin d’un
petit lemme :

Lemme 5.3.10. Soit f : G; — Gy un morphisme entre schémas en groupes finis plats sur
une base S noethérienne. Soit v un entier naturel. On dispose des deux assertions :
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(1) On note S(r) = {s € S| |Im(fs)| = r}. Alors S(r) C S est un sous schéma réduit
localement fermé et Im(f)|swy C Gals(r) existe comme schéma en groupe fini plat.

(2) Soit Ny C Go un sous schéma en groupe plat. On note T(r) = {s € S| |h7((N2),)| =
r}. Alors T(r) C S est un sous schéma localement fermé réduit et h™"(Na)|ruy C
Gil|rey ewiste comme schéma en groupe fini plat.

Démonstration. Le fait que S(r),T(r) C S soient localement fermés découle de la semi-
continuité supérieur du rang. En effet en utilisant la multiplicativité du rang dans les suites
exactes courtes on est ramené a prouver la proposition analogue pour Kerf (pour S(r))
et le noyau de Gy — Go — G2/N, (pour T'(r)). On peut alors utiliser que Kerf est bien
définie en tant que schéma (fini) et on peut conclure en utilisant la semi-continuité supérieur
de son rang. Le schéma en groupe Ker|s,y — S(r) a toutes ses fibres de méme rang et
par conséquent est plat (miracle flatness). On peut alors construire le quotient (fini
plat, voir Gilsey/Ker(f)|sey qui est un schéma en groupe fini plat. Il s’identifie a
Im(f)|s@)y C Ga|sy ce qui conclut pour le point (1). Le point (2) se montre exactement de
la méme maniere. O

Proposition 5.3.11. Soient 7 un type canonique donné et N — S un BTy. Alors :

D,(S)cC S (5.20)
est localement fermé.

Démonstration. On a vu que 7(V,) était entierement déterminé par {|w(N)| | w € E}. On
a vue qu’on pouvait méme restreindre £ aux mots de longueur 2¢(q— 1) ou ¢ est la longueur
de D(Ny). On fixe donc cet ensemble de rangs. On commence avec Sy = S. Supposons qu’on
est construit S,_; pour un certains b > 0 tel que tous les mots de longueurs au plus b — 1
ont pour images (comprendre les w(N) avec w de longueur b — 1 au plus) des schémas en
groupes finis plats sur Sp_; de rang fixé donné ci dessus (c¢’est donc vérifier pour Sj). On note
Sy C Sp—1 'ensemble des points ol les mots de taille b ont pour images des sous schémas en
groupes de rangs fixés donnés ci dessus. D’apres le lemme précédent, il existe en tant que sous
schéma localement fermé réduit. Par induction on construit Sp4q—1) qui par construction est
un sous schéma localement fermé de S au dessus duquel toutes les images des mots ont le
bon rang. Autrement dit Soqq—1) = D-. O

Proposition 5.3.12. Soient 7 un type canonique donné et N — S un BT} avec S réduit.
On suppose que D.(S) = S (en tant que schéma donc). Alors la filtration canonique de N/S
existe, c’est-a-dire qu’il existe une famille de groupes finis plats Ny C N — S obtenu par les
opérations de et telle que sur chaque fibre Ny on obtienne la filtration canonique 7(Ny).

Démonstration. On applique exactement le méme raisonnement que pour la preuve du lemme
précédent [5.3.10L A chaque étape on construit un sous schéma en groupe de rang constant
et donc plat. O

Pour pouvoir appliquer cette construction aux sous groupes de p-torsion des variétés
abéliennes nous avons besoin du lemme suivant :
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Lemme 5.3.13. Si X — k est une variété abélienne en caractéristique p, alors X[p] est un
BT;.

Démonstration. 11 suffit de prouver que Im(V') = Ker(F) et Im(F") = Ker(V'), ou autrement
dit que I'on dispose d'une suite exacte :

NEL N® LN (5.21)

car on obtient 'autre par dualité. Par descente on peut supposer k algébriquement clos
et donc en particulier parfait. On peut alors utiliser les modules de Dieudonné ou alors
'assertion devient un simple probleme d’algebre linéaire (voir [CC13| pour les détails). [

Notation Soit 7 un type canonique. Pour n > 0 un entier on considere 1’espace de module :
A=Ay @Fpn = U Agan @ Fpp (5.22)
d
On note alors :

D, :=D.(A)C A (5.23)

le sous schéma fermé réduit formé des points s € A’ tel que 7(X;[p]) = 7 ou Xy — s et la
variété abélienne correspondant a s.

Définition 5.3.14. On appelle stratification d’Ekedahl-Oort est la décomposition en sous
schémas localement fermés disjoints :

A = |D; (5.24)

Pour la suite nous avons besoin de définir un faisceau analogue a celui des différentielles
invariantes pour les schémas en groupes (proposition [1.3.1]).

Définition 5.3.15. On définit le faisceau w localement libre de rang g sur le champ A, :

W(X — S, /\) = Wx/s = €*Qx/s (525)
On définit également le faisceau inversible associé W := det(w) = Adw

Remarque 5.3.16. Noter que pour n > 3 on peut définir ce faisceau sans passer par le langage
des champs en utilisant directement le schéma Ay, (5.1.4)). Nous avons utilisé cette définition
simplement pour des raisons culturelles, par la suite on se ramenera quasi systématiquement
au cas d'une structure de niveau n > 3. L.Moret-Bailly définit les faisceaux amples sur A, 4
(sur un champs donc) comme les faisceaux dont I'image réciproque le long de Ay 4, — Ag.d
est ample pour tout n > 3 (au niveau des schémas ici car dans ce cas A, 4., est représentable).
On consultera [MB85] définition 4.3.3 p.181 pour cette définition, et [Stal8] section 69.14
pour une définition plus générale dans le cadre des espaces algébriques.

Avant d’énoncer un théoréeme important, nous énoncons le lemme sur lequel une grande
partie de la preuve repose.
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Lemme 5.3.17. Le faisceau w est ample sur Ay q.
Démonstration. Voir [MB85] théoreme 3.1 p. 210. O

Théoréme 5.3.18. Pour tout type canonique 7, les composantes irréductibles de D, C A’
sont des sous schémas quasi-affines.

Démonstration. . On peut supposer n > 3 dans la définition de A’ (voir remarque qui suit).
Soit T' C D, C A’ une composante irréductible. Soit X — A’ le schéma abélien universel.
D’apres le lemme précédent @y 4 = det(wx,a) est ample. Si on montre que sa restriction a
T est de torsion, alors il sera ample et de torsion par conséquent Or sera ample et donc T’
sera finalement quasi-affine.

Montrons que Wy, v (Xr est le changement de base le long de T — A’) est de torsion.
Posons N = Xr[p]. Noter que N[F| = Xrp[F,p] — T et Xr — T on les mémes faisceaux
de différentielles invariantes (car e(7T) C Xr[F,p|?) et par conséquent les mémes espaces
tangents le long de la section unité. Par hypotheése, sur T, et d’apres la proposition [5.3.12]
on dispose d’une filtration canonique {N;|0 < i < s} par des sous groupes finis plats telle
que :

0CNyC..CN,=N[F]=V(N)C .. (5.26)

Au niveau des espaces tangents cela donne :

TNO/T,E C..C TNT/T,e = 7:’\?/T,e (5-27)

Posons alors £; := det(Tn,,,/r.e/Tn, 1) pour tout 0 < i < 7. Si on montre que les £; sont
de torsion on aura gagné car alors :

»CO ® ® Er = det(TNl/T7e) ® ® det(TNr/T7e/TNT_1/T,e)
= det(TNr/Tﬁ) (528)
= det(’ﬁy/T,e)

sera de torsion comme produit de faisceaux de torsion. Noter qu’ici on a juste utilisé le bon
comportement du déterminant vis a vis des suites exactes de faisceaux dont I'on donne un
exemple :

0 = Tnyre/ TN j1e = TNiya 10/ g1 j1e = TNgiy 1.6/ TNy, — 0 (5.29)

induisant det(TN¢+1/T,e/TNi/T,e) ®det(TNi/T,e/TN¢,1/T,e) = det(TNHl/T,e/TNi,l/T,e) (égahté tres
générale sur le comportement du déterminant vis a vis des suites exactes de faisceaux).

Mais le fait que les £; soient de torsion découle simplement de|5.3.7| car alors pour chacun
des 1, il existe un entier n(7) (son ordre, voir [5.3.6]) tel que :

(Bz')(pnm) =B, (5.30)

et il suffit alors d’utiliser le lemme qui suit pour obtenir :
(ﬁz‘)®pn(i> =L; (5.31)
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Enfin on conclut car son dual est également de torsion et par définition

det('ﬁy/T,e)* = det( X*/T,e) = det(wXT/T) = wXT/T (532)
[

Lemme 5.3.19. Soit X un schéma de caractéristique p > 0 et L un fibré en droite sur X.
On note Fx le Frobenius absolu sur X. On dispose d’un isomorphisme canonique :

Fil ~ L& (5.33)

Démonstration. Par adjonction, il suffit de montrer qu’on dispose d’un isomorphisme fonc-
toriel Home, (£, Fix +M) ~ Home, (L%, M) avec M un Ox module. Pour £ = Oy c’est
clair, les deux étant égaux a I'(X, M). Pour £ quelconque il suffit donc de montrer que les
isomorphismes ci dessus se recollent. Soit donc ¢ : Ox — Ox un isomorphisme. Ce dernier
est donné par un élément a € I'(X, O%). Pour que l'on puisse recoller il suffit finalement que
ce diagramme commute :

HomOx(OXaFX*M) é F<X7 FX*M) — F(X>M> i HomOX(O§p7M>

/| A

Homep, (Ox, Fx.M) = (X, Fx.M) — I'(X, M) =N Homox((’)?}p,/\/l)

ce que 'on vérifie sans trop de difficultés.
]

Remarque 5.3.20. Une démonstration plus élémentaire consiste a se ramener au cas affine
X = Spec(A), L = M, et a donner une présentation de Fy : A — A en terme d’algebres
symétriques pour ensuite calculer explicitement M ®4 r, A.

Remarque 5.3.21. (1) Dans la démonstration du théoréme précédent il y a un point que
j'ai passé sous silence (Oort ne le justifie pas non plus, cela semble étre un résultat
classique) : I'espace tangent du quotient est le quotient des espaces tangents (avec peut
étre des hypotheses spécifiques ici). Voici une idée de justification :
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On dispose du diagramme commutatif suivant :

O <—

et un simple raisonnement par chasse au diagramme permet de conclure sur le fait que
la colonne de gauche soit en fait une suite exacte courte.

(2) Au cours de la preuve du théoreme précédent on a utilisé le fait que le résultat était

indépendant de la structure de niveau et que par conséquent on pouvait supposer n > 3.
Oort ne donne pas justification donc je vais essayer de donner une piste :
La fait d’étre quasi-affine équivaut a ce que son faisceau structural soit ample. Le fait
d’étre ample est préservé par pull-back le long d’un morphisme fini (c’est méme une
équivalence si le morphisme est fini surjectif, voir [Stal8] lemme 30.17.2). Cela découle
du fait que les morphismes finis sont affines et du critere de Serre en cohomologie.
Le morphisme A, 4, — A, 4 est fini (torseur sous un groupe fini, voir [MB85] (4.3.4)
p.182). Par conséquent le caracteére quasi-affine ne dépend pas de n et on peut donc
travailler sur un niveau n > 3 (et donc travailler dans le cas représentable).

Remarque 5.3.22. Dans la littérature on trouve plusieurs résultats similaires comme par
exemple [MBS85] théoréme 5.1 p.237 (d & Raynaud). Tous utilises I'amplitude du faisceau
w. Enoncons I'un d’entre eux :

Théoréme 5.3.23. ([MB85] (5.2) p.237)
Pour tout n > 1 premier a p, soit U C A, ,q Uowvert correspondant aur variétés ordi-
naires. Alors U est quasi-affine.

5.4 Stratification : le cas principalement polarisé

BT, symétriques Nous allons maintenant étudier le cas particulier des BT} symétriques.
Ces derniers interviennent naturellement dans le cas de variétés abéliennes principalement
polarisées par exemple, ot 'on dispose alors d’'un isomorphisme :

X[p] = X'[p] = X[p]” (5.34)

ou le premiere isomorphisme correspond a la polarisation et le second a la dualité pour les
noyaux, voir proposition [2.3.14]
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Définition 5.4.1. Soit N un schéma en groupe fini localement libre. Une symétrie sur N
est un isomorphisme :

¢(:N > NP (5.35)

avec son dual de Cartier. Un schéma en groupe symétrique est un couple (N, () ou N est un
groupe fini localement libre et { est une symeétrie.

Remarque 5.4.2. Soit (N, () un schéma en groupe symétrique. Par fonctorialité du Frobenius
et du Verschiebung on obtient un diagramme commutatif :

N < (N®HD = (ND)®)

VN VND

D’ou les égalités :

(o Vi =Vyp oW = (Fy)Poc® (5.36)

que nous utiliserons par la suite sans le mentionner. Noter également que (P = (1.

Notation Soit (N, () un schéma en groupe symétrique. Soit 7 : 7' < N un sous schéma en
groupe fini. On définit :

_ — ¢ arD % 4D
1.(T)=L(T):=Ker(N > N"—=T7) (5.37)
On note £ I'ensemble des mots constitués des symboles en V et L.
Proposition 5.4.3. Soit (N,() un BTy symétrique sur un corps k. Soit T C N un sous
schéma en groupe fini. Alors :
(1) L(L(T) =T
(2) L (V(T)) = FH(L(T))
(3) L(V(N)) =V(N)
(4) {w(N)| w € E} est une filtration finie de N.
(5) {w(N)| we &} = {w(N)| w e E}

En particulier cette filtration ne dépend pas de la symétrie C.

Démonstration. Le point (1) découle de la proposition appliquée a :



constitué de deux suites exactes (¢ isomorphisme), ce qui nous donne :

ND

de nouveau constitué de deux suites exactes. Le résultat en découle.

Montrons le point (2). (Ici Oort ne justifie presque pas, je vais donc donner quelques idées
et expliquer le probléeme). Premiérement notez qu'on dispose d’un morphisme canonique
L (V(T)) = F YL (T) = Nxyw g, L (DP (o L (TP = (L (1) =Lew (TW)).
Ici le fait que (L¢ (T))® =Lw (T®) vient simplement du fait quune suite exacte de
schémas en groupes le reste apres changement de base. En fait on dispose d’une fleche
évidente L (V(T')) — N (c’est I'inclusion), et on construit la seconde a l'aide du diagramme
commutatif aux lignes exactes :

W)

0 —— L¢ (V(T)) ——— (N 5 NP)

JFND JFND

‘ »
0 — Lew (T®) —— (N®) ﬂ N®).D) _T® D

V(TP —— 0

Probléeme Pour construire un morphisme dans 'autre sens, il suffit par propriété universelle
du noyau (appliqué a L (V(T)), de vérifier que le morphisme canonique F~!(L (T)) — N
envoi bien F~'(L (T)) sur 0 dans V(T)P. Mais lorsque I'on regarde le diagramme (non
commutatif) suivant :

Ze(T)

F~Y(L(T)) N —* 4 NP

| I

1L(T)®» — N® & N®.D T @)D

On se rend compte qu’il n’est pas commutatif! Comme mentionner précédemment, une fleche
vers L (V(T')) nécessite que i\l;(T) o( envoi F~!(L (T')) sur 0. La seule chose exploitable avec
F~Y(L (T)) et que le Frobenius l'envoi sur L (T)® et par conséquent il est envoyé sur 0
dans T®P (voir diagramme ci dessus). Ci on essaye de remonter (par le Verschiebung) &
V(T)P on se rend compte que l'on differe du chemin du haut par Vy o Fyy c’est-a-dire par
[p] (qui est nul sur un BT} en plus).

Le point (3) découle du point (2) en utilisant L (N) = 0. Le point (4) est relativement
évident et peut méme étre vu comme une conséquence du point (5). Le point (5) est une
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conséquence purement formelle/combinatoire du point (2). On consultera 'article de Oort
[Oor01b] pour s’en convaincre. O

Remarque 5.4.4. 11 me semble que les points (1), (2) et (3) sont purement formels et n’utilise
pas le fait que la base soit un corps. Nous les utiliserons donc pour la démonstration de la

preuve 5.4.§

Définition 5.4.5. Soit (N, () un BT; symétrique sur une base S. On dit qu’une filtration :

0=NyC..CN.=V(N)=N[F]C..CNy =N (5.38)
est une bonne filtration si les propriétés suivantes sont satisfaites :

(1) chacun des N; — S est un sous-schéma en groupe fini plat.
(2) N; # N1 pour tout i.
(3) Pour tout 0 < j <2rona:

L (Ny) = Nor_g (5.39)

(4) Pour tout 0 < j < 2r I'image Im(V : N}p) — N) existe en tant que sous schéma en
groupe fini plat et est égale a I'un des N;.

(5) N; est I'image de I'un des N, par le Verschiebunget ce pour tout 0 <7 <r.

Une bonne filtration est appelée filtration finale si elle est de longueur 2g ot p?? := |N| et
telle que :

IN;|=p" YVO<i<2r=2g (5.40)

La proposition suivante fait le lien entre notre filtration canonique et les bonnes filtra-
tions :

Proposition 5.4.6. Soit (N,() un BTy symétrique sur un corps. Alors ¢a filtration cano-
nique est une bonne filtration.

Démonstration. Seul le point (2) n’est pas évident. Oort justifie ce point par la filtration
est stable sous L, donc satisfait (2)”. Le fait que la filtration est stable a déja était vu avec
la proposition précédente. Mais ce qui n’est pas évident c’est L induise cette dualité du
point (2). Expliquons ou est la difficulté. On peut essayer de raisonner par ”induction” sur
le nombre de symboles. Pour N, L (N) et V(IV) c’est bon (utiliser la proposition précédente
et le fait que 2r — r = r). Supposons que la proposition soit vérifiée pour certaine certaine
longueur de mots que 1'on noté s. Montrons que la propriété est toujours valable si 1'on
rajoute un symbole. Soit donc w(N) = N; un cran de la filtration obtenu a partir d'un mot
w de longueur s + 1. Si w =1 ... alors en utilisant L | = Id on se rameéne au cas de mots de
longueurs plus petites. Si w = V... alors on écrit N; = w(N) = V.w'(N) = V(IV;) = Ny ou
N; =w'(N) (donc j = v(7)) est un mot de longueur s. On a alors :

L (N;) =L (V(N:)) = F~H(L (N3)) = F ' (Nar—i) = Nyari) (5.41)
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ou l'on a utilisé I’hypothese de récurrence a N;. Cela montre notre l'assertion est alors
équivalente a I'égalité :
2r —v(i) = f(2r — i) (5.42)

Or cette égalité n’a rien d’évidente. Nous verrons d’ailleurs que c’est le sujet méme de
la proposition suivante pour laquelle Oort utilise d’autres arguments faisant intervenir les
modules de Dieudonné. En travaillant un peu et en utilisant la proposition [5.3.4] on se rend
compte qu’ effectivement cette égalité est vraie pour tout ¢ . Cela ce prouve uniquement
par des arguments combinatoires en tenant compte les arguments de Oort dans son article
[Oor01b], p351 preuve de 2.4. Mais cela n’a rien d’évident. D’ailleurs la preuve de cette
assertion rend triviale la proposition suivante.

]

Remarque 5.4.7. La proposition suivante intervient apres celle c¢i dessus dans ’article de Oort.
On peut donc tout a fait utiliser cette derniere pour démontrer la suivante. I me semble
qu’alors la proposition suivante est évidente et la démonstration de Oort un peu compliquée
car n’utilise pas la proposition précédente. En fait la démonstration de dans l'article
de Oort serait selon moi plus adaptée comme preuve de la proposition précédente [5.4.6|

Proposition 5.4.8. Soit (N,() un BTy symétrique sur une base S non nécessairement le
spectre d’un corps. On le suppose muni d’une bonne filtration :

0=NoC..CN,=V(N)=NI[F]C..CNy =N (5.43)

Alors :
(1) Pour tout 0 < j <2r ona:

F~H(N;) = Nar—u(2r—j) (5.44)

(2) Pour tout 0 < j < 2r on dispose d’une suite exacte :

0— N2rfv(2r7jfl)/N2rfv(2rfj) i} N](f_)l/N(p) K) Nv(j+1)/Nv(j) — 0 (545)

J

(8) Pour tout 0 < j <2r ona:

v(j)=v(i+1) e v2r—j)=v2r—j—1)+1 (5.46)
(4) Pour tout 0 < j < 2r tel que v(j) <v(j+1) onav(j+1)=uv(j)+1et:

V2 NN 55 Ny /Nogy (5.47)
Démonstration. (1) Donnons la preuve de Oort. Il commence par dire que :

V(Nor—j) C Nygr—j) (5.48)

pour en déduire I'inclusion :
F(Nyy_yar_j)) € NP (5.49)

J
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Le seule moyen que j’ai trouvé pour passer de I'un a 'autre et d’appliquer L a la premiere :

V(Nor—j) C Nyr—jy = L (V(N2p—5)) D L (Nozr—y)
= F7H(L (N2r—5)) O Narmo(zr—s) (5.50)
= F_1<Nj) 2 N2r—v(2r—j)

Ici la seule chose qu’on utilise c’est la dualité dans les bonnes filtrations et la proposition
5.4.3| (3) appliquer sur base S générale comme nous I’avons remarquer en . Mais I'in-
clusion V(Ny,—;) C Ny@r—jy, est par définition une égalité. Il me semble donc que le petit
calcul ci dessus nous fournit une égalité et donc démontre le point (1).

La ou je peux me tromper c’est dans le fait que j’utilise égalité F~1(L (T)) =L (V(T))
de la proposition m dans le cadre d’une base S arbitraire (la proposition est démontrée sur
un corps). Mais il me semble que la démonstration de cette derniere, comme je ’ai remarquer
en [5.4.4] est purement formelle et ne repose pas sur le fait que la base soit un corps.

Si I'égalité F~1(L (T)) =L (V(T)) n’est pas vraie sur une base arbitraire (il est pos-
sible que quelque chose m’ai échappé) alors je ne vois pas comment démontrer I'inclusion
précédente.

Oort utilise I'inclusion précédente pour conclure que toutes les fleches de la proposi-
tion existent et par conséquent il suffit de démontrer la proposition au niveau des fibres
géométriques (parfait suffit). Dans ce cas on peut utiliser les modules de Dieudonné et alors
cela devient un simple calcul d’algebre linéaire.

Remarquer que si pour une raison qui m’échappe on ai a priori juste 'inclusion [5.49
(et non D'égalité), alors comme le remarque Oort on peut raisonner au niveau des fibres
(quelconques) et dans ce cas on peut utiliser ’égalité de la preuve de la proposition précédente
(on peut car cette fois-ci on est sur un corps) :

2r —v(j) = f(2r —J) (5.51)

pour obtenir le résultat voulu.

Passons au point (2). Comme expliqué précédemment il suffit de le montrer fibre a fibre

et pour ce faire nous allons utiliser les modules de Dieudonné. On note Ny — Spec(K) C S

une fibre ou K est parfait. On note A = D(NN,) son module de Dieudonné. Noter pour

commencer que 'exactitude a droite découle de la définition de v et 'exactitude a gauche
découle du point (1). Montrons I'exactitude au centre. Soit x € Ag‘i)l tel que :

Fr € Ay = F(NP) (5.52)

J

Soit y € Agp ) tel que Fx = Fy. Alors F(z —y) = 0 et par conséquent il existe z tel que
Vz = x — y. Noter qu’ici on a utilisé Im) = KerF sous sa forme covariante (voir ci dessous
la remarque). D’apres le point (1) on a alors z € Ay, _y(2r—j—1). Par construction :

Vz=ux mod(Agp)) (5.53)
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d’ou I'assertion.
Le point (3) découle de la suite exacte (2). On pouvait aussi voir que I’égalité :

v())=v2r—j)+7 (5.54)

(obtenu de maniére similaire & celle pour f, voir démonstration proposition [5.4.6) donne
directement :

v(j)=v(i+1)=v2r—j)=v2r—j—1)+1 (5.55)
Le point (4) découle de (3) et (2).
[

Remarque 5.4.9. (1) Ici on fera attention au fait que 'on a utilisé la version covariante des
modules de Dieudonné qui utilise donc :

D(F: N — N®) = (V:D(N) - D(N)®) (5.56)

D(V : N® - N) = (F:D(N)® — D(N)) (5.57)
Je n’ai malheureusement pas eu le temps de réécrire la preuve en utilisant la version
contravariante.

(2) Dans la preuve de (2) on utilise le fait que 'anti-équivalence de catégorie donnée par
les modules de Dieudonné est exacte, et par conséquent pour tester 'exactitude dans
la catégorie des p-groupes il suffit de la tester au niveau des modules de Dieudonné, ce
qui est fait dans cette preuve.

Définition 5.4.10. (1) On appelle séquence finale une application ¢ : {1,...,2¢9} — {1,...,g}
telle que (0) = 0, ¥(2g) = g et tel que :

) <Pli+1) <y@i)+1 0<i<2g (5.58)

et
vEA)+1=v(i+1) & P2g—1i)=v(29g—1i—1) (5.59)

Noter que cela implique :

(29 — i) =) +g—i (5.60)

(2) On appelle séquence élémentaire une application ¢ : {1,...,g} — {1,...,g} telle que
©(0) =0 et :

() <pli+1) <epi)+1 0<i<g (5.61)

On notera ® I'ensemble des séquences élémentaires (g fixé).
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(3) Soit ¢ une séquence élémentaire. L’application ¢ : {1,...,29} — {1, ..., g} définit par :

. {@D(Z’) = (1)
(@ —d) = (i) +g—i

est appelé séquence finale étendue a partir de (.

Vi<yg

(5.62)

(4) On appelle type symétrique canonique tout type canonique 7 = {p,v,r} tel que s =r
et :

f()=2r—v@r—j) VO<j<r (5.63)
plj+1) = p(j) = p(2r —j) —p(2r —j —1) YO<j<r (5.64)

5) A toute type canonique symétrique 7 on peut associer une séquence élémentaire
y Yy ¥
comme suit : supposons {¢(0), ..., ¢(p(i))} construit pour un certains 0 < ¢; on définit :

{@(p(i)) =p(p(i) +1) = ... =p(p(i+1)) siv(i+1)=0v(i)

o(0(0) < p(pD) 1 1) < o < (ol + 1) siolit 1) > o) OO

On vérifie assez simplement a la main que cela fourni bien une séquence élémentaire.

Remarque 5.4.11. (1) Soit (N,{) un BT} symétrique sur un corps. Comme nous l’avons
vu précédemment, le type canonique associé est en fait un type canonique symétrique.
On peut donc lui associer une séquence élémentaire que I’on note ES(N). Nous verrons
plus loin que sur un corps algébriquement clos cette association est bijective.

(2) Soit (X, ) une variété abélienne principalement polarisée. Comme nous 'avons men-
tionné cette derniere induit un BT} symétrique (X |[p], A). On associe finalement a cette
variété abélienne la séquence élémentaire associé au BT) qu’elle définit. Autrement dit
on notera :

ES(X) := ES(X[p]) (5.66)

Définition 5.4.12. La stratification d’Ekedahl-Oort de 'espace des modules des variétés
principalement polarisées en caractéristique p > 0 est :

Agin @Fpn =] S, (5.67)

ped

ou S, est le sous schéma fermé réduit des points de séquence élémentaire égale a .

Pour montrer que cette décomposition est bien une stratification comme définie en [5.2.1],
nous avons besoin d’une proposition de l'article de Oort que nous ne démontrerons pas
faute de temps. Avant d’énoncer la proposition en question, nous devons définit une relation
d’ordre partielle sur I'ensemble ® des séquences élémentaires :

p =<y <= i) <) Vi<y (5.68)

On peut maintenant énoncer le résultat de Oort :
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Proposition 5.4.13. Notons 4(S,) := S, — S,. Soit ¢’ < ¢ deuz séquences élémentaires.
Alors :

Sy CS, (5.69)
Démonstration. [Oor01b] proposition 11.1 O

5.5 Compactification

Dans cette partie on s’intéresse au comportement de la stratification d’E-O dans le cas
de la compactification minimale A* et I'espace de module des variétés abéliennes principa-
lement polarisées. Nous ne démontrerons pas les principaux théoréme car cela demande une
compréhension plus fine de A*. La référence standard pour ce sujet est le livre de Faltings
et Chai ”"Degeneration of abelian varieties”, [GF90]. Cette partie a pour but de donnée une
petite idée du comportement des strates au bord.

On notera A* la compactification minimale de A, ® F,, et A une compactification
toroidale. Pour plus de détails on consultera [GF90] page 150-152 Thm 2.2 et 2.5.

Les schéma semi-abéliens apparaissent naturellement lorsque ’on s’intéresse aux compac-
tifications toroidales. On rappel qu'un schéma semi-abélien X — S est un schéma en groupe
commutatif lisse séparé a fibres géométriquement connexes tel que toutes les fibres X sont
des extensions d’un tore Ty (schéma en groupe étale-localement (resp fppf fpqc..) isomorphe
a des copies de G,,) par une variété abélienne A; :

0—-T, - X, = A, =0 (5.70)

On peut alors associé a tout schéma semi abélien sur un corps (T' — X — A) une séquence
¢élémentaire comme suit :

ES(X) :={1,....8,90) + 5,....,0(9) + 5} (5.71)

ou = dim(7T) et p = ES(A). Noter que pour 5 = 0 on retrouve bien la séquence élémentaire
associée aux variétés abéliennes.

On définit alors les strates de A* :
T, ={s=(X,\) € A" ES(X) =¢p} C A" (5.72)
Voici les principaux résultats obtenu par Oort :
Proposition 5.5.1. L’ensemble T, est localement fermé.

Démonstration. Voir la preuve de Oort dans son article [Oor01b], proposition 6.2. C’est au
cours de cette preuve que Oort utilise les compactifications toroidales : il utilise le fait que
le morphisme associé a une telle compactification ) : A — A* est propre et par conséquent
il suffit de prouver que ¢~(T,) = T, est localement fermé. Notez que Passertion a déja été
prouvée pour les points s € T, N A =T,NA =25, C A Il suffit donc de le prouver pour
s € 0(A) = A— A. La preuve fait alors intervenir des résultats non triviaux sur A qui

demandent un peu trop de pré requis pour étre étudiée ici. O
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Proposition 5.5.2. Les composantes irréductibles d’une strate T, intersectent A et cette
intersection est une composante irréductible de S, .

Démonstration. Voir la preuve de Oort, [OorQ1b] proposition 6.3. O
Théoréme 5.5.3. Pour toute séquence élémentaire ¢ la strate T, C A" est quasi affine.

Démonstration. Voir [Oor01b], théoreme 6.5. La preuve est completement similaire a celle
du théoreme [5.3.18] . Il faut tout de méme un peu plus travailler car on travaille ici avec des
schémas semi-abéliens. O

5.6 Classification des BT, polarisés

Nous allons maintenant énoncer un théoreme de classification tres puissant dont la
démonstration repose uniquement sur de l’algebre linéaire et sur les outils développés tout
le long de cette section sur la stratification. Faute de temps, nous de démontrerons pas
le résultat, mais nous allons tout de méme donner le cadre dans lequel Oort travail pour
démontrer ce résultat.

Théoréme 5.6.1. Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0. Soit (N, [,])
un BTy polarisé de rang p*? sur k. Soit ¢ = ES(N) la séquence élémentaire associé a N.

Alors :

<N7 [7]) 1> (thv <7 >st) ®Fp k (573)

En particulier on dispose d’une bijection :

séquences élémentaires de longueur g}

{BT) polarisé de rang p*?}/ ~ = {
—  ES(N)

(N[] (5.74)

Remarque 5.6.2. On a déja vu que travailler avec des séquences élémentaires ou finales était
essentiellement la méme chose (tronquer et 'opération inverse de étendre, voir . Or
avec un peu de combinatoire on se rend compte que les séquences finales peut étre comprises
en termes de groupe de Weyl de Sp,,. La suite des événements a montrer que ce point de vu
était plus simple et s’adapter mieux au cadre des variétés de Shimura. Le théoreme précédent
devient :

Théoreme 5.6.3. Sur un corps algébriquement clos on dispose d’une bijection :

{BT; polarisé de rang p*}/ ~ = W,

(VL)) = ES(N) (5.75)

Pour plus de détails on consultera [MWO03] théoréme 5.4.

Donnons le cadre dans lequel Oort travail. Soit ¢ une séquence élémentaire et ¢ la
séquence finale associée (voir [5.4.10)). On note (m;) les indices (ordre croissant) pour lesquels
Y(i— 1) < (i) (on dit que ¢ "saute” d’un rang) :
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0=mp<my <..<my<2g (5.76)
On note (n;) 'ensemble complémentaire ou autrement dit I’ensemble des indices pour
lequel ¥(i — 1) = (i) :
1<n,<..<n <2 (5.77)
Par convention on note 2g + 1 = mg41, ng = 2g + 1 et ng; = 0.

Construction Nous allons construire a partir d'une séquence élémentaire ¢ un module de
Dieudonné A, muni d’'un accouplement (,) non dégénéré sur F,,.

On définit A, comme étant un F-espace vectoriel de dimension 2¢ de base {Zi, ..., Za,}.
On définit :

On définit ensuite :
F: A —- A
X, — Z; (5.79)
Y, — 0
et
V:A - A
Z; — 0 (5.80)

Zogy1—; = LY

pour tout 0 < i < g ou V(Zyyi1-) = +Y; si Zogr1—i € {Y,, ..., Y1} et V(Zoyi1-) = —Yi
si Zogr1-i € {Xi,...,X,} . Noter que c¢’est compatible avec I'hypothese KerF = ImV et
KerV = ImF(on s’intéresse aux BT;). On définit ensuite 'accouplement A, x A, — k par :

(X3, Yj) =65 (X3, Xj5) =0; (Y3,Y;) =0; 0<i<g (5.81)

Noter qu’alors on dispose des relations attendues :

(F(a),b) = (a, V(b)) VabeA, (5.82)

(se rappeler que l'on travail avec la version covariante). Par construction on dispose des
décompositions :

Im(F) =Ker(V)=F,.Z1 & ... 8 F,.Z, (5.83)

Im(V) =Ker(F)=F,.Y,&..aF,.; (5.84)

On note alors N, le schéma en groupe associ¢ a A,. On dispose d'une filtration sur

ce dernier par les schémas en groupes associés a la filtrations de A, par les sous-modules
A; = Bo<;<[F,.Z;. Noter cette filtration est finale et nous permet de retrouver ¢ (tronquer).

Autrement dit on vient de construire un BT qui posséde certaines propriétés et notamment
celle que ES(N,) = ¢.
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Définition 5.6.4. (1) Soit k un corps parfait. On dit que (N, (,)) est un BT; polarisé sur
k si N est un BT sur k et que son module de Dieudonné A = D(N) et muni d'un
accouplement (,) : A x A — k non dégénéré alterné tel que (Fzx,y) = (x, Vy)? pour
tout x,y € A.

(2) Un BT isomorphe a (N, (, )st) est appelé type standard définie par .

Soit (X, A) une variété abélienne principalement polarisée sur k parfait. Alors N := X|p|
est un BT symétrique. On a vu que 'accouplement sur ce dernier est anti-symétrique. On
obtient donc un BT} polarisé. Le point clé dans la démonstration de Oort est la proposition
suivante qui dit que I'on peut raffiné les filtrations canoniques en des filtrations finales.

Proposition 5.6.5. Soit k un corps algébriquement clos. Soit (N, (,)) un BTy polarisé sur
k et soit ( : N — NP la symétrie induit par {(,). Alors la filtration canonique sur N peut
étre raffinée en une filtration finale de (N, ().

Démonstration. Voir [Oor01b] proposition 9.6 O

5.7 Le cas g =1 : la courbe modulaire

Nous allons décrire explicitement la stratification d’E-O dans le cas simple de g = 1. On
s’intéresse donc a ’espace de modules des variétés abéliennes de dimension 1, c’est a dire aux
courbes elliptiques. Cet espace de modules est plus connu sous le nom de courbe modulaire.
Noter que les courbes elliptiques sont toutes principalement polarisées. Noter que I'on travail
toujours en caractéristique p > 0.

Pour décrire cette stratification, nous allons de voir étudier la p-torsion des courbes
elliptiques. Nous commencons par quelques lemmes :

Lemme 5.7.1. Soit N un BT,. Notons ES(N) la séquence élémentaire associée. Soit k une
cloture algébrique de k. Alors ES(Ng) = ES(N). En particulier si X — k est un k-point de
Ay (non nécessairement g = 1) alors ES(X3) = ES(X).

Démonstration. 1l faut se souvenir que ES(N) est construite a partir du triplet canonique
7(X) = {p,v, f} associé a la filtration canonique par V et F'—1. Il suffit donc de prouver
que ce triplet est invariant par changement de base & k. Mais cela découle de la fonctorialité
du Frobenius et du Verschiebung qui permet d’identifier les deux filtrations :

0CNC..CN,=V(N)C..CN,=Ng (5.85)
0C (M)z C ... C(Ny)p=V(Ng) C...C(Ns)p=Nyg (5.86)

ou N, est la filtration canonique de Ny et (N-)E est celle de N que 'on a changé de base
a k. Cette identification nous permet de conclure que les triplets canoniques obtenus par
filtration avant ou apres changement de base sont les mémes. Les séquences élémentaires
sont alors les méme car construite a partir du triplet canonique. O

Ce lemme nous permet de travailler (comprendre filtrer) avec une version explicite des
sous groupes de p-torsion en fonction des groupes p,, a,, Z/ ka.
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Théoréme 5.7.2. L’espace de module Aj 1, est composé de deuz strates :

Al = Sﬂaord L S

Psup

(5.87)
ot S, est appelé lieu ordinaire et S, est appelé lieu supersingulier. Il correspondent res-
pectivement aux courbes elliptiques ordinaires et supersinguliéres. On dispose d’une relation
d’ordre Ysup < Pora €t par conséquent :

S

Psup

C aA(Sﬂﬂord) (588)
En particulier le lieu ordinaire est dense dans dans Aj.

Démonstration. Puisque g = 1, il y a #®, = 29 = 2 séquence ¢lémentaires. Les deux
séquences élémentaires sont bien évidement p; = {0,0,1} et ¢y = {0,1, 1} et en particulier
©1 < o. Nous allons montrer que ES(F) = ¢, pour un courbe elliptique £ — k supersin-
guliere et ES(E) = o pour un courbe elliptique £ — k ordinaire. Soit donc F — k une
courbe elliptique quelconque. Pour calculer ES(E) on peut supposer k algébriquement clos
d’apres le lemme précédent. La filtration canonique de E est :

0 C V(E[p]) = Ker(F) C E[p] (5.89)

que 'on notera désormais :

O = NO C N1 C N2 (590)

Notez que |Ni| = p et par conséquent N; est soit étale soit connexe. Mais puisque N; =
Ker(F') il ne peut étre étale. Par conséquent, comme nous sommes sur k algébriquement clos,
N est égal soit a p, soit & a,. Dans les deux cas p = {0, 1, 2}.
(1) Ny = a,. Dans ce cas V est nul sur o, et par conséquent V(N;) = Ny ie. v(1) = 0.
D’apres [5.4.10[ on a alors ES(E[p]) = ¢1 = {0,0,1}.
(2) Ny = p,. Dans ce cas V' est un isomorphisme sur y, est par conséquent V(N;) = Ny
ie. v(1) = 1. D’apres [5.4.10| on a alors ES(E[p]) = ¢2 = {0, 1,1}.

Il reste a montrer que le premier cas correspond bien a une courbe elliptique supersin-
guliere et le second a une courbe elliptique ordinaire. Si E est ordinaire, c’est-a-dire que
Ep|(k) = Z/pZ, alors elle contient nécessairement un partie étale. Sur k algébriquement
clos la partie étale est nécessairement Z/ ka (pour des raisons d’ordre) qui est un groupe

étale-local. Maintenant puisque E[p] ~ E'[p] = E[p]”, on a que El[p] est son propre dual
et par conséquent si il contient un groupe étale-local il contient nécessairement un groupe
local-étale c’est-a-dire p,. Le cas ordinaire correspond donc bien au deuxieme cas. Le premier
cas correspond alors automatiquement au cas supersingulier, pour lequel on vérifie bien que
Elp](k) = 0. O

Remarque 5.7.3. Méme si nous n’en avons pas eu besoin dans la preuve de ce théoréme,
on dispose en fait d’'une description plus explicite de la p-torsion d’une courbe elliptique.
En effet dans le cas ordinaire, pour des raisons d’ordres on a que E[p] est une extension de
Z/ﬂk par p,. Or sur un corps k algébriquement clos (parfait suffit) on a Ex‘cl(Z/ipzk7 [p) =
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k*/(k*)? = 0 donc cette extension est en fait scindée, ie. Elp| = Z/pZ, X ji,. Pour le cas
supersingulier, on peut montrer qu’alors E[p] est une extension :

0— a, — Elp| - a,—0 (5.91)

qui n’est pas scindée en général. On pourra trouver une preuve dans [Ulm91] proposition 4.1.

Les calculs de filtrations peuvent alors étre effectuer via les modules de Dieudonné.
(1) Si E — k est ordinaire :

D(E[p]) ~ D, x Z/pL,) =~ B/ E(F,V = 1) @ Ey/Ep(F —1,V) (5.92)

Ou autrement dit :

(00 e (00) -

(2) Et si E — k est supersinguliere :

avec pour matrices :

D(E[p]) = Ex/Ex(F + V) (5.95)

ou autrement dit :

D(E[p]) =~ eik @ ek (5.96)

V- (8 é) F- (8 é) (5.97)

Je n’ai pas montrer que dans le cas supersingulier on a bien D(E[p|) ~ Ey/Ex(F + V).
1l doit certainement y avoir une preuve plus simple, mais mon raisonnement consisterait a
se ramener au cas algébriquement clos et ensuite montrer qu’il n’y a qu’une seule séquence
élémentaire vérifiant les caractéristiques du cas supersingulier (p-rang, a-rang etc), ce qui
est assez simple étant donné les relations combinatoires vérifié par cette derniére, et ensuite

d’utiliser le théoréme [5.6.1l.

avec pour matrices :

5.8 Lecas g=2

On se propose de réaliser les mémes calculs pour le cas g = 2. Dans ce cas les modules
de Dieudonné sont :

(1) Si X — k est ordinaire :

D(X[p]) ~ D((1)* x (Z/pZ,)?)

(Bx/EW(F,V = 1)) @ (Ey/ Ex(F — 1,V))? (5.98)

12

Ou autrement dit :
D(X[p]) ~ e1k & ek & esk & esk (5.99)
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avec pour matrices :

1 000 0000
o A b
0000 0001
La filtration canonique est :
0 C e1k P esk C etk @ exk @ esk @ esk (5.101)
ou en termes de schémas en groupes :
0C (1) C Xp (5.102)

Par conséquent v = {0, 1,1} et p = {0,2,4}. Finalement dans le cas ordinaire ES(X) =
{0,1,2,2,2}.

Si X — k est de p-rang 1 :
D(X[p]) =~ D(up x Z/pZ, x X[plu)
k (5.103)
Ou autrement dit :
D(X([p]) ~ e1k @ ek @ ezk @ esk (5.104)
avec pour matrices :
1000 0000
0000 0100
V=looo 1" F5looo1 (5.105)
0000 0000
La filtration canonique est dans ce cas :
0Ce Ceakd®esk C ek ®esk @ ek C etk @ ek @ esk @ esk (5.106)
ou en termes de schémas en groupes :
0 C pp C pp X ap C pip X ap X X[plee C X[p] (5.107)

Par conséquent v = {0,1,1,2,2} et p = {0,1,2,3,4}. Finalement dans le cas de p-rang
1 ES(X) = {0,1,1,2,2}.

Si X — k est superspéciale :
D(X[p]) ~ (Ex/Ex(F +V))? (5.108)

Ou autrement dit :
D(X([p]) ~ e1k @ ek @ ezk @ esk (5.109)
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avec pour matrices :

0100 0100
R o
0000 0000
La filtration canonique est dans ce cas :
0 C e1k P esk C etk @ exk @ esk B eqk (5.111)
ou en termes de schémas en groupes :
0Ca, X a, CX[p (5.112)

Par conséquent v = {0,0,1} et p = {0,2,4}. Finalement dans le cas superspécial
ES(X) = {0,0,0,1,2}.

(4) Si X — k est supersinguliere non superspéciale :

D(X[p]) =~ Ex/En(F? +V?) (5.113)
Ou autrement dit :
]D)(X[p]) ~ 61]{/’ &P 621{? P 63]{3 2, 64]{3 (5114)
avec pour matrices :
00 0O 00 0O
0000 10 00
V= 10 0 O’ F= 00 0O (5.115)
0010 0100

La filtration canonique est dans ce cas :
0 C ek Cesk® 63]{? C esk @ 631{? @ esk C etk D exk ® egk @ eqk (5116)

Malheureusement on ne peut exprimer la filtration canonique en termes de schémas en
groupes usuels. Finalement v = {0,0,1,1,2} et p = {0,1,2,3,4}. et donc dans le cas
superspécial ES(X) = {0,0,1,1,2}.

Pour le cas g = 2 on a finalement la stratification suivante :

Théoréme 5.8.1. L’espace de module Ay des variétés abéliennes de dimension g = 2 prin-
cipalement polarisées est composé de quatres strates :

US

Psupspec

A2 = S@ord U SSszl U S

Psupsing (5117)
oo 5L appelé lieu ordinaire, Sy, est appelé lieu de p-rang 1, S, ... est appelé lieu su-
persingulier non superspécial, S, ... est appelé lieu superspécial. On dispose d’une relation

d’ordre pour tout v @; < porq €t par conséquent :

S, C OalS

Pord

ou S

) Vi (5.118)

En particulier le lieu ordinaire est dense dans dans As.
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6 Conclusions et perspectives

Pour comprendre la stratification d’Ekedhal-Oort de l'espace de modules des variétés
abéliennes polarisés nous avons été amené a comprendre les variétés abéliennes dans un
premier temps, et la théorie de Dieudonné dans un second temps. Cette derniére joue un
role centrale dans cette stratification car cette derniére et déterminer par les filtrations des
groupes de p-torsion des variétés abéliennes. Elle nous a donc permis de voir cette filtration
comme un simple filtration par des sous-modules.

La combinatoire obtenue naturellement lors de ces filtrations peut sembler assez complexe
au premier abord. Une généralisation a été faite par G. van der Geer dans son article Cycles
on the moduli space of abelian varieties, [dG99]. Dans son article la combinatoire de la
stratification d’E-O est encodée dans le groupe de Weyl W,. Plus précisément, on note
X, — A, la variété principalement polarisée universelle et :

ilR(Xg/Ag) = Hi(Xga Q:\fg/Ag) (6.1)
les faisceaux de cohomologie de de Rham associés. On dispose d’une filtration appelée filtra-
tion de Hodge :

FﬂiHSR('Xg/Ag) = Im(Hk(ng TZiQ:Vg/Ag) - Hk(Xga Q:Yg/Ag)> (6.2)

En degré 1, Hyp(X,/A,) est un faisceau localement libre de rang 2¢ sur S muni d’un forme
bilinéaire alternée non dégénérée :

() Hin(Xy/Ay)  Hin(X, ) Ag) = O, (6.3)
induite par la polarisation. De plus on dispose d’une suite exacte :
0= m% 4, = Har(Xy/Ay) = RIm.Ox, — 0 (6.4)
En termes de fibrés de Hodge c’est juste :
0>E—-H—-E =0 (6.5)

ot H = H}p(X,/A,). On dispose également du Frobenius et du Verschiebung en cohomolo-

gle :
F:H-H?P, V:H?” - H (6.6)

L’idée est alors de travailler 'espace des drapeaux symplectiques F, sur H. Ce dernier est
muni d’'un morphisme :

Fg = Ay (6.7)

qui va nous permettre de "descendre” la stratification de F; en une stratification de A,. G.
van der Geer défini la stratification de F, comme celle dont les strates sont :

(Ed,F,) € Uy, & dim(E; NF,;) > 1, (4, ) (6.8)

ou E, et Fy sont des filtrations de H utilisant le Frobenius et le Verschiebung et r, une
donnée combinatoire de w. Il montre que cette stratification a pour image sur A, une strate
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d’Ekedhal-Oort. L’utilité de cette construction est qu'’il est plus facile de travailler avec F.

Si j’avais eu le temps, c’est dans cette direction que je serais allé. Les deux articles de
Gerard van der Geer [dG99] et [dG11)] en particulier sont trés complets et le deuxiéme sur la
cohomologie de l'espace de modules me permmettrait de mieux comprendre l’intérét profond
de la stratification d’Ekedhal Qort. Cet article comporte d’ailleurs un passage sur les formes
modulaires de Siegel et me permettrait de voir un exemple, plus poussé que celui des courbes
modulaires, d’interaction entre formes modulaires et espace de modules.
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