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CHAPITRE 1

Construction des représentations du groupe de Weyl, d’aprés
W. Rossmann

[’objet de ce chapitre est de donner une construction due a Rossmann de la
correspondance de Springer.

1. La résolution de Grothendieck-Springer

1.1. On introduit les notations suivantes :

g : algébre de Lie semi-simple complexe.

G : groupe adjoint de g.

B : variété des drapeaux de G réalisée comme ’ensemble des sous-algébres de
Borel b de g. Posons dim¢ B = n.

B* =T*B : fibré cotangent de B, identifié¢ canoniquement a

{(b,v) € B x g*|v € b*}.

k : forme de Killing sur g. On utilise x pour identifier g et g*. Si q est une
sous-algebre de g ou la restriction de x est non dégénérée, ceci permet, d’obtenir une
injection q* — g*.

Nous allons maintenant faire des choix dont dépendront en partie les construc-
tions.

U : forme réelle compacte de G, 7 I'involution de Cartan correspondante. On
pose bien sir u = Lie(U), de sorte que la décomposition de Cartan de g s’écrit
g=udu.

b : sous-algébre de Cartan de g, H sous-groupe de Cartan correspondant, que
’on suppose 7-stable et dont la décomposition de Cartan est H =TA (T = HNU,
h=tda,out=hNuet a=hnNiu).

W : groupe de Weyl du systéme de racines de f dans g.

b, : sous-algébre de Borel de g contenant h; B; son normalisateur dans G. On
considére b; comme un point-base de B, de sorte que B ~ G/B;.

K, : forme bilinéaire symétrique sur g (vu comme R-espace vectoriel) donnée par

(X, Y) = —r(X,7(Y)).

C’est un produit scalaire sur g. On note || || la norme associée. on note de la méme
maniére le produit scalaire et la norme sur g* obtenu grace a l'identification g ~ g*.

1.2. Nous allons utiliser le résultat suivant :
LEMME. L’action de U sur B est transitive.
Démonstration. Soit G = UAN une décomposition d’Iwasawa de G, ou A =

expa et N C By. Alors il vient G = UAN C UB; C G. On en déduit que U agit
transitivement sur G/B; ~ B. O
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Comme UN B, =UNH =T, on en déduit :
COROLLAIRE. B ~ U/T et l'intersection de tout sous-groupe de Borel B avec U
est un tore mazximal de U.

De ceci, il découle que 'ordre des choix aurait pu étre fait de facon légérement
différente : on choisit B; et U indépendamment I'un de 'autre. Leur intersection T
est toujours un tore maximal de U. On choisit enfin H contenant T et contenu dans
B;.

1.3. Le quotient coadjoint. Considérons ’application quotient, au sens de la
géométrie algébrique :

g G\g"
donnée par l'inclusion C[g*]¢ < C[g*]. En tant qu’ensemble, le membre de droite
est I’ensemble des orbites coadjointes fermées (c’est-a-dire semi-simple par l'identi-
fication g ~ g*). D’apreés le théoréme de Chevalley, la restriction des fonctions de g*
a b* définit une application C[g*]¢ — C[h*]" qui est en fait un isomorphisme. De

maniére plus concréte, G\\g* peut donc étre identifié en tant que variété affine avec
W\b*. La fibre de ¢ au-dessus d’un élément W - X\ € W\b* est la variété

O = {€ e gl (Vp € Clg']9), p(&) = p(V)}.
Quand X est régulier, ceci est juste 'orbite G- A. A 'opposé, lorsque A = 0, cette
fibre est le cone nilpotent N' C g* (voir [Kostant]).

1.4. Notons gf, (resp. b)) 'ensemble des éléments semi-simples réguliers de g*
(resp. h*). La restriction de ¢ & g, fournit une fibration localement triviale

* q *
G — W\hr
de fibre isomorphe & G/H.
1.5. Le diagramme commutatif ci-dessous occupe une place centrale dans la
théorie des groupes réductifs complexes. Ceci s’explique par le fait qu’il réalise une

résolution simultanée des singularités de ’application ¢. Nous noterons n = [b, b] le
radical d’une sous-algébre de Borel b € B. Posons

g ={(b,r)lren'} =G xp ny.
C’est une variété algébrique lisse complexe. L’isomorphisme est donné par
(9.v) € G xp ni > (g-bi,g-v) €5

La résolution simultanée est donnée par la seconde projection p : g* — g, et
s’inscrit dans le diagramme :

g —— g

(1.5.1) ql lq
h —— W\p*
L’application ¢ est définie de la maniére suivante. Soit (g,7) € G x p, ni-. La décom-

position b; = h@n,; donne par passage au dual une décomposition ni- = h*@bi-. On
projette alors v sur A € h* selon cette décomposition et 1’on pose §(g,v) = A. On
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vérifie facilement que ¢ est bien définie, en utilisant le fait que B; agit trivialement
sur by /[by, by].

1.6. Nous donnons maintenant quelques propriétés de ce diagramme. Tout
d’abord I'application ¢ est une fibration topologiquement globalement triviale. On
construit une trivialisation de la maniére suivante. La fibre au-dessus de 0 est

B*={(b,v) € Bx g*lveb'} ~G xp, b
Comme nous l’avons vu précédemment, tout élément b € B peut s’écrire u(b) - by,

ou u(b) est un élément de U défini & translation a droite par T' prés.

LEMME. La fibration ¢ : g* — b* admet une trivialisation R-analytique et U
équivariante

B x b =g,
(b, v, A) — (b, u(b) - A+ v),
ou de maniére équivalente :
(G xp, b7) x b* =~ (U xp by) x h* ~ U xpni ~ G xp, ny
(u, v, \) = (u, A+ v)

Démonstration. 1l résulte de 1.2 que B* ~ U xpbi et g* ~ U xpni . Tout n’est

alors qu’une suite de vérifications triviales, ou I'on utilise principalement le fait que
ni =bh*d b O

1.7. Pour tout A € h*, on pose
=q"'(\) ca"

On note py 1’homéomorphisme entre la fibre Qy = p~'(0) = B* et la fibre Qy
donnée par la trivialisation précédente, c’est-a-dire

pr: (b,v) € B — (b,u(b) - A\ +v) € Qy,

ou encore
(u,v) €U xp by + (u, A\ +v) €U xpnf

1.8. Nous continuons ’étude du diagramme (1.5.1). Remarquons tout d’abord
que :

PROPOSITION. (a) L’application de projection 7 est continue, surjective, a fibre
finie, et m=1(0) = 0. Sa restriction a b est un revétement de groupe de Galois W .

(b) L’ application p est propre. Si X € b, elle induit un homéomorphisme ¢='(\) ~
q Y(m(N\)). Pour X € b* quelconque, Uapplication ¢ (\) — ¢ (7 (N\)) induite par p
est surjective.

Démonstration. Le a) est bien connu, et nous le laissons au lecteur. Le fait
que p soit propre résulte du fait qu’elle est la restriction de la seconde projection
B x g — g*, et que B est une variété complexe projective. La seconde assertion de
(b) est plus subtile. On utilise le résultat suivant.
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LEMME. (|CG| Lemmes 3.1.43, 3.1.44) Soit b une sous-algébre de Borel de g, n
son radical, et b une sous-algébre de Cartan contenue dans b, de sorte que b = hdn.

- Soit x € b régulier. Alors B-x = x+n. En particulier tout élément de la forme
x + 1y avec y € n est semi-simple régulier.

- Pour tout polynome p € (C[g]G, pour tout x € b, p est constant sur r + n.

Revenons a la démonstration de la proposition. Soit A € h. On a
g (N ={(b,v) € g"|u(b) ' -v— X € by}

En utilisant 'isomorphisme g* ~ U xp n{, on identifie ¢ 1(\) a I'ensemble des
(u,v) € U x7 ni tels que la composante de v sur h* dans la décomposition n{- =
b @ b* soit ), c’est-a-dire qu'il existe p € b tel que v = A + p. Du lemme,
retraduit en utilisant 'isomorphisme g ~ g*, on déduit qu’un élément de la forme
A+ avec p € b est semi-simple régulier et conjugué a . On en conclut que v est
conjugué a A, et réciproquement, pour tout v conjugué a A, on écrit ¥ = g - A pour
un certain ¢ € GG, que 'on décompose en g = ub, avec u € U et b € B;. L’élément
(u,b- \) € U xp ni est alors dans G~*(\), et Pon vérifie que v — (u,b- ) définit
un isomorphisme entre Q) = ¢~ (7(\)) = G- X et ¢'()\) donné par (I'inverse de) la
restriction de p. ([l

On notera g}, I'image réciproque de g, par p.

1.9. Définissons une application p, (dépendant du choix de by) de B* dans Q)
par p, = p o py, c’est-a-dire :
pr: u- (b, v)—u- (A+v)

pour tout u € U, v € bi. On vérifie immédiatement que py est bien définie sur B*.
Le fait que py soit a valeurs dans €2, n’est pas évident sur la formule. Cela peut étre
vu comme une conséquence du deuxiéme point du lemme précédent.

Lorsque A est régulier, p) est un homéomorphisme. En général, cette application
py n'est ni holomorphe, ni G-équivariante (seulement U-équivariante). En revanche,
elle satisfait ces deux propriétés si A = 0.

po: B —= Q=N
(b,v) = v
1.10. Soit A € bh* régulier. Définissons 'application 7y : 2\ — B  ¢g:A — g-by.

On vérifie facilement que 7, o py = 7 : B* — B, la projection canonique. Ceci est
G-équivariant et holomorphe, alors que py) n’est en général ni I’'un ni ’autre.

2. Construction de représentations de W
On reprend les notations de la section précédente.

2.1. Supposons A € h* régulier. L’application py : B* — €2, est alors bijective
et pour tout w € W on pose :

ay(w) :p;.l/\ opy : B — B*.

Il est évident que ’on a la relation de cocycle :

(2.1.1) axr(wy) = ayr(w)ax(y).
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Si 'on pouvait passer a la limite lorsque A tend vers 0 dans cette équation, on ob-
tiendrait une action de W sur B* laissant ’application p, invariante, de sorte que
W permuterait les fibres de py. Ceci est bien str impossible, car de telles fibres sont
génériquement des singletons. L’application py est "application de Springer, qui est
une désingularisation py : B* — N = Qg du cone nilpotent A de g*. Au lieu de cela,
Rossmann, suivant une idée de Kazdhan-Lusztig ([KazdhanLusztig80]), va définir
un homomorphisme de W dans le groupe des classes d’homotopies inversibles d’ap-
plications propres de B* dans lui-méme. Précisons que dans ([KazdhanLusztig80]),
les auteurs ne parviennent pas a montrer que leur construction définit un tel homo-
morphisme. La construction de Rossmann utilisant les a,(w) est différente a priori,
mais on peut montrer qu’elle coincide avec (|[KazdhanLusztig80|).

2.2. Soit X et Y deux variétés (réelles). Notons HP(X,Y) I'ensemble des
classes d’homotopies propres d’applications continues propres de X dans Y. On
abrégera HP(X) = H?(X, X) et on notera HP*(X) le groupe des inversibles.

2.3. Ecrivons explicitement la définition de ay(w) :
ax(w)(u- (by,v)) =u - (by,v)on v - (w-A+v)=u-(A+v).
D’ou
u v —urv=u-A—u - (w),
et donc U étant compact, il existe une constante C' > 0 telle que

u v —u-v|] <IN
I <

Pour A suffisamment proche de 0 (mais régulier), les applications a,(w) laissent
ainsi ’application de Springer py presque invariante, dans le sens o

(2.3.1) Ipo(ax(w)(b,v)) = po((b,v))|| < C[[A]l.

2.4. Pour toute partie V € N, soit B*(V) := p,* (V) C B*. On voudrait
construire un homomorphisme de W dans H?*(B*(V')). Pour cela, certaines hypo-
theses de régularité sur V' vont étre nécessaires. Pour € > 0, posons

Vi={veN|IeV; |v-V| <e}

On impose a la partie V' de vérifier la propriété suivante :
(x) pour tout € > 0 suffisamment petit, la classe dans H?(B*(V'), B*(V;)) de l'in-
clusion
i: BY(V)— B*(V)

admet un inverse, c’est-a-dire qu’il existe p : B*(V.) — B*(V) tel que la classe
d’homotopie de poi dans HP(B*(V)) est celle de 'application identique de B*(V),
et celle de 7 o p est celle de I'application identique de B*(V,).

Nous verrons plus bas que cette propriété est partagée par une classe trées large de

parties de A/, du moins suffisamment pour toutes les applications que nous envisa-
geons. Nous supposerons désormais que V' vérifie (), et nous fixons un € convenable.
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2.5. Il est clair d’apreés 2.3.1 que pour A assez petit,
ax(w)(B*(V)) € B* (Vo).
En particulier ’application,
arv(w): poay(w)oi

de B*(V) dans lui-méme est définie pour tout A € h* régulier et suffisamment
proche de 0. L’ensemble des tels A étant connexe, la classe ay (w) de ay v (w) dans
HP(B*(V)) ne dépend pas de A, comme le suggére la notation, et I'équation (2.1.1)
implique

ay(wy) = ay(w)ay(y).
On a donc définit ainsi un homomorphisme de W dans le groupe des inversibles de
HP(B*(V)). Ceci donne en particulier une représentation de W dans H,(B*(V)).

2.6. Rossmann donne deux conditions suffisantes pour que V' vérifie (*).
(a) V est un sous-polyédre fini d’une triangulation de N.
(b) V est un sous-ensemble constructible de N, stable par multiplication scalaire.

3. Spécialisation

3.1. On choisit V' = {v} dans la construction précédente, de sorte que B*({r})
peut s’identifier a

B”:={becBlveb}
Ceci est le groupe des points fixes du sous-groupe & un parameétre engendré par

v lorsqu’on identifie g et g* par la forme de Killing. On a donc construit dans les
paragraphes précédents une action du groupe de Weyl W dans H,(B").

Posons Ag(v) = G”/(G"). Ce groupe aussi agit sur H,(B").

LEMME. Soitv € N. Il existe ' dans l'orbite de v tel que tout élément de Aq (V')
admet un représentant dans U.

Démonstration. Ceci résulte des résultats sur les classes de conjugaison de sl
triplets et leur centralisateurs, voir par exemple [Vogan98|, Proposition 4.4 et 4.5.

COROLLAIRE. L’action de W dans H.(B") commute avec celle de Ag(v)

Démonstration. Les opérateurs ay(w) = p, '\ o py commutent avec action de U
sur B*, les py étant U-équivariants. 0

3.2. Le groupe W agit sur la variété des drapeaux B ~ U/T par

a(w)-(u-b)) =u-(w'-b;) (uel).

LEMME. (Voir [HottaSpringer77|.) L’inclusion i : B* — B induit une appli-

cation W -équivariante
H.(B") — H.(B).
Cette application se factorise par la projection
H.(B") — H,(B")A¢®)

sur les Ag(v)-invariants.
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Démonstration. 1l suffit de montrer que la classe d’homotopie a,(w) construite
ci-dessus admet un représentant o : BY — BY vérifiant

ioa”(w)~alw)oi

Choisissons un voisinage V' de B” dans B pour lequel I'inclusion £ : BY — V admet
un inverse en homotopie ¢ : V' — BY, ¢’est-a-dire q o k est homotope & 'identité de
BY et k o g est homotope & I'identité de V. Soit

U:={(b,);beV ||| <R}
pour un certain R > ||v|| fixé. Définissons
j: B —=U, b (kb),r)=(b,v) p:U—=B" (b,v)=qb).

Montrons que poj ~ 1 sur B” et jop ~ 1 sur U. La premiére relation est claire
puisque p o j(b) = go k(b) et go k ~ 1 sur BY. Pour la seconde relation, utilisons
le fait que ko q ~ 1 sur V pour choisir une homotopie ¢, : V — V,0<s <1 de
go = 1y & ¢ = k o q. Appliquons successivement les homotopies suivantes :

(1) (b,v') — (b,st'),de s=1as=0,

(2) (b,v") = (gs(b),0),de s=0a s =1,

(3) (b,V') = (koq(b),sv),de s=04as=1.
Ceci donne une homotopie de 17 & j o p, comme voulu.

Pour \ proche de 0, a)(w)(j(BY)) reste inclus dans le voisinage U de j(B"). Ce
qui précéde montre que I'on peut utiliser j et p pour construire la classe d’homotopie
a’(w). Pour un tel A, a”(w) est donc représentée par

poay(w)oyj: B — B,
Pour 0 < s < 1, définissons
Js: B" =U b (b,sv), ps: U=V, (b,V)— qb)),
avec ¢s comme ci-dessus. Considérons la famille d’applications
psoay(w)ojs: BY =V (0<s<1).
Pour s = 0, nous obtenons
Po © ax(w) o jo(b) = qo © ax(w)((b,0)) = a(w)(b)

parce que ay(w) et a(w) coincident sur B (vu comme la section nulle de B*), comme
on le vérifie facilement & partir de la définition de a)(w). D’autre part, pour s = 1,

p1oax(w) o ji(b) = poay(w)((b,v)) = poax(w) o j(b) = a”’(w)(b).

On a donc construit I’homotopie voulue entre i o a”(w) et a(w) o i. La seconde
assertion du lemme se montre en remarquant que l'action du stabilisateur de v dans
U, qui induit celle de A(v) sur H,(BY), est triviale sur H,(B) car U est connexe.[]

4. Action d’un sous-groupe analytique et variété conormale

4.1. Notations. Soit V' un C-espace vectoriel, et V* son dual. On notera Vi
'espace V' considéré comme R-espace vectoriel, et (Vg)* son dual. On notera ( , )
la dualité entre V et V* et par (, ) celle entre Vi et (Vk)*. On peut aussi regarder
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V* comme un R-espace vectoriel, et noter cela (V*)g. On a alors une identification
entre (V*)g et (Vg)* donnée par

(]5 € (V*)R — ¢R € (VR)*
ou pour tout v € Vj,
¢r(v) = Re(o,v)
Ceci nous permet d’abandonner les indices g dans les notations.

Ceci s’applique a notre algébre de Lie semi-simple complexe g. Soit q une sous-
algeébre réelle de g et () le sous-groupe analytique correspondant. Notons R, la
restriction de g* ~ (gr)* & q* et g+ son noyau. On considére la famille de supports
de g* formée des parties fermées contenues dans des bandes de la forme :

(4.1.1) RO < C1, la(@)l < Co,

ou (' et 'y sont des constantes positives. Ces conditions définissent aussi des familles
de supports sur g* et sur les fibres Q, et Q. On notera ‘H,(.) les homologies
correspondantes. Remarquons que le seconde condition de (4.1.1) est vide sur une
fibre Q) (ou Q) donnée. En particulier, comme B* = Qq la définition de ‘H,(B*)
ne fait pas intervenir la seconde condition.

4.2. La variété conormale. La variété conormale & la Q-action sur B est :
S:={(b,v)eB : veqg}
On dispose de deux applications naturelles :
m:8 — B, p:S—>g"
(b,v) — b (b,v) — v.

Ceci méne a deux facons différentes de voir &, premiérement comme union des
fibrés conormaux aux (Q-orbites dans B, et deuxiémement comme image inverse
p~ Y (N Ngt) pour la résolution de Springer p: B* — N,

Dans la premiére interprétation, on identifie B* avec le fibré cotangent réel de
la variété différentiable B* par la dualité (X, v) = Re(X,v) sur g/b x (g/b)*. Une
autre maniére intéressante de voir S qui est parfois utile est de définir

pq: B*—q%; (b,v) = Ry(v).

Ceci est I'application moment pour Uaction de @ sur la variété (réelle) B*. On a
alors S = p, ' ({0}).

4.3. L’importance de S dans le présent contexte vient du résultat suivant.

PROPOSITION. L’inclusion S — B* induit un isomorphisme de H.(S) ~ ‘H.(B*),
ou H,(S) désigne l’homologie de Borel-Moore avec supports arbitraires.

Démonstration. Pour tout ¢ > 0, soit V, = {(b,v) € B*| || Rq(v)|| < ¢}. Alors

H.(B') = lim H(V)),

la limite inductive des homologies des V.. avec supports arbitraires (| BorelMoore60|,
Thm 3.4). Pour tout ¢t > 0, l'application V., — Vi, (b,v) + (b,tv) induit un iso-
morphisme

H,(Ve) = Hi(Vie).
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Pour € > 0 suffisamment petit, le voisinage fermé V. de S se rétracte par défor-
mation propre sur S : il suffit de choisir une triangulation de la variété projective
B qui contient 'adhérence de & comme un sous-complexe. On a donc

H,(Ve) ~ H.(5)

pour un tel e. On obtient donc I'isomorphisme voulu en combinant les deux isomor-
phismes obtenus ci-dessus. 0

4.4. Nous supposerons maintenant que le nombre d’orbites de ) dans B est
fini. Il est donc clair que & admet une structure de variété analytique réelle de
dimension

dimg § = dim¢ B* = 2n,
ou n = dim¢ B. I’homologie en degré maximal peut étre décrite de maniére assez
explicite, comme suit. Notons S, la variété des points lisses de S. On dira qu’une
composante connexe C' de S, est une composante de §. Muni d’une orientation,
une telle composante définit une 2n-chaine [C] dans S.

PROPOSITION. Tout 2n-cycle I' dans S peut s’écrire sous la forme

D=Y"melC]  (mcc )

ot la somme est prise sur les composantes connexes de So.

Remarque. - On a choisi ici de prendre I'homologie a coefficients dans Q, car
c’est celle qui interviendra naturellement par la suite.

- Les chaines [C] ne sont elless-mémes pas des cycles en général, sauf si S est
muni d’une structure complexe.

La démonstration sera donnée un peu plus loin dans un cadre plus général.

4.5. Les principaux exemples que nous considérerons sont : Q = B, Gy, K¢,
ou B est un sous-groupe de Borel de GG, Gg une forme réelle de GG, et K¢ la com-
plexification d’un compact maximal K d’une forme réelle Gg de G. En fait les cas
Q = Gg et Q = K¢ sont des cas particuliers de :

DEFINITION. Une sous-algébre symétrique de g est une sous-algeébre de points
fixes g* ol ¢ est une involution de g en tant qu’algébre de Lie réelle.

On supposera toujours que ¢ commute avec 7, 'involution de Cartan de GG définis-
sant la forme compacte U, puisque 1’on peut toujours s’y ramener par conjugaison.

PROPOSITION. Dans le cas ot () provient d’une sous-algébre symétrique, le
nombre d’orbites de Q dans B et dans N'(qt) = N'Nqt est fini ainsi que le nombre
de composantes connexes des groupes d’isotropie.

La premiére assertion est un résultat de [Rossman79| (voir aussi |[RichardsonSpringer|)
et la seconde est due a Kostant-Rallis ([KostantRallis|) et Sekiguchi.

5. Généralités topologiques

5.1. Si X est un espace topologique quelconque, on notera H,(X) son homo-
logie de Borel-Moore & supports arbitraires; les coefficients sont pris dans Q, sauf
mention du contraire. Lorsque X est une variété analytique réelle, I'homologie de
Borel-Moore peut étre réalisée comme celle d’un complexe de chaines subanalytiques
(voir [KashiwaraShapiral).
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LEMME. Soit X une variété analytique réelle de dimension m.
a) Pour toute partie fermée Z de X, Uinclusion i : Z — X induit une injection
H,(Z) — H,(X).
b) Soit X la variété des points lisses de X. L’application
H,(X)— Hp(Xx)

induite par le plongement ouvert X, — X est injective. En particulier tout m-cycle
I' € H,,(X) peut s’écrire comme une somme

P=Y"me[Cl,  (mceQ)

la somme portant sur les composantes connexes C' de X, et [C] est le cycle fonda-
mental dans H,,(X) donné par une orientation de C.

Démonstration. L’assertion a) découle de la suite exacte
0=Hyu 1 (X\2) = Hp(Z) — Hpy(X)
provenant de la suite exacte longue en homologie associée a la partie fermée Z.

Pour démontrer b), considérons la partie suivante de la suite exacte longue as-
sociée a la sous-partie fermée X0 1= X\ Xoo :

Hon(Xsing) — Hin(X) = Hp(Xo0).

Comme dim(Xgng) < m, Hp(Xsing) = 0 et on obtient I'injection voulue. De plus
X4 étant une variété réelle de dimension m, ses composantes connexes munies d’'une
orientation forment une base de H,,(X), ce qui termine de montrer I’assertion. [J

5.2. Le résultat suivant sera crucial :

LEMME. Soit G un groupe de Lie réel et f : X — Y wune application surjec-
tive G-équivariante entre deux G-variétés analytiques réelles. Supposons que Y =
G-y ~ G/H soit un espace homogéne, et soit F:= f~1({y}). Posonsm = dim X, et
e =dim F'. Fizons une orientation de Y. Alors pour tout p, il existe une correspon-
dance biunivoque y <> ', donnée par I' = G-~y et v =T NF entre les (e —p)-chaines
H-invariantes vy sur F, et les (m — p)-chaines G-invariantes sur X. Cette corres-
pondance commute avec les opérateurs de bords. En degré maximum, cela induit un
1somorphisme en homologie

H,,(X)~ H,(F)"
o A = H/H, est le groupe des composantes connexes de H.

Démonstration. La correspondance au niveau ensembliste, telle qu’elle est don-
née dans I’énoncé du lemme, induit clairement une correspondance au niveau des
chaines. En degré maximal, les composantes connexes de X, correspondent aux
A-orbites sur les composantes connexes de F.,. Ceci donne H,,(Xs) =~ H,(Fy)*
qui se restreint en H,,(X) ~ H,(F)".

5.3. Notations. Soit G un groupe de Lie réel, et soit Y une variété analytique
réelle (pas nécessairement lisse), munie d’une action de G. On suppose que G n’a
qu'un nombre fini d’orbites dans Y. On identifiera les parties de G\Y aux sous-
ensembles G-stables de Y.

On définit un ordre partiel sur G\Y en posant
O<Qsi OcQ\Q
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ou 9 est adhérence de Q dans Y.
Pour tout sous-ensemble A de G\Y, définissons 0A C G\Y par

JA={0 € A: 3Q € A O < Q}.

On notera aussi parfois A’ = 0A, surtout lorsque le symbole 0 a d’autres utili-
sations.

Pour tout A C G\Y, posons A° = A\QA. Donc A° est constitué des orbites O
dans A qui ne sont pas dans ’adhérence d’une autre orbite dans A. Celles-ci sont

précisément les orbites ouvertes dans A, et seront appelées les orbites dominantes
de A.

Pour tout A C G\Y, considérons la suite de parties de A :
AR Al o AT c A C A

obtenue en répétant 'opération B — B’ = 0B. On obtient ainsi une filtration sur
G\Y, en prenant A = G\Y, que l'on appellera la G-filtration de G\Y'.

Soit f: X — Y une surjection G-équivariante entre variétés analytiques réelles.
Pour toute partie A C G\Y, posons X, := f~'(A). La G-filtration de Y induit
alors une filtration sur X :

LXED e x® - X" X' cX
oit X8 = f=1(y®).

5.4. Hypothéses. Nous allons maintenant étudier un type particulier d’appli-
cations f : X — Y, G-équivariante. Soit f comme ci-dessus ayant les propriétés
suivantes :

a) G' n’a qu’un nombre fini d’orbites dans Y.

b) pour tout y € Y, le groupe des composantes connexes Aq(y) = GY/(GY)y du
centralisateur de y dans G est fini,

¢) Toutes les variétés Xo = f1(O) ont la méme dimension m = dim X,

d) pour tout y € Y, (f '({y}))sing @ une codimension dans f*({y}) au moins
égale a deux,

e) pour tout y € Y, H.,_1(f~'({y})) =0, ot e, = dim [~ ({y}).

5.5.
THEOREME. a) La G-filtration de G\Y induit une filtration
{0} C ... Hp(X*D) ¢ H (X)) ¢ ... Hp(X') € Hy(X)

dont le gradué est

(5.5.1) grH,(X) = Y Hu(Xo).
0eG\Y
b) Pour toute orbite O =G -y € G\Y, on a
(5.5.2) Hy(Xo) = He, (f ({y}) "W).

¢) Pour toute partie A C G\Y, les inclusions

XAI _>XAFXA7A’
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mduisent une suite exacte
(553) 0— Hm(XA’) — Hm(XA) — Hm(XA—A’) — 0.

et des isomorphismes

(5.5.4) Hpn(Xa)/Hn(Xa) = Ho(Xa ) = Y Hp(Xo).

Démonstration. Commencons par montrer c), puisque a) en est un cas particu-
lier. Soit A C G'\Y et soit O une orbite fermée dans A. La suite exacte en homologie
associée a l'inclusion de la partie fermée Xp <— X4 est

(5.55) Hupir(Xa0) = Hu(Xo) = Hpn(X4) = Hu(Xa o) = Hun 1 (Xo).

D’une part, on a trivialement H,,1(X4_0) = 0, d’autre part, on va montrer que
la derniére fleche de la suite est nulle elle aussi. Tout élément de H,,(X4_o) peut
étre représenté par une m-chaine I' € X, contenue dans X4 o = X4 — X, qui vue
comme une chaine dans X 4 a la propriété que 0I' C Xp. Comme précédemment, I’
peut s’écrire comme combinaison linéaire de composantes connexes orientées C' de
(X4_0)co, €t donc 0T peut s’écrire comme combinaison linéaire des (m — 1)-chaines
0C de Xp. En particulier, T est un (m — 1)-cycle G-stable sur Xo. Fixons y € O,
soit ' = f~'({y}) et soit H = GY le centralisateur de y dans G. Le Lemme 5.2
fournit d’une (e — 1)-chaine H-invariante § sur F de sorte que 0I' = G - § (o
e = dim F'). Par hypothése H,_;(F) = 0, donc = da pour une certaine e-chaine «
sur F'. Soit S = suppf. C’est une partie fermée sous-analytique de F', de dimension
(e — 1). Il s’ensuit que a détermine une classe dans H.(F — S), car da = ( a son
support dans S. Comme F;,, a codimension plus grande ou égale & deux dans F,
ona H(F —S) = H.(Fx — SN Fy), donc tout élément dans H.(F — S) peut-
étre représenté par une combinaison linéaire de composantes connexes orientées de
Fo—SNF,. Ces composantes sont stables sous ’action de Hy, la composante neutre
de H, car S est stable sous H. On peut donc trouver une e-chaine o« Hy-stable dans
F, de sorte que 0o = 3. Comme [ est stable sous H, et que A = H/Hy est fini,
on peut remplacer o par |[A[7'>" _,a - a pour obtenir une e-chaine H-stable o
vérifiant toujours @ = Jf. La m-chaine G-stable G - a sur Xp correspondant a «
par le Lemme 5.2 vérifie alors 0(G - ) = G- 0a = G - f = I, donc II" ~ 0 dans
H, 1(Xo).
Il s’en suit que (5.5.5) se réduit a

(5.5.6) 0 — Hp(Xo) = Hu(X4) = Hop(Xa_0) — 0.

Cette opération se répéte : si Q est une orbite relativement fermée dans X 4_p,
on obtient :

(5.5.7) 0= Hpn(Xg) = Hin(Xa0) = Hyn(Xa(0ug)) — 0.

L’image inverse de H,,(Xg) C H,,(X4 o) par application H,,,(X4) = H, (X4 0)
est égale & H,,(Xoug) C Hy(X4) (remarquons que O U Q est fermé dans A). On
déduit de (5.5.6) et (5.5.7) :

(5.5.8) 0 = Hn(Xouo) = Hn(Xa) = Hpn(Xa—(0ug)) — 0.
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En soustrayant successivement les orbites dans A’, de sorte qu’a chaque étape 1’or-
bite enlevée est relativement fermée dans I’ensemble d’ol on la retire, on trouve :

(5.5.9) 0 — Hyp(Xa) = Hpn(Xa) = Hp(Xa_a) — 0.

Par définition de A’, les orbites dans A — A’ sont ouvertes dans A — A", donc X 4_ 4
est I'union disjointe des ouverts Xp, O € A — A’. Ceci entraine que :

Hy(Xaa)= Y Hu(Xo),
ocA—A

et ceci démontre le ¢) du théoréme. L’assertion a) en découle en utilisant le Lemme
5.1 et I'assertion b) provient du lemme 5.2 appliqué a f: Xpo — O.

5.6. Nous faisons maintenant quelques observations en relation avec ce qui
précéde. Notons tout d’abord que dans le théoréme, on peut remplacer A" par un
sous-ensemble B tel que A’ C B C A, et 'on obtient :

(5.6.1) 0— Hp(Xp) = Hp(Xa) > Hyp(Xa—p) — 0.
Ceci est clair lorsqu’on regarde la démonstration.
(5.6.2) 0— Hp(Xa) = Hy(Xa) = Hp(Xa-a) — 0.

Dans a) du théoréme, on peut remplacer la filtration Y*) sur Ypar une filtration
G-stable vérifiant pour tout £ :

yk+1) _ y ()

est une union d’orbites relativement ouvertes. Par exemple on peut prendre pour
Y ®) I'union des orbites de codimension k dans X. La filtration définie précédemment
est la plus grossiére vérifiant la propriété voulue, et donc celle qui donne ’assertion
la plus forte dans a) du théoréme.

La démonstration du théoréme exige que |A|, Pordre du groupe, soit inversible
dans ’anneau des coefficients. C’est pour cela que ’on prend Q plutot que Z.

5.7. Nous définissons une notion de support asymptotique :

DEFINITION. Pour toute m-chaine I' sur X, on posera A(I') = f(suppl') C G\Y

5.8. Nous avons le

LEMME. Soit I' € Hp,(X).
a) 1l existe une décomposition unique

F:ZF@

0eG\Y

ot I'p est une m-chaine G-invariante sur Xp.

b) A(T) est la plus petite partie fermée A de G\Y telle que T' € H,,(X4).

¢c) Si O =G-y € G\Y est une orbite dominante dans A(T'), alors To est
un m-cycle dans Xo, et Ty := To N f1({y}) est un e,-cycle dans f1({y}), ou
e, = dimf~'({y}).



14 1. CONSTRUCTION DES REPRESENTATIONS DU GROUPE DE WEYL

Démonstration. Soit Z = suppl'. L’union disjointe X = HOeG\Y Xp donne une
décomposition 7 = HoeG\y Zo, et comme dimXp = m pour toute orbite O, ceci
induit une unique décomposition [I' = ZOGG\Y ['o o I'p est une m-chaine sur
Xp avec support Zp. Comme tout m-cycle sur X est une combinaison linéaire de
composantes connexes orientées de X, il est nécessairement G-invariant, et donc
il en est de méme des m-chaines I'p. Ceci montre a). Le b) est évident. Soit O une
orbite dominante de A := A(T'), alors X est ouvert dans X 4 et I'p est 'image de
[' par I'application naturelle H,,(X4) — H,,(Xo) du Lemme 5.5, a). La derniére
assertion découle du lemme 5.2. 0

5.9. Pour une orbite quelconque O, la m-chaine I'p n’est pas nécessairement un
cycle. Mais si A C G\Y est fermé, siI" € H,,,(X4), et si O est une orbite dominante
dans A, alors 'p est un m-cycle dans Xp : c’est 'image de I par I'application
naturelle

0— Hm(XAfO) — Hm(XA) — Hm(X(f)) —0

6. Homologie de S et représentations de W

6.1. Revenons a la situation de la Section 4 : q est une sous-algébre de Lie
symétrique réelle de g et () est le sous-groupe analytique correspondant. L’applica-
tion Q-équivariante 7 : & — B vérifie alors les hypothéses 5.4. En effet, nous avons
déja vu a) et b) (Proposition 4.5). La propriété ¢) provient du fait que 71 (QO) est le
fibré conormal a Porbite O, et donc de dimension réelle 2n. La fibre 7~ ({y}) d’un
élément y € B est un espace vectoriel, donc les propriétés d) et e) sont vérifiées.

6.2. Considérons maintenant 'application p: S — M (qt) = N Ngt
LEMME. Les hypothéses 5.4 sont vérifiées pour p: S — N(qt).

Démonstration. Comme précédemment, a) et b) ont déja été énoncés (Propo-
sition 4.5). Soit O = @ - v une Q-orbite dans A (q'). 'application p se restreint
au-dessus de O en une fibration Q-équivariante

B — So 50O
ou la fibre B” est la variété de Springer
B'={becBlrebt}

On a donc dimg(Sp) = dimg O + dimg BY. Or d’aprés un résultat de Spaltenstein
et Steinberg

dimc G - v + 2dimc BY = 2n.
De plus dim¢ G - v = dimg @ - v ([KostantRallis|), donc
dimg(Sp) = dimg O + dimg B” = dim¢ G - v 4+ 2 dime B = 2n.

L’hypothése d) est vérifiée car la fibre BY est une variété algébrique complexe et ’hy-
pothése e) est un cas particulier du fait que Hg(B") = 0 si k est impair (|[DeCLP)).



7. UN EXEMPLE FONDAMENTAL : G = Gy x Go, @ = Diag Gy 15

6.3. Les résultats topologiques de la Section précédente, appliquésan: S — B
ont le corollaire suivant.

THEOREME. La dimension de Hy,(S)est égale au nombre de Q-orbites dans B :

Hy,(S) = QIQ\B).

Démonstration. Toute 2n-chaine sur S s’écrit comme combinaison linéaire de
composante connexes orientées [C] de Sy, (Théoréme 5.1). Chaque fibré conormal
So a une orbite Q défini une chaine [Sg|, que d’aprés le Théoréme 5.5, on peut
compléter en un un cycle de la forme [Sg]+- - -, ou les points de suspension indiquent
une combinaison linéaire de composantes connexes orientées [C] de S, N Sg_g. 1
est clair d’aprés le Théoréme 5.5, a) que ces cycles forment une Q-base de Hs,(S).
O

6.4. Nous redonnons maintenant le Théoréme 5.5 appliqué a p: S — N (qh).

THEOREME. a) La filtration naturelle sur Q\N (q) induit une filtration sur
Hy,(S) dont le gradué est

gI'HQn(S) ~ Z HQn(SO)
OEQ\N (at)
b) Pour toute orbite O = Q -v € Q\N(q*), on a
Hon(So) =~ H,, (B")*e").
6.5. On peut compléter un peu le théoréme précédent. Rappelons que nous

avons défini une action de W dans les groupes d’homologie apparaissant dans le
Théoréme 6.4.

PROPOSITION. Les applications du Théoreme 6.4 sont W -équivariantes. De plus,
on a une application canonique

Aq() =Q"/(Q")o — Ac(v) = G"/(G")o

donnée par linclusion Q) — G. Soit Ag(v) son image. Alors

HQn(SO) ~ HQB(BV)AQ(V) ~ HQe(By)AQ(V).

Démonstration. Pour la premiére assertion, il suffit de remarquer que ’action
d’un élément w € W peut étre réalisée par le méme opérateur a)(w) dans les
deux membres de 1'équation. La seconde assertion provient du fait que Hy.(B") est
engendré par les cycles fondamentaux des composantes irréductibles de la variété
BY, et que ces cycles sont stables sous I’action de (G")y. L’action de A, sur Hy.(B")

se factorise donc par Ag(v). O

7. Un exemple fondamental : G = Gy x G, ) = DiagG,

7.1. On se place maintenant dans le cas particulier suivant. Soit gy une algebre
de Lie semi-simple complexe et GGy son groupe adjoint. Posons g = gy X go, de sorte
que Gy x Gy est le groupe adjoint de g. Supposons fixés une sous-algébre de Cartan
ho et une sous-algébre de Borel by de gy (avec by C bg). Grace a ce choix d’un
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point de base, la variété des drapeaux By de gy s’identifie & Go/ By, et la variété des
drapeaux B de g s’identifie a

GU X GU/BU X B() ~ BO X B(),

le point de base étant b; = (bg, by). On suppose aussi fixé une involution de Cartan
7 de go, et 'on note Uy le sous-groupe compact maximal correspondant de Gy. On
notera encore 7 l'involution de Cartan 7 x 7 de g. Le sous-groupe compact maximal
correspondant de G est U = Uy x Uy. Notons N le cone nilpotent de g;. Le cone
nilpotent A de g* s’identifie alors & Ny x Nj.

7.2. On applique maintenant les résultats précédents au groupe ) = Diag G|,
d’algébre de Lie q = Diaggy. Nous sommes dans le cas d'une algébre symétrique
d’involution o donnée par o(z,y) = (y,z), (,y) € g = go X go. Le groupe de
Weyl W qui agit est celui de b := by x hy dans g. Il est isomorphe & Wy x Wy ot
Wy = W (bo, go)-

LEMME. (Bruhat) Les Q = Diag Gy orbites dans B sont paramétrées par W.
Un systeme de représentants est donné par

{(507 w - bO)}weWo
On notera Q(w) l'orbite de (bg, w - by) dans B.

7.3. Avec les notations précédentes, on a
q" = (Diaggo)" = {(A, = A)| X € g5}

Donc N(g*) = {(v, —v)| v € Np} =~ Ny. Dans cette identification, les Q-orbites
dans N(qt) correspondent naturellement aux Gg-orbites dans Nj. Posons ng =
dimg By et n = 2ny = dimc¢ B. La variété conormale a la (Q-action sur B est

S={(b,0,v,—v))| v ebtn (b))}

On identifiera cette variété conormale & de maniére canonique & la variété des
triplets de Steinberg :

Z ={(b,b',v))| v € b-n(b)*}.

On notera 1~ : g* — g* x g*, v — (v, —v). Notons S, le fibré conormal a I’orbite
Qw. Comme G, est complexe, son adhérence est une composante irréductible de
S. Notons Z,, la partie de Z correspondante, par I'isomorphisme entre S et Z. De
maniére explicite

Zy ={(6,0",1))] (b,6) € Qu, v € b N (b))"}.
7.4. Les théorémes 6.4 et 6.5 nous donnent un isomorphisme de W-modules :

(7.4.1) Hy,(2) ~ @H4B(BV)AQ(V) — @[Hze(BS) ® Hao(BY)] ™),

v

ou v décrit un systéme de représentants des orbites Go-orbites dans N (identifiées
aux orbites de @ dans N(gq1)), et e = dimg Gy - v. Comme B” = BY x By on a bien

H4e(BV) = HZe(Bg) ® H2e(Bg)a

et Paction de Ag(v) = Q"/(Q")o ~ G§/(Gy)y sur le membre de droite de cette
équation est ’action diagonale.
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7.5. En tant qu’espace vectoriel, Hy,(Z) est isomorphe & Q[W,] puisque W,
paramétre les Q-orbites dans B, et que les {[Z,]},ew, forment une base de Hy,(2).
D’autre part W = Wy x W, agit sur Q[W,| par la représentation biréguliére. Le
résultat suivant est di a Springer

THEOREME. On a un isomorphisme de W-modules Ho,(Z) ~ Q[Wy] donné par
[Zy] — w.

Démonstration. La fibre de 'application Z, — @, au-dessus d’un élément
(b,6) € @, est b- N b'". La fibre au-dessus de I'élément distingué (bg, w - by)
de Q,, est donc by Nw - by . D’autre part Q,, = Gy - (by, w - by) =~ Go/(By Nw - By).
On a donc

Z, ~ Gy X (Bonw-Bo) (bé‘ Nw - bé‘)
en tant que fibré au-dessus de @),,.

Soit V3, un systéme de représentants dans Gy de Go/(By N w - By). Pour tout
élément v € Gy, notons 0 = (v,v) € Q. La décomposition du cycle Z, selon les
fibres de Z,, — @),, s’écrit donc

Zy =[] 7 ((bo,w-bo), by Nw - by)).
vEVy

Soit @ = (1,w) un représentant dans U de (1,w) € Wy x Wy = W. Pour tout
g € G, notons u(g) un élément de U (défini modulo T') donné par I'isomorphisme
B=G/B=U/T.On adonc pour tout g € G, g-b; = u(g)-b;. Rappelons que pour
A= (A1, A2) € b} x by = b*, on a 'lhoméomorphisme py : B* — Q) et l'on calcule

paSu) = [ (@) - A+ (v (b5 Nw - b7))]

’UEVw
oil le + désigne I’addition point par point.
Pour 'orbite fermée (), on obtient
pualS1) = [ [w(@) - (@-X) + 0 (v-bg)].
veEVL
Comme Gy = Uy By, on peut prendre Vi C Uy, donc u(0) = @ pour tout v € V3, et
pualSi] = [ [5- (@- A+ ¢ (b7))).

veWV;
En outre, Papplication b — b - (@ - \) est bijective de By/Hy sur @ - A + = (bg))

(voir Lemme 1.8) , d’otl

pua[S1] = ][0 (DiagBo - (@ - A))]

=[Q- (w-A)]
= H [0+ (Diag(BoNw - By)) - (w - A)]
= [[7 (@ A+ (b3 nw-b3))].

Notons la ressemblance entre les expressions obtenues pour p,,.»[Si] et pA[S,]. Ces
cycles ne sont pourtant pas les mémes. Sur B*, le premier correspond (par py) au
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cycle [S,] et le deuxiéme a [a)(w) - Si]. Le premier est un cycle de S, mais pas le
second. En revanche, on peut rétracter [a)(w) -S| en un cycle de S, comme dans la
démonstration de la Proposition 4.3. Le cycle [a)(w)- 8] se projette sur Q),,, puisque

m(ar(w)-S) =mop, (Q-w-A) =Q- (by,w - by) = Qu

grace & la G-équivariance de 7 o p;' (1.10). Cette rétraction peut donc s'effectuer
au-dessus de @,,. Il en découle que le résultat de cette rétraction est de la forme

+[Sp] + ...,

ol les points de suspension indiquent un cycle sur la frontiére de @), c’est-a-dire
une combinaison linéaire de [S,, ], avec w’ < w pour l'ordre de Bruhat. Les classes
[ax(w) - §1], w € W, forment une autre base de ‘Hy,(B*) ~ H,,(S), de sorte que
I’action par monodromie de Wy C W soit équivalente a la représentation réguliére
Q[Wys], ou Z; correspond au générateur canonique 1 € Q[W;]. On obtient de maniére
similaire I’assertion concernant ’autre facteur Wy de W, ce qui finit la démonstration

du théoréme. O

7.6. Soit v € Ny et Ag,(v) le groupe des composantes connexes du groupe
d’isotropie de v dans Gy. Nous avons défini dans la Section 3 une action de Wy dans
Hy.(BY) et nous avons vu (Corollaire 3.1) que cette action commute avec celle de
AGO (l/)

COROLLAIRE. (Springer) La représentation de Wy sur la composante isotypique
Hy.(By)y de Hao(Bp) associée a un caractére irréductible ¢ de Ag,(v) est une re-
présentation irréductible de Wy. Notons x(v, ¢) son caractére. Alors tout caractére
irréductible de Wy est de la forme x(v,¢) pour un certain v € Ny et un certain ¢

de AGO( ). La paire (v, ¢) est unique a conjugaison pres.

Démonstration. Nous avons vu que nous avons un isomorphisme Hy,(Z) ~

QW] de W =W, x Wy-modules. On a
Hoy(Z) ~ @D Hae(BY) ® Hae(By)] o) @HomAG (Hoe(BY), Hao(BY)).

Or
ng(BS) = Z X ® (H2e(85))x-
XEAZ)E)
Donc

Hy(2) :@Homflao(u) Z X ® (Hae(Bg))x Z X ® (Hze(Bp))x

—— —

XEAG, (V) XEAG, (V)
= P Homu,, ) (x, ) ® Hom(Hae(BY)y, Hae(BY) )
7X7
= @D End(Hy.(BY),)
v,X

Décomposons le Wy-module Hy.(Bf), en modules simples. Soit (F,), un systéme
de représentants de Wy-modules simples. Ecrivons

Hoo(BY)y = > _ 1\ Ea.



7. UN EXEMPLE FONDAMENTAL : G = Gy x Go, @ = Diag Gy

Alors
D End(Hs.(BY),) = P P ns ni, Hom(E,, Ep).

v,x VX o
Comparons avec la décomposition familiére

QWo x Wyl ~ > End(E,),

on obtient

d’ou ny, =1 pour un unique o € WU.
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CHAPITRE 2
Théorie de Spaltenstein-Steinberg

1. Cellules géométriques

1.1. Dans cette section, on s’intéresse au cas () = K, ou K est la composante
neutre du groupe des points fixes d’une involution (algébrique) o de G. On a donc

g=tdp, S={B,v)eBxg|vebtnt}.

Lorsqu’on identifie g* et g, £+ est identifié & p, et N'(€+) a ensemble des K-orbites
nilpotentes dans p.

Soit Irr(S) l'ensemble des composantes irréductibles de S. Comme K est un
sous-groupe complexe de GG, les composantes irréductibles de S sont exactement les
adhérences des fibrés conormaux aux orbites Sg, Q € K\B.

Considérons d’autres part les parties S, ¢ formées comme suit. Soit v € N (&+
et C' une composante irréductible de la variété de Springer B”. Posons

S,c=K-(Cv), &c=K-(Cv).

Ce sont clairement des sous-variétés irréductibles de S . Calculons leur dimension.
Rappelons que la dimension de la variété de Springer B” est

1
d, :=dimB" = §(dim G" — rkQ),
et que celle-ci est de dimension pure. Il s’en suit que
dimS, ¢ =dimK -v+d, =dim K — dim K" +d,.

Un résultat bien connu de Kostant et Rallis (|[KostantRallis|) affirme que
1 1
§dimG” —dim K" = 3 dim G — dim K.
On en déduit que
1
i(dimG —1kG@) = dim S
Ceci prouve que les 3,,,0 sont des composantes irréductibles de S. 1l est d’autre part
clair que toute composante irréductible est de cette forme. Il reste a analyser les
cas d’égalité. Posons comme précédemment Ag (v) = K¥/(K")p. Deux composantes
S,c et S, o sont égales si et seulement si v € k- ' pour un certain k € K et C et

k-C" sont dans la méme Ak (v)-orbite dans I’ensemble des composantes irréductibles
de B”. Résumons ceci.

dim S,,’C =

PROPOSITION. L’ensemble Irr(S) est paramétré par les K\B et par les couples
(0,C) constitué dune K-orbite O = K - v dans N (¢4) et d'une Ag(v)-orbite C
dans ’ensemble des composantes irréductibles de B
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1.2.

DEFINITION. Soit @ € K\B. Si Sg = go,é pour un certain couple (O,C)
comme ci-dessus, on définit

Pors(Q) =0,  pop: Q€ K\B— K\N ().

Comme p: S — N (€4) est propre et que Sg est irréductible, on voit que p(Sg)
est une sous-variété irréductible K-équivariante dans A (£t). Comme le nombre
d’orbites dans N'(8+) est fini, p(Sg) est nécessairement 'adhérence d'une K-orbite
O dans N (). Cette orbite est pos(Q).

1.3. Les cycles [Sg], @ € K\B, forment une base de Hy,(S). Par analogie avec
I’action du groupe de Weyl par continuation cohérente, on définit une cellule géomé-
trique comme étant un sous-quotient de Hy,(S) engendré par des [Sg| et minimal
pour cette propriété. Par glissement de terminologie, on appellera aussi cellule géo-
métrique un sous-ensemble C9°° de K\B tel que les [Sp], @) € C9%° engendrent une
cellule géométrique, au sens premier du terme. Le résultat suivant est di a Tanisaki
(|Tanisaki88|)

PROPOSITION. Les cellules géométriques sont les p_(O), O € K\N(£4).

Démonstration....

2. Variétés orbitales

2.1. Il sera commode de se replacer dans le cadre de la section 7, c’est-a-dire
que G = Gy x Gy, Q = K = Diag(Gy) ~ Gy, B = By x By, etc. Dans la suite, nous
identifierons Gy et Diag(Gy). Rappelons que dans ce cadre, la variété conormale a
I’action de Gg, S, est canoniquement isomorphe a la variété des triplets de Steinberg
Z:={(b,0',v) € By x By x gi|v e btnb't}.

DEFINITION. Pour chaque orbite @ de Gy dans N, U'intersection O N boL est un
sous-ensemble localement fermé de b, et peut donc s’écrire comme I'union de ses
composantes irréductibles. Celles-ci sont appelées les variétés orbitales attachées a
Iorbite O. On notera V 'ensemble des variétés orbitales.

2.2. Enoncons le

THEOREME. Pour tout w € Wy, il existe une unique variété orbitale V(w) dont
ladhérence coincide avec B - (bg Nw - by ). D’autre part, Uapplication w — V(w)
de Wy dans l'ensemble des variétés orbitales V est surjective. Enfin, il existe une
unique orbite nilpotente O(w) dont ’adhérence coincide avec G - (bg Nw - by), et
Uapplication w — O(w) de Wy dans U'ensemble des Gy-orbites dans Ny est surjective.
On a donc

Wy =V — Go\MNo,

les variétés orbitales attachées a une orbite O étant les fibres de la seconde de ces

applications, tandis que les fibres de la composition sont les cellules géométriques de
Wo.

Les cellules géométriques ont été définies dans le cadre plus général de la Section
1. Ce sont des sous-ensemble de Gy\B, que I'on identifie ici a Wj.
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Démonstration. Rappelons que nous disposons de ’application moment p : Z —
N Soit O une Gy-orbite dans Ny et posons Z(0) := p~'(O). On a alors une

décomposition
z= ][ z0).
0eGo\No
D’autre part, les Gy-orbites dans B sont paramétrées par Wy, 'orbite ), pa-
ramétrée par w € Wy étant Q, = Gy - (bg, w - bg). Posons Z,, := 771 (Q,,) (7 est
la projection Z — B). Nous avons vu que les Z,, sont exactement les composantes
irréductibles de Z. Pour tout w € W, et toute orbite O € Gy\ Ny, posons

Z,(0) = Z,N Z(0), Uy := by Nw - by.

Les fibres de la projection Z,,(0) — @,, sont toutes isomorphes a la fibre au-dessus
de (bg, w - by), c’est-a-dire O N U,,, d’out :
dim Z,(0) = dim Q,, + dim(O N U,,).
On a d’autre part une identification @Q,, ~ Go/(By Nw - By), et
dim(O NU,) < dim U, = dim(by; Nw - by) = dim(By Nw - By) — dim by = 2ny,
d’ou
dim Z,(0) < dim Gy — kG,
avec égalité si et seulement si O NU,, est dense dans U, ot de maniére équivalente
G- U,=0.

Avec les notations de la section précédente, on voit que 'ensemble des w € W,
tels que ONU,, est dense dans U, est exactement Pensemble p_} (O) défini en 1.2 (on
identifie ici Wy et Go\B). On peut paraphraser cela en disant que porp(w) 1= pors(Quw)
est ’orbite nilpotente O telle que O N U, est dense dans U,. Dans ce cas O N U,
est irréductible.

Identifions Z,(Q) avec '’ensemble des translaté par Gy de la fibre O N U, au-
dessus de (b, w - by). On suppose que w € p,}(0). Comme dans ce cas O N U,
est irréductible et qu’il en est évidemment de méme pour Gy, on en déduit que
Z,(0) est irréductible. Son adhérence dans Z(O) (resp. Z) est donc une composante
irréductible de Z(O) (resp. 2)).

Nous avions vu dans en 1.1 une autre paramétrisation des composantes irréduc-
tibles de S, et donc de Z. Soit v € Ny et C une orbite sous Ag,(v) dans Pensemble
des composantes irréductibles de la variété de Springer B = By x Bj. Une compo-

sante irréductible C' de B” est le produit de deux composantes irréductibles de By .
Rappelons que nous avions posé

Zy’é = GO . (é’, l/).

La dimension de Z, ~ est égale & dim O + dim C = dim O + 2dim By, ou O =Gy-v
(ceci grace a I’équidimensionalité de la variété de Springer). Il est clair que Z(0O)
est une union finie des Z, » et que les adhérences de celles-1a sont les composantes
irréductibles de celle-ci. Comme nous avons démontré précédemment que ces com-
posantes ont pour dimension dim GGy — rk(Gy, on déduit de ceci que

(2.2.1) 2 dim B, + dim © = dim Gy — rkG.

Remarquons que ceci donne une formule pour dim Bj.
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Résumons : pour toute orbite O, nous avons obtenu deux descriptions des
composantes irréductible de Z(0O) d’une part comme ensemble des Z,(0), pour
(NS p;rlb((’)), d’autre part comme ensemble des adhérences des Z, ~, o C est une
Ag, (v)-orbite dans I'ensemble des composantes irréductibles de BY. Supposons que

Z, & = Z,(0) pour un certain C' comme ci-dessus et un certain w € p,;,(0). On a

T(Zu(O) N B” = {(b,b') € Qu,v € b NB""}.

Projetons ceci sur le premier facteur de B = By x By. On obtient ’ensemble C,,
suivant :

Co=1{g9-bp€Bylveg-(by Nw-by)}
On a aussi
p(rZ,a)NB" = C,

dont la projection sur le premier facteur de B = By x By est une orbite sous Ag,(v)
dans I’ensemble des composantes irréductibles de By. On en déduit que ’ensemble
des orbites sous Ag,(r) dans 'ensemble des composantes irréductibles de B est
en bijection avec I'ensemble des C,,, w € p,, (O) (ceux-ci ne sont généralement pas
distincts).

Soient Vi,...,V, les composantes irréductibles de O N by (ce sont les variétés
orbitales attachées a O = G- v et (1, ..., (), les composantes irréductibles de By .
Considérons les applications :

7T12G0—>O, 7T23G0—>B[)
grrg v g+ g-bo
On a alors m, '(BY) = {g € Go|v € g-bo} et 1,1 (ONbF) ={g € Go|lg'-v €
ONbg}. Comme g~' - v est toujours dans O, on voit que m, *(BY) = m, 1 (O N by).
En identifiant By et Go/B,y, m; '(C;) s’identifie & C; By, et est donc irréductible. Les
7, 1(C;) sont donc les composantes irréductibles de m, '(BY). 1l en découle que les
parties 7 (75 ' (C;)) sont des composantes irréductibles de O Nbg, c’est-a-dire parmi
les V;, et que tout les V; sont obtenus ainsi. En outre, 7, (5 '(C;)) est indépendant
du choix de C; dans une Ag,(v)-orbite de composantes irréductibles de BY. Les V;
sont donc parmi les adhérences des 7, (15, ' (Cy)) = Bo+(ONU,). D’aprés la définition
de 7 et my, on a

dim C; + dim By = 7, (7, *(C;)) + dim G§.

En utilisant (2.2.1), on obtient
1
dim(O N by) = dim By + dim By + dim G4 = 3 dim O.
Ceci termine la démonstration de la proposition O

2.3. En fait, nous avons obtenu un peu plus.

THEOREME. Soit O une orbite dans Ny. Les composantes irréductibles de ONby-

sont des sous-variétés Lagrangiennes de O et sont de la forme V(w) : By - (O N Uy),
we porb( :
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Il est fait référence ici a la structure symplectique de l'orbite coadjointe O.
Nous n’entrerons pas dans les détails, mais comme V' (w) est de la bonne dimension
(% dim ), il suffit de montrer qu’elle est isotrope, et ceci est di au fait qu’elle est
dans by
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