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Préface

Le but de ce livre est de présenter, sous une forme plus ou moins complete, les bases de la
théorie des représentations des groupes réductifs p-adiques. Dans ce sujet se mélent une vision
géométrique, ne pouvant étre développée que par 1’étude soigneuse d’exemples explicites, et
I’'utilisation de résultats et principes trés généraux, relevant de ce que les anglo-saxons appellent
< l'abstract nonsense >, c’est-a-dire la théorie des catégories.EI L’un des promoteurs principaux
de I'utilisation de ces techniques est J. Bernstein, a qui beaucoup de résultats fondamentaux sont
diis, en particulier ceux autour de ce que ’on appelle le centre de Bernstein.

L’idée de départ était d’en faire une présentation telle qu’on la trouve esquissée dans les notes
plus ou moins officielles de J. Bernstein [1], [2], mais qui n’a pas, & notre connaissance, été exposée
completement sous une forme publiable. Il existe des textes, plus vieux, o I'on peut trouver les
bases de la théorie et la démonstration de ses principaux résultats, diis a Bernstein, Casselman,
Harish-Chandra, Howe, Jacquet, Zelevinskii ([3], [4], [19], [40]). On trouve ensuite la rédaction
tres claire et compléte de P. Deligne [23] des idées de Bernstein sur le < centre ». Toutefois, les
textes [I] et [2], postérieurs & celui de Deligne, proposent une approche sensiblement différente
de ces résultats, qui nous semble encore plus élégante et de plus grande portée. D’autre part, des
spécialistes du domaine ont parfois mis a disposition sur le web leur notes sur le sujet, donnant
ou complétant les démonstrations de [I], [2], par exemple [22], [37]. Mais aucun de ces textes
ne couvre la totalité de la théorie de Bernstein. Le besoin d’un livre se faisait donc sentir. Des
conversations avec des collégues ont confirmé cette impression, ce qui m’a motivé a entreprendre
cette tache. Etant plutot < réel > que < p-adicien >, je n’étais pas le mieux placé pour ce travail,
ce qui se reflete sans doute dans les imperfections de ce texte. Mais comme beaucoup le savent,
le meilleur moyen d’apprendre un sujet est de I’enseigner devant des étudiants, ou d’écrire un
livre dessus. J’espere tout de méme que d’autres, novices ou spécialistes, en tireront profit.

Donnons maintenant un apercu du contenu du livre, ainsi que des indications sur la maniere
de le lire. Chaque chapitre est précédé d’une introduction décrivant son contenu et est suivi
de notes ou nous avons essayé d’attribuer les résultats et indiqué les sources utilisées pour la
rédaction des démonstrations. Nous serons donc brefs dans cette introduction générale.

La théorie des représentations lisses des groupes réductifs p-adiques est exposée dans les
chapitres VI et VII, qui constituent le coeur du livre. Les outils principaux de cette étude sont
les foncteurs d’induction et de restriction paraboliques, la notion de représentation supercuspidale
et les propriétés de finitude de celles-ci provenant de la structure fine des groupes réductifs p-
adiques. La catégorie des représentations lisses d’un groupe réductif p-adique est étudiée au
chapitre VI, ou sont établis entre autres résultats le théoreme de décomposition de Bernstein
et la détermination du centre de cette catégorie. Le chapitre VII traite des représentations de
carré intégrable, des représentations tempérées, des opérateurs d’entrelacement, et culmine avec

1. Le concept le plus important a cet égard est celui d’adjonction, qui s’incarne en théorie des représentations
sous le nom de < réciprocité de Frobenius >.
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le théoréme de classification de Langlands.

Les chapitres précédents placent cette étude dans un cadre plus général : un groupe réductif p-
adique est en particulier un groupe topologique totalement discontinu. La théorie des représentations
de cette classe de groupes est développée dans les chapitres I1I et I'V. Le chapitre II présente des
résultats généraux de topologie des espaces totalement discontinus (fonctions, distributions, fais-
ceaux) et des groupes totalement discontinus (mesure de Haar, convolution, algébre de Hecke).
On utilise de maniére essentielle le langage de la théorie des catégories : soit G un groupe topolo-
gique totalement discontinu. L’objet d’étude principal du chapitre III est la catégorie M(G) des
représentations lisses (i.e. continues) de G dans des C-espaces vectoriels. On montre que cette
catégorie est équivalente a celle des modules non dégénérés sur I’algebre de Hecke de G, qui est
une algebre a idempotents. Les notions d’algebre a idempotents et de modules non dégénérés pour
une telle algebre font 'objet du chapitre I du livre. De nombreux résultats sur la catégorie M(G)
résultent alors immédiatement de ceux obtenus dans le cadre purement algébrique du chapitre I.
En particulier, les foncteurs d’oubli et de changement de base de la théorie des modules donnent
des foncteurs entre catégories de représentations lisses de groupes totalement discontinus. Le cha-
pitre IV étudie des classes particulieres de représentations : représentations compactes, unitaires,
de carré intégrable modulo le centre. Les représentations compactes se comportent comme les
représentations d’un groupe compact et leurs propriétés sont tout a fait essentielles a la suite de
la théorie.

Pour aller plus avant, il faut restreindre la classe de groupes étudiés a des groupes possédant
plus de structure. Les groupes réductifs p-adiques ont une structure tres riche, qui provient
d’une part de la théorie générale des groupes algébriques réductifs, et d’autre part de la théorie
de Bruhat-Tits. Ces résultats de structure sont simplement rappelés dans le chapitre V. Nous
avons toutefois essayé de les présenter soigneusement, en introduisant les notations nécessaires,
en les ordonnant et en donnant les références précises des résultats non démontrés.

Ce livre ne se lit pas forcément linéairement. Le lecteur ayant déja une certaine connaissance
du sujet pourra commencer sa lecture directement au chapitre VI et se reporter aux chapitres
précédents selon ses besoins.

Les quatre premiers chapitres demandent trés peu de pré-requis mathématiques, mais une
certaine familiarité avec le langage de la théorie des catégories est nécessaire. Les rudiments de
cette théorie sont donnés dans I'annexe A. Les chapitres VI et VII ne sont accessibles qu’aux
lecteurs ayant une bonne connaissance des groupes réductifs, et le chapitre V ne peut qu’au plus
servir de guide a I’étudiant qui devra se reporter a la bibliographie donnée. En particulier, I'étude
d’exemples est indispensable a ce stade, et le lecteur n’en trouvera aucun dans ce livre.

Remerciements

Je tiens a remercier vivement J. Bernstein pour avoir donné son assentiment a la rédaction
de ce livre présentant nombre (mais pas toutes) de ses idées sur la théorie des représentations
des groupes réductifs p-adiques. Je voudrais aussi remercier les spécialistes du sujet qui ont bien
voulu répondre a mes questions au cours de mon apprentissage : A. Badulescu, G. Chenevier,
G. Muic, P. Garrett, et plus particulierement S. DeBacker, A. Roche et J-F. Dat qui ont aussi
acceptés que je reprenne, pratiquement mot a mot, certaines démonstrations de leur notes ou ar-
ticles. Y. Laszlo m’a aidé, avec patience, & comprendre quelques notions de géométrie algébrique,
certaines nécessaires a la lecture (et donc a I’écriture) de ce livre. Enfin, un referee anonyme a
remarqué de nombreuses erreurs, parfois embarrassantes, et suggéré quelques simplifications de
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Bien entendu, les erreurs et imperfections restantes sont de mon entiére responsabilité. Enfin,
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Chapitre I

Algebres a idempotents

La théorie des représentations d’un groupe fini G (disons a valeurs dans des espaces vectoriels
complexes) se raméne & ’étude de la catégorie M(C[G]) des modules unitaireslﬂ sur algebre
du groupe C[G]. De multiples constructions et résultats en découlent alors. Pour des groupes
plus généraux, une idée importante est de définir une <« bonne > catégorie de représentations
a étudier, c’est-a-dire assez riche pour contenir les représentations auxquelles on est susceptible
de s’intéresser, et dont on puisse néanmoins montrer qu’elle est équivalente a une catégorie de
modules sur une certaine C-algebre H(G), de manieére a ce que les constructions faites dans le
cas des groupes finis se généralisent. Il est possible de définir une telle catégorie lorsque G est le
groupe des points rationels d’un groupe algébrique connexe et réductif défini sur un corps local F
de. Dans le cas ou F est un corps p-adique, nous verrons dans les chapitres suivants la définition
de la catégorie des représentations lisses du groupe G, et I’équivalence de cette catégorie avec
une catégorie de modules sur une certaine C-algebre H(G), lalgébre de Hecke de G. De méme,
si F est archimédien, la catégorie des modules de Harish-Chandra est équivalente a une certaine
catégorie de modules sur l'algébre de Hecke de G (voir [34]). Dans les deux cas, cette algébre
n’est pas unitaire. Ceci pourrait a priori ruiner notre stratégie, car les constructions pour les
groupes finis utilisent de maniére cruciale le fait que I'on considere la catégorie des modules
unitaires sur l’algebre unitaire C[G]. Il s’avére que les algeébres de Hecke en question sont munie
d’une structure proche de celle donnée par une unité. Nous utilisons la terminologie < algebre
a idempotents » pour cette structure, la ou [34] utilise celle d’algebre avec unité approchée,
qui véhicule peut-étre plus I'idée d’'une généralisation du cas unitaire. Dans ce chapitre, nous
étudions les algébres a idempotents, et leurs catégories de modules non dégénérés (notion qui
généralise celle de modules unitaires sur un anneau unitaire), ainsi que certains foncteurs entre
ces catégories.

Notations et conventions. Nous utiliserons dans toute la suite les notations suivantes :

7Z — mod pour la catégorie des groupes abéliens,

k — Ev pour la catégorie des espaces vectoriels sur un corps k.

Si A et B sont des anneaux :

1. Le terme unitaire signifie ici que I'unité de ’anneau agit comme ’identité du module. Cette terminologie
interfére avec celle de représentation unitaire, qui suppose une structure hermitienne sur ’espace de représentation.
Pour éviter ceci, certains préferent employer ’adjectif < unifere > au lieu d’unitaire. Nous ne les suivrons pas sur
ce terrain.
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A — mod pour la catégorie des A-modules a gauche,
mod — A pour la catégorie des A-modules & droite,

A — mod — B pour la catégorie des A — B-bimodules.

Rappelons que M est un A — B-bimodule si M est muni d’une structure de A-module a
gauche et d’une structure de B-module & droite et que les actions de A et B sur M commutent.

Si Vest un espace vectoriel, on note V* son dual algébrique, et (.,.) la forme bilinéaire
canonique sur V* x V.

Les anneaux ne sont pas supposés unitaires, sauf mention explicite du contraire. Si A est un
anneau unitaire, on notera 1,4 son unité. Si A est un anneau unitaire, les modules sur A ne sont
pas supposés unitaires a priori. S’ils le sont (c’est-a-dire si 14 agit trivialement), on le précisera
en disant que le A-module M est unitaire .

En général, si e est un élément idempotent de A, c’est-a-dire tel que e = e (par exemple, si

A est unitaire, e = 14), et si M est un A-module, alors M, comme Z-module, se décompose en :
M=e M®(1l-¢) M,

one-M={e-mmeM}tet(1—e)-M={m—e-m|m e M}. L’idempotent e agit comme
lidentité sur e - M et annule (1 — e) - M. L’anneau eAe est unitaire (d’unité e), et e - M est un
eAe-module unitaire.

Si A est un anneau unitaire, on note M(A) la sous-catégorie pleine de A — mod dont les
objets sont les A-modules unitaires.

Remarque. La notation (1 — e) - M n’est qu'une commodité d’écriture, et 'on prendra bien
garde au fait que le 1 ne désigne pas ici I'unité de 'anneau A.

I.1 Anneaux a idempotents

I.1.1 Ordre sur les idempotents

Soit A un anneau et notons I = Idem(A) I'ensemble des éléments idempotents de A, muni
de la relation d’ordre :
e<f s edAecC fAf.

Remarques. Si e est un idempotent de A, alors eAe est une sous-algebre de A admettant e
comme unité. D’autre part :

eae=a < a € elde (a€ A,
eAe =eAN Ae.

Lemme. Soiente,f €1, eta € A.

(1) Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) e < f (c’est-a-dire eAe C fAf).
b)eec fAf.
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c)e= fef.
De plus on a alors e = ef = fe.

(15) Sie< f et siea=a, alors fa = fea = ea = a.

Démonstration. Il est clair que ¢) = b) = a). Supposons que l'on ait a). Alors e € eAe s’écrit
faf pour un certain a € A. On a alors fef = ffaff = faf =e. De méme fe=cet ef =e. Le
point (4) en découle immédiatement. O

1.1.2 Anneaux a idempotents : définitions

Définition. Soit A un anneau (non unitaire a priori). On dit que A est un anneau & idempotents
si pour tout ensemble fini d’éléments {a;} de A, il existe un idempotent e dans A (e? = e) tel
que a; = ea;e pour tout i.

Lemme. Soit A un anneau d idempotents. L’ordre < sur I = Idem(A) est filtrant, c’est-a-dire
que toute famille finie d’éléments de I admet un majorant.

Démonstration. Ceci découle facilement des définitions. O
On peut reformuler la définition ci-dessus en disant qu’un anneau & idempotents est un anneau

A tel que :
A= hg eAe = U eAe
ecl ecl
La limite inductive étant formée par rapport aux morphismes d’inclusion ede — fAf e < f
dans I (voir pour la notion de limite inductive).

Définition. Un module M de 'anneau a idempotents A est dit non dégénéré si pour tout
élément m € M, il existe un idempotent e de A tel que e - m = m. De maniére équivalente, M
est non dégénéré si M = lige - M.

ecl
Remarques. 1. Un anneau unitaire est & idempotents et ses modules unitaires sont exactement
les modules non dégénérés.

— 2. Nous aurons parfois besoin de la notion de systeme filtrant d’idempotents. Dans un
anneau a idempotents, une partie J de I sera dite filtrante si toute famille finie d’éléments de
Idem(A) admet un majorant dans J. Pour qu'un module M soit non dégénéré, il suffit que tout
élément de M soit fixé par un idempotent dans un systéme filtrant J. Pour un tel J, et pour
tout module non dégénéré M, on a (voir pour la définition des limites inductives),

AZHLII ede et M:@ e- M.
ecJ eeJ

— 3. Plus généralement, si J est une partie de Idem(A) telle que deux idempotents quel-
conques dans J admettent un majorant dans J, on peut généraliser la notion de module non
dégénéré, relativement a ce systeme J.

Pour tout module M sur A, nous noterons M4 le plus grand sous-module non-dégénéré de
M. On a

MA:Ue-M.
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On note M(A) la catégorie des modules (& gauche) non dégénérés de I'anneau a idempotents
A. C’est une sous-catégorie pleine de la catégorie A—Mod de tous les modules sur A. On vérifie
facilement que cette sous-catégorie est stable par passage aux sous-modules et aux quotients :
c’est donc une catégorie abélienne (cf. [A.-VI.2). Dans le cas ot A est un anneau unitaire, M (A)
est alors la catégorie des A-modules unitaires, ce qui est cohérent avec des notations introduites
précédemment. Nous aurons aussi besoin parfois de considérer des modules a droite. On note
M(A), la catégorie des A-modules & droite non dégénérés.

Proposition. Le foncteur A — mod — M(A), M — M, est exact.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que si f : M — N est un morphisme dans A — mod,
il envoie M4 dans N4. Ceci définit le foncteur sur les morphismes par restriction a la partie non
dégénérée. Si

LY mSs N

est une suite exacte dans A — mod, il est clair que Im (f|z,) C ker(g|ar, ). Réciproquement, si
m € ker gN My, il existe | € L tel que f(I) = m. Soit e un idempotent de A fixant m. On a alors
f)=m=e-m=e- f(l) = f(e-1), et comme e-] € Ly, on a bien m € Im(fj.,). Ceci montre
que Im (fi,) = ker(g|n, ). O

I1.1.3 Topologie de A. Complété

Nous renvoyons le lecteur a [9] ot [25] pour les généralités sur les espaces topologiques utilisées
dans cette section, comme les notions de famille d’écarts, de structure uniforme, de complété,
ete.

Soit A un anneau & idempotents et soit e € I = Idem(A). En tant que Z-module, on a une
décomposition
A=A(1—-¢e) @ Ae,

ot A(l—-e)={a—ae,ac A} ={a€ Alae =0}
et Ae={ae,a€ A} ={a€ Alae=a}.

Il existe sur A une topologie naturelle : une base de voisinages de 0 est donnée par les parties
A(l—e),ecI. Eneffet,sie < f,onae= fef = fe, dou (a —af)e =0 pour tout a € A, et
donc :

a—af =(a—af)—(a—af)ee A(l —e),
ce qui montre que A(1 — f) C A(1 — e). Comme tout ensemble fini d’idempotents admet un
majorant, on voit que toute intersection finie de parties de la forme A(1 — e) contient une partie
de cette forme. Il est donc loisible de choisir I’ensemble des parties A(1—e), e € I comme base de
voisinages de 0. Une base de voisinages de ’élément b € A est obtenue par translation & gauche
par b. Ceci munit A d’une structure uniforme. Une maniére équivalente de voir les choses est
d’introduire sur A la famille d’écarts d., e € I, ou

de: Ax A—{0,1},
de(a,b) =0sia—be A(l —e), de(a,b) =1 sinon.

Il est immédiat de vérifier que les d. vérifient les axiomes des écarts, que la famille d’écarts
(de)ecr est filtrante (c’est-a-dire que si e < f, alors d. < dy) et que la topologie définie ci-dessus
est celle définie par cette famille d’écarts.
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Nous allons maintenant construire le complété A de Iespace topologique A muni de cette
structure uniforme. La situation étudiée ici est proche de celle ot A est un anneau unitaire, J
est un idéal de A, A étant muni de la topologie invariante par multiplication a gauche ou une
base de voisinages de 0 est donnée par les {J"},en. On sait alors que A est donné par la limite
projective des A/J™. De méme, dans notre cas, si e et f sont deux idempotents de A tels que
e < f, introduisons les morphismes de transition A/A(1 — f) — A/A(1 — e) qui vont servir &
former la limite projective (cf. . Comme A= A(1—¢)® Ae,ona A/A(1 —e) ~ Ae. On
cherche donc & définir des morphismes Af — Ae lorsque e < f. Il est naturel de prendre :

Af — Ae, b be.

Formons maintenant la limite projective A = lim Ae pour ces morphismes de transition. Explici-
tement, A est 'ensemble des familles {a(e)}ccr, telles que quels que soient e, f dans I avec e < f,
alors a(e) € Ae et a(f)e = a(e). L'espace A est muni de la topologie invariante par translation
a gauche telle qu’une base de voisinages de 0 soit donnée par ’ensemble des parties de la forme

A(l —e):={a € A|a(e) = 0}.

Il est clair que A se plonge canoniquement et continument dans fl_par a +— a, ale) = ae. On
munit A d’une structure d’anneau prolongeant celle de A. Si a,b € A, e € I, on pose

(ab)(e) = a(f)b(e)

ol f € I est tel que fb(e) = b(e). On vérifie facilement que ceci est bien défini (c’est-a-dire ne
dépend pas des choix faits). L’anneau A est alors unitaire, d’unité 1 3, avec 1 7(e) = e pour tout
e dans I.

Il est clair aussi que A est dense dans A. En effet, pour tout @ € A, pour tout e € I, pour

tout f > e, on a
(@ —a(f))e=ale) —a(f)e = a(e) —a(e) =0,
et donc @ —a(f) € A(1 —e).

Nous n’avons pas montré que A est un espace uniforme complet, le complété de A, mais nous
n’en aurons pas besoin dans la suite, et nous laissons donc cela au lecteur. En revanche, le fait que
'action de A sur tout A-module non dégénéré M se prolonge en une action de A est absolument
crucial. Si e-m =m, e € I, m € M, on pose a-m = a(e) -m, a € A. Ceci ne dépend pas du
choix de e et munit M d’une structure de A-module unitaire. Autrement dit, si M est muni de
la topologie discrete, 'application uniformément continue A — M, a — a - m se prolonge par
continuité & A.

I.1.4 Complété d’un module non dégénéré

Généralisons les constructions de la section précédente, en définissant le complété M d’un
module non dégénéré M sur 'anneau a idempotents A. Les démonstrations des assertions qui
suivent s’adaptent facilement de celles de la section précédente. On munit M de la base de
voisinages de 0 donnée par les parties de la forme :

l—e)-M:={m—e-m,me M}

ou e décrit I = Idem(A). Une base de voisinages d’un élément m € M quelconque est obtenue
par translation m’ — m + m’ dans M. On obtient ainsi une structure uniforme sur M. Cette
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topologie de M est donnée par la famille d’écarts d., e € Idem(A),
de: M x M — {0,1},
de(m,m’)=0sim—m' € (1 —e) M, de(m,m') =0 sinon.
Le complété M de M pour cette structure uniforme est alors la limite projective

M:l'&l e-M
ecl

pour les morphismes de transition
f*M—e- M, m—e-m, (e<f).

On peut voir M comme l'ensemble des familles {m(e)}ecr telles que quels que soient e, f dans [
avec e < f, alors m(e) € e- M et e- m(f) = m(e). De plus M se plonge dans M par

m—m, me)=e-m, (e€l).
Proposition. Awvec les notations ci-dessus, le morphisme
Homa(A, M) — M, ¢+ {¢(e)}ectdem(a)
est un isomorphisme.

Démonstration. Soit ¢ € Hom (A, M) et soit a € A. Soit e un idempotent de A tel que ae = a.
On a alors ¢(a) = ¢(ae) = ap(e), donc ¢ est déterminé par la famille {¢(e)}ccs et il est clair que
sie < f,alors e- ¢(f) = ¢(e). Réciproquement, si ’on a une famille {m(e)}eec; d’éléments de M,
on peut définir ¢ € Hom (A, M) par ¢(a) = a-m(e), e € I, ae = e dés lors que {m(e)}cecr est
un élément de M. O

Le complété M est muni d’une structure de A-module, apparente dans la description ci-dessus,
puisque Hom 4 (A, M) est naturellement un A-module & gauche :

(a-9)(b) = ¢(ba), (a,be A), ¢ € Homa(A, M)

Cette structure étend celle de M, mais le module M n’est plus nécessairement non dégénéré.

Remarque. Dans la section précédente, ces constructions ont été faites en considérant A comme
module a droite sur lui-méme. Comme les constructions de cette section s’adaptent de toute
évidence aux modules & droite, on voit que A ~ Enda.(A) (la notation Hom 4o est 1a pour
rappeler que 'on consideére les structures de modules & droite).

I1.1.5 Adjonction lissification/complétion

Soient A un anneau a idempotents et I = Idem(A). Nous avons vu dans la section que
le foncteur de < lissification >

A—mod - M(A), M~ My
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est un foncteur exact. Dans la section précédente, nous avons défini un foncteur de < complétion >
M(A) - A—mod, N N.

Ce foncteur étant défini de maniere évidente sur les morphismes par prolongement par conti-
nuité, c’est-a-dire que si f € Hom4 (M, N) est un morphisme dans M(A), il se prolonge en un
morphisme

FiM—= N, fm)e)=f(m(e), (e€l).

Proposition. Pour tout module M € M(A), (M)a =M.

— Le foncteur de complétion est fidele. Il est ’adjoint o droite du foncteur de lissification.

Démonstration. Donnons explicitement la forme de l'inclusion naturelle de M dans M lorsque
M est identifié & Hom 4 (A, M) par la proposition :

(I.1.5.1) M — Homa (A, M), m > ¢,

ol ¢, (a) = a-m, pour tout a € A.

Rappelons que la structure de A-module sur Hom 4 (A, M) est donnée par :
(CL : ¢)(a/) = d)(ala’)a (CL, a e A)a (¢ € HOHlA(A, M))

Supposons que ¢ € Hom 4 (A, M) soit fixé par un idempotent e de A. Alors pour tout a € A,
a-¢(e) = ¢(ae) = (e ¢)(a) = ¢(a), et donc ¢ est dans I'image de (LI.5.1)). On en déduit que M
s'identifie & la partie non dégénérée de M = Hom 4 (A, M).

— Si f € Homy (M, N) est un morphisme dans M(A) tel que f = 0, alors f = 0. Ceci montre
que le foncteur de complétion est fidele. Etablissons I'adjonction des deux foncteurs. Pour les
généralités concernant les foncteurs adjoints, nous renvoyons & 'annexe [A.V] 11 s’agit d’exhiber
un isomorphisme naturel

Hom (N, M) ~ Hom4 (N4, M)

pour tout M € M(A) et tout N € A—mod. Comme 'image d’'un module non dégénéré est non
dégénérée, on a

HOIHA(NA,M) == HOIHA(]VA7 (M)A) = HOI’IlA(NA7M).

D’autre part, tout morphisme ¢ € Homy4 (N, M ) définit par restriction un morphisme ¢4 dans
Hom 4 (Na, M) = Homa(Na, M). Si ¢4 =0, on a ¢(e-n) = 0 = e- ¢(n) pour tout n € N et
tout e € I, et donc ¢ est nul, car M est non dégénéré. Cette application de restriction est donc
injective. Elle est surjective, car si ¢4 € Homa(Na, M), on définit ¢ dans Hom4 (N, M) par
¢(n) = m ot m(e) = pale-n) pour tout e € I. On vérifie facilement que la restriction de ¢ a

N4 est ¢ 4. La naturalité de ces constructions est claire. O

Remarque. Si M est un A-module non dégénéré, et N un sous-module, alors N est Padhérence
de N dans M, c’est-a-dire :

(1.1.5.2) N={necM|nle)ce -N,(ec)y={ne€M|A-nC N}
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I.1.6 Autres descriptions de A

Comme A est naturellement par multiplication a gauche un A-module & gauche non dégénéré,
c’est aussi un A-module & gauche unitaire, et tout élément @ € A définit un endomorphisme de
groupes abéliens de A qui commute avec les multiplications & droite. On peut donc identifier (cf.
remarque A avec le sous-groupe End o (A) de Endz(A)

Munissons Endz(A4) de la topologie de la convergence simple : c’est un groupe abélien (pour
laddition) topologique ol une base de voisinages de 0 est donnée par la famille d’ouverts

OWU,...,Up,a1,...,a,) := {08 € Endz(4) | B(a;) € U;}

ott les a; sont des éléments de A, et les U; des voisinages ouverts de 0 dans A. On peut prendre
les U; de la forme U; = A(1 —¢;) avec ¢; € I. La topologie induite sur A coincide alors avec celle
définie précédemment. En effet

(’)(Ul,...,Un,al,...,an)ﬂfl:{&E/ﬂdaiEUi},

donc si les U; sont de la forme U; = A(1 — e;) avec e; € I, et si 'on prend f € I qui ma-
jore tous les a;, alors pour tout a € A(1 — f), on a aa; = 0, ce qui montre que A(1 — f) C

O(Uy,...,Up,a1,...,a,) N A. Réciproquement, A(1 — f) = O(A(1 — f), f) N A.

Il est clair que A est contenu dans l’adhérence, pour cette topologie de la convergence
simple, de ’ensemble des multiplications a gauche par des éléments de A. Réciproquement cette
adhérence est bien stir elle-méme contenue dans le commutant des multiplications a droite, c’est-
a-dire dans End 4. (A) = A.

Nous avons donc obtenu :

Lemme. L’anneau A s’identifie avec l’adhérence dans Endz(A), pour la topologie de la conver-
gence simple, de [’ensemble des multiplications d gauche par des éléments de A.

On peut voir A d’une autre maniére encore. Soit
w: M(A) - Z — mod
le foncteur d’oubli de structure.

Proposition. Le complété A de A s’identifie @ Hom(w,w), l'anneau des endomorphismes du
foncteur d’oubli w, par Uapplication qui a une transformation naturelle 6 du foncteur d’oubli
vers lui-méme associe 04 € Endyz(A).

Démonstration. Il peut étre utile d’expliciter le terme de droite de cette égalité. Il s’agit d’'un Hom
de la catégorie des foncteurs additifs de M(A) dans elle-méme, et il admet donc naturellement
une structure d’anneau. Soit 6 une transformation naturelle de w vers lui-méme. Soit f dans
Hom 4 (A, A) un morphisme donné par une multiplication a droite dans A. D’apres la définition
d’une transformation naturelle, on voit que 4 commute a f, et donc, d’apres le lemme précédent,
ceci nous donne un élément @ de A. Réciproquement, si a € A, et si M € M(A), on prend pour
0 Paction de 1’élément a sur M. On vérifie facilement que ceci définit une transformation
naturelle de w vers lui-méme. Les deux constructions sont inverses I’'une de 'autre. O
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I1.1.7 Centre de M(A)

Nous renvoyons le lecteur & [A.X] pour les généralités sur le centre d’une catégorie. Soit A un
anneau & idempotents. On se propose d’expliciter le centre de la catégorie M(A), c’est-a-dire
I’ensemble des transformations naturelles du foncteur identité de la catégorie vers lui-méme. On
considére A comme module & gauche sur lui-méme.

Lemme. Soit ¢ € A = Endso(A) un morphisme commutant aussi avec laction par multiplica-
tion da gauche de A sur lui-méme, c’est-a-dire

¢(abc) = ap(b)e, (a,b,c € A).
Alors pour tout A-module non dégénéré M, il existe un morphisme ¢rr - M — M tel que :
brla-m)=o(a)-m, (acA),(meM).

De plus ¢ — dur est naturel en M, ¢’est-d-dire que si M et N sont des A-modules non dégénérés,
alors pour tout morphisme f € Homa(M,N), on a ¢y o f = fo .

Démonstration. Comme M est non dégénéré, pour tout m € M, choisissons un idempotent e de
A tel que e -m = m. On pose alors ¢ (m) = ¢(e) - m. Ceci ne dépend pas du choix de e, car si
e et f vérifient e-m = f-m = m, on peut d’apres le corollaire trouver un majorant h de e
et f. Comme e = he et f = hf, on a alors :

p(e) -m = ¢(he) -m = (p(h)e) - m = ¢(h) -m = ¢(f) - m.

Soit e un idempotent fixant a - m, et soit f un idempotent fixant a, et prenons h majorant de e
et f. On a alors :

Par(a-m) = ¢le) - (a-m) = ¢(he) - (a-m) = ($(h)e) - (a-m)
= ¢(h) - (a-m) = ¢(ha) -m = ¢(hfa) - m = ¢(fa) - m
— 6(a) - m.
Le reste du lemme se démontre facilement. O
Autrement dit, tout ¢ € A commutant avec I’action par multiplication & gauche de A sur lui-
méme définit une transformation naturelle du foncteur Zd a4y dans lui-méme. Réciproquement,

une telle transformation naturelle # determine un morphisme ¢ = 64 € A = End 40 (A) commu-
tant avec les multiplications a gauche. Ces deux constructions sont inverses I'une de 'autre.

Théoréme. Le centre de M(A) s’identifie au commutant de A dans A, ou encore au centre de
A. C’est la limite projective sur I = Idem(A) des centres des anneauz eAe, e € I.

Démonstration. Le centre de M(A) s’identifie au sous-groupe de A des éléments commutant
avec les éléments de A, ou par continuité, au centre de A. Vérifions la derniére assertion. Les
morphismes de transition

fAf — ede, arreae, (e,f€el, e<f),

induisent des morphismes de transitions entre les centres de ces anneaux. En effet, si z est dans
le centre de fAf, il commute avec e, et 'on a pour tout = € eAe,

[eze, z] = ezex — zeze = ezx — xze = zex — xez = zx — xz = 0.
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Ceci montre que 'image de z par le morphisme de transition est central dans eAe. Ceci définit
le systéme projectif dont nous voulons identifier la limite.

Si @ € A est central, alors il est clair que pour tout e € I, ede = a(e) est dans le centre de
eAe. Pour la réciproque, montrons tout d’abord que ea = ae pour tout e € I. Prenons f > e.
On a

(e — ae)f = caf —def = e(faf) — (af)e = ea(f) - a(f)e = 0
car a(f) = faf est central dans fAf, et en particulier commute avec e. Ceci dit, pour que a
commute & eAe, il faut et il suffit que ae = eae = a(e) soit dans le centre de eAe, et 'on conclut
grice au fait que A est la réunion des eAe. O

Nous notons 3(A) le centre de la catégorie M(A). 1l est clair d’apres ce qui précéde que 3(A)
est muni d’une structure d’anneau.

Remarque. Lorsque A est unitaire, le centre 3(A) s’identifie au centre de 'anneau A, résultat
bien connu.

I.1.8 Le centre comme algebre de fonctions sur les irréductibles

Soit A une C-algebre a idempotents, de dimension finie ou dénombrable. Notons Irr(A)
Pensemble des classes d’isomorphie de modules simple dans M(A). Le lemme de Schur
montre que tout élément z du centre 3(A) agit par un opérateur scalaire sur les modules simples.
Pour tout A-module simple M, et tout élément z € 3(A), notons zps ce scalaire. Il ne dépend
évidemment que de la classe de M dans Irr(A). Notons Fonc(Irr(A)) I’algeébre des fonctions sur
Irr(A) & valeurs dans C. Nous avons mis en évidence un morphisme d’algebres :

(I.1.8.1) 3(A) — Fonc(Irr(A)), zw— [Mw— zp].

Dans les bonnes situations, ce morphisme est injectif. Introduisons la propriété de séparation
suivante :

(Sep) : pour tout a € A non nul, il existe un module simple M non dégénéré et m € M tel
que a-m # 0.

De maniére équivalente, tout A-module non dégénéré M est donné par un morphismeﬂ M
A — Endc(M), et la propriété (Sep) dit que le morphisme d’algebres :

(1.1.8.2) A= ] Endc(M)
MelIrr(A)

est injectif.

Le prolongement de a A reste injectif et il en est donc de méme de sa restriction &
3(4).

Dans le cas olt A vérifie la propriété (Sep), tout élément de 3(A) est donc caractérisé par la
fonction sur Irr(A) qu’il définit. Comme nous le verrons, ceci s’applique au cas ou A est I’algebre
de Hecke d’un groupe topogique totalement discontinu G. Lorsque G est un groupe réductif
p-adique, la description par Bernstein du centre est alors essentiellement la détermination de

I'image de ([.1.8.1)).

2. 11 est expliqué dans la section suivante comment un module dans M(A) est naturellement muni d’une
structure de C-espace vectoriel qui rend ’action de A linéaire.
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1.2 Foncteurs d’oubli et leurs adjoints

I.2.1 Structure d’espace vectoriel sur les modules non dégénérés

Soit A une C-algebre unitaire, d’élément neutre 14. Si M est un A-module unitaire, il est
canoniquement muni d’une structure de C-espace vectoriel par :

Am o= (Ala) - m, (me M), (A eC).
De plus, on a : (Vm € M), (VA € C), (Va € A),

(I1.2.1.1) AMa-m) = (Aa)-m=a-(Im).

Supposons que A soit une C-algebre a idempotents. Il est encore possible de munir tout
A-module non dégénéré M d’une structure de C-espace vectoriel par : (Ym € M), (VA € C),
(Ve € Idem(A) |e-m =m),

Am = (Xe) - m.

On vérifie facilement que ceci ne dépend pas du choix de e, et que la propriété est encore
vérifiée.

Supposons que X et Y soient deux A-modules non dégénérés. D’apres ce qui précéde, ce sont
aussi deux C-espaces vectoriels. Il est alors immédiat que tout morphisme dans Homx4(X,Y)
est aussi C-linéaire. En particulier, Hom 4(X,Y") est un C-espace vectoriel : pour tout ¢ dans
Hom 4 (X,Y) et pour tout A dans C,

Mo : @ () = ().

De méme, si X est un A-module & droite, et Y un A-module & gauche, tous deux non dégénérés,
le produit tensoriel X ® 4 Y hérite d'une structure d’espace vectoriel et X ® 4 Y est un quotient
de X ®cY.

Si A est une C-algebre sans unité, il n’y a pas de structure de C-espace vectoriel canonique
sur Hom4(X,Y) ou sur X ®4 Y, méme lorsque X et Y sont des espaces vectoriels. Ceci est
extrémement génant, et I'on y remédie en introduisant I’algebre unitaire A = A @ C - 14, ol
'on décide que 14 est I'unité de A (ceci détermine une unique structure d’algebre sur A). Si
X et Y sont deux A-modules et aussi des C-espaces vectoriels, ils deviennent naturellement des
A-modules unitaires et 'on a

Hom 4(X,Y) = Hom4(X,Y) N Home(X,Y),
X®@iY =X®aY/Vect({Az@y—2® Ay, v € X,y Y,A e C}).

ol Vect(P) désigne le sous-espace engendré par une partie P d’un espace vectoriel. Si A est une
algeébre a idempotents, d’apres ce qui précéde, si X et Y sont deux A-modules non dégénérés,

(1.2.1.2) Hom ;(X,V) = Homa(X,Y), X®;Y =X®4Y

pour les structures canoniques de C-espace vectoriel sur X et Y. Ceci est vrai en particulier si
A, ainsi que les modules X et Y, sont unitaires.
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1.2.2 Formules d’associativité

Lorsque A est une algébre unitaire, et que X est un module dans M(A), on peut définir les
foncteurs :
o4 X : M(A)y — C—Ev, Y=Y ®4X,

Hom (e, X) : M(A) — C — Ev, Y — Homx (Y, X)

et
Homy (X, e) : M(A) — C — Ev, Y — Homu (X,Y)

Les propriétés de ceux-ci sont bien connues (voir par exemple [28]). Grace a ([.2.1.2)), ces résultats
se généralisent au cas ou A est une algebre a idempotents.

Proposition. Soit A une C-algébre a idempotents, et X un A-module non dégénéré.
Le foncteur @ @ 4 X est covariant et exact a droite,
le foncteur Hom 4 (e, X) est contravariant et exact & gauche,

le foncteur Hom 4 (X, ®) est covariant et exact & gauche.

Nous renvoyons le lecteur & [33], pages 218-219 pour une démonstration.

Soient R, S deux C-algebres. Nous écrirons X, Y E ZE pour dire que X est un R-module &
droite, Y un S — R-bimodule (a gauche sur S et a droite sur R), etc... Les R-modules deviennent
naturellement des R-modules unitaires. Idem pour S.

Théoréme. Soient R, S deux C-algébres et XT, BY'S, Z9 des modules. Alors on a un isomor-
phisme naturel :

(1.2.2.1) Homg(X ®p Y, Z) ~ Hom (X, Homg(Y, Z))
(1.2.2.2) o=, P(x)(y) = oz ®yY).

De méme, quels que soient les modules BX, SY R et SZ, on a un isomorphisme naturel :
(1.2.2.3) Hom (Y ® 5 X, Z) ~ Hom (X, Homg(Y, Z)).

Enfin, quels que soient les modules X, BYS et 5Z, on a un isomorphisme naturel :
(1.2.2.4) (X@pY)®sZ~ X (Y ®s52).

On trouvera une démonstration dans [33], pages 97-98.

Corollaire. Soient R, S des C-algébres a idempotents. Quels que soient les modules non dégénérés
XE RYS et Z5, on a un isomorphisme naturel :

(I.2.2.5) Homg(X ®r Y, Z) ~ Homg(X,Homg(Y, Z)R).
Quels que soient les modules non dégénérés BX, YT et Z, on a un isomorphisme naturel :

(I.2.2.6) Homg (Y ®g X, Z) ~ Homg(X, Homg (Y, Z)Rg).

Enfin, quels que soient les modules non dégénérés X®, BY'S et SZ, on a un isomorphisme
naturel :

(1.2.2.7) (X@pY)®sZ~X @z (Y ®52).
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Démonstration. Ceci découle immédiatement du théoréme, de ([.2.1.2)) et par exemple pour la
deuxieme formule, du fait que

Homp(X,Homg (Y, Z)r) = Homg(X,Homg(Y, 7))
car "image d’un module non dégénéré est non dégénérée. O

Remarque. Comme conséquence du théoreme et de son corollaire, nous obtenons I'adjonction
bien connue des foncteurs Hom et ). Mais le théoréme donne la naturalité des isomorphismes
en les trois variables X, Y et Z.

1.2.3 Foncteurs d’oubli et d’induction

Soient A et B des C-algebres unitaires, et ¢ : A — B un morphisme d’algébres unitaires. Le
< foncteur d’oubli >

¢y : M(B) = M(A)

qui transforme un B-module unitaire N en A-module unitaire par
a-n:=¢la)-n, (acA),(neN),
admet des adjoints respectivement a gauche et a droite :
"9, 9" : M(A) = M(B)

que nous allons décrire. Remarquons que grace a ¢, B est muni d’une structure de A-bimodule.
L’adjoint a gauche *¢ est donné alors par le produit tensoriel

*6: M— B®a M
et I'adjoint a droite ¢* par le foncteur Hom

¢* : M — Homu (B, M).

Remarquons aussi que nous adoptons les conventions de la géométrie algébrique : ¢ +— ¢,
est contravariant, mais malgré cela nous mettons 1’étoile en indice plutot qu’en exposant. Ceci
parce que d’un point de vue géométrique nous le considérons ¢ comme un morphisme entre les
variétés Spec(B) et Spec(A), ce qui rétablit la covariance.

D’autre part, dans la construction de *¢ (resp. ¢*), on utilise seulement la structure de A-
module a droite sur B induite par ¢ et la structure naturelle de module a gauche de B sur lui
méme (resp. la structure de A-module & gauche sur B induite par ¢ et la structure naturelle de
module & droite de B sur lui méme) et le fait que les actions a gauche et a droite commutent.
Il est donc intéressant de décrire le foncteur d’oubli ¢, en termes de ces structures a priori plus
faibles. Or, pour tout B-module unitaire N, on a les isomorphismes canoniques

N ~Homp(B,N)~ B®g N,

et la construction de Homp (B, N) (resp. B ® g N) comme A-module ne fait intervenir que la
structure de A-module & droite et de B-module & gauche (resp de A-module & gauche et de B-
module a droite) de B et le fait que les actions a gauche et & droite commutent. Les adjonctions
entre ¢, et *¢, ¢* sont alors conséquences de la deuxiéme identité du théoréeme [[2.2].
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Lorsque A et B ne sont plus supposés unitaires, les constructions faites ci-dessus ne marchent
plus. Dans la situation qui nous intéresse, celle ou A et B sont des C-algebres a idempotents, on
utilise le corollaire du théoréme [.2.2) pour rétablir la situation. Le contexte est le suivant : soient
A et B des anneaux a idempotents. On suppose que B est un A — B-bimodule non dégénéré (si la
structure de bimodule provient d’un morphisme ¢ : A — B, il n’est pas forcément non dégénéré.
Il faudra prendre garde, dans cette situation, de s’assurer que cette hypotheése est vérifiée). On
définit le foncteur d’oubli :

(1.2.3.1) FE: M(B) = M(A), N~ B®pN,
ou B est considéré comme un A — B-bimodule. Remarquons que B ® g N est bien un A-module
a gauche non-dégénéré, puisque B l’est.

Si B est un B — A-bimodule non dégénéré, on définit de maniere similaire le pseudo foncteur
d’oubli :
(1.2.3.2) “F¥ o M(B) = M(A), N+ Homp(B,N)a.

Remarquons que Homp (B, N) est le complété du B-module N, au sens de la section La
structure de A-module sur Hompg(B, N) est donnée par :

(a-9)(t') = ¢(t'a), (a€A), (' €B) (¢€Homp(B,N)).

Remarque. La terminologie pseudo foncteur d’oubli est tirée de [34], et sert a véhiculer I'idée
qu’il s’agit d’un foncteur ressemblant a un foncteur d’oubli. Il est & noter que cela n’a rien a voir
avec les pseudo-foncteurs. Peut-étre vaudrait-il mieux dire foncteur de pseudo-oubli pour éviter
I’ambiguité ?

Lemme. Soit B une C-algébre a idempotents et N un B-module. Alors B @ N s’identifie a
Np, la partie non-dégénérée de N par

(I.2.3.3) Bg N — N, b@dn—b-n.

Si N est non-dégénéré, on a alors B®p N ~ N. Toujours dans le cas ou N est non-dégénére,
le morphisme naturel

(1.2.3.4) N — Homp(B,N), n— ¢,

on(b) =b-n, (b€ B), (n € N).
est injectif, et son image est la partie non dégénérée Homp(B, N)p du B-module Hompg(B, N).
Démonstration. Comme B est non dégénéré comme module sur lui-méme, il est clair que Bpg N
est non dégénéré, et son image par tout morphisme est non dégénérée. Pour tout n dans Np, il
existe un idempotent e dans B tel que e - n = n, et donc ’application ([.2.3.3|) est surjective sur

la partie non dégénérée Np. Maintenant supposons que » ._, b; -n; =0, b; € B, n; € N. Soit e
un idempotent de B tel que eb; = b; pour tout ¢ = 1,...,r. Alors

T r T
Zbi@)ni:Zebi®m:6®zbi'ni:07
i=1 i=1 i=1

ce qui montre que 'application ([.2.3.3]) est injective.
La derniére assertion a déja été démontrée dans la proposition [[.1.4] O
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Remarque. Le pseudo foncteur d’oubli est obtenu en prenant la partie non-dégénérée de Homp (B, N)
en tant que A-module. Lorsque les parties non dégénérées de Homp(B, N) = N en tant que A
ou B module coincident, on a donc " FE(N) ~ N.

Construisons maintenant les adjoints (respectivement & droite et & gauche) de F¥ et “F%.
Nous appellerons ces foncteurs < foncteurs d’induction .

Définition. Si B est un A — B-bimodule non dégénéré, on pose
15« M(A) - M(B), M + Homu(B, M)p.
et si B est un B — A-bimodule non dégénéré, on pose

P8 M(A) - M(B), M~ B®s M.

On a alors :

Théoréme. Le foncteur 15 est ladjoint a droite du foncteur d’oubli F¥, et le foncteur P¥
est Uadjoint a gauche du pseudo foncteur d’oubli "F§. On a donc, pour tout N € M(A) et
M € M(B), des isomorphismes naturels

Homp(M, I5(N)) ~ Hom4(F¥ (M), N),
Homp(PY(N), M) ~ Hom (N, F§(M)).
Démonstration. Ceci découle immédiatement des définitions et du corollaire du théoréme m

Remarque. Nous aurons besoin de clarifier encore la situation dans le cas particulier ou B est
muni d’une structure de A-bimodule provenant d’un morphisme ¢ : A — B. Nous supposons
toujours B non dégénéré pour cette structure de A-bimodule. Comme nous ’avons remarqué
plus haut, ceci n’est pas automatique. Le foncteur d’oubli est alors égal & ¢, grace a ([.2.3.3)). Le
A-bimodule B étant supposé non dégénénéré, ceci signifie que pour toute famille finie (b;) dans
B, il existe un idempotent e dans A tel que pour tout i, ¢(e)b; = b;¢(e) = b;. En d’autres termes

{¢(e), e € Idem(A)}

est un systeme filtrant d’idempotents pour B (cf. Remarque . En particulier la partie non
dégénérée d'un B-module coincide avec sa partie non dégénérée pour la structure de A-module
donnée par le foncteur d’oubli. Soit N un B-module non dégénéré, et Homp(B, N) 4 son image
par le pseudo foncteur d’oubli. D’apres ce que nous venons de dire, la partie non dégénérée de
Homp(B, N) pour les structures de A-module et de B-module coincident, et donc, d’aprés la
remarque précédente,

Homp(B,N)4 = Homp(B,N)p ~ N.

On voit que le pseudo foncteur d’oubli est dans ce cas naturellement isomorphe au foncteur
d’oubli.



20 CHAPITRE I. ALGEBRES A IDEMPOTENTS

1.2.4 Propriétés d’exactitude des foncteurs d’oubli et d’induction

Les notations sont celles de la section précédente, ot nous avons défini les foncteurs F5,"F%¥,
I f et Pf. Nous donnons maintenant les propriétés d’exactitude de ces foncteurs, et quelques
conséquences de celles-ci.

Théoréme. Le foncteur ]—'f est exact, les foncteurs If etv]:f sont exacts a gauche. Le foncteur
PJ est ezact a droite.

Démonstration. Ceci résulte de I'exactitude a droite des foncteurs ® et a I’exactitude a gauche
des foncteurs Hom (proposition [[.2.2)) et du fait que le foncteur

A—mod - M(A), M w— My

est exact (proposition|l.1.2)). Pour la premiére assertion, il faut aussi vérifier exactitude & gauche
du foncteur d’oubli, mais ceci résulte trivialement de ([.2.3.3). O

Corollaire. Le foncteur I% préserve Uinjectivité des modules.

Démonstration. Ceci découle du fait que I§ est I'adjoint a droite d’un foncteur exact. Nous
redonnons 'argument, tout a fait classique. Soit X un module injectif dans M(A). Il s’agit de
prouver que le foncteur

M(B) = Z —mod, Y + Homp(Y,I5 (X))
est exact. Or ce foncteur, par adjonction, est isomorphe au foncteur
M(B) = Z —mod, Y +— Homa(FE(Y),X).

On voit que ce dernier est exact, étant la composition du foncteur d’oubli F5 qui est exact
d’apres le théoreme, et du foncteur Hom 4 (e, X') qui l'est par hypothese. O

I.3 Le foncteur j.: M —e- M

1.3.1 Exactitude

Soient A une C-algebre a idempotents, et e un idempotent de A. Comme nous ’avons re-
marqué plus haut, tout A-module non dégénéré M se décompose en

(I1.3.1.1) M=e M®(1—-¢e)-M

et e - M est un eAe-module unitaire. Il est facile de voir que ceci définit un foncteur
Je: M(A) = M(ede), Mwr—e-M.

Proposition. Le foncteur j. défini ci-dessus est exact.

Démonstration. 1l est clair que tout morphisme de A-modules préserve les décompositions (I.3.1.1]).
Soit M; g M,y i> M3 une suite exacte dans M(A). 11 s’agit de vérifier que si e - ma € ker ¢, il
existe e -my € e- My tel que ¥(e-my) = e-mo. Prenons my € M tel que ¥(m1) =e-ms. On a
alors e- (e-mg) =e-mg =e-1(my) = P(e-my). O
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1.3.2 Modules simples

Soient A une C-algebre a idempotents et e € Idem(A). Notons :
M(A, e) la sous-catégorie pleine de M(A) des modules M tels que M = Ae - M.

Irr(A) Pensemble des classes d’isomorphie de A-modules simples non dégénérés,
Irr(eAe) 'ensemble des classes d’isomorphie de eAe-modules simples unitaires,
Irr(A,e) le sous-ensemble de Irr(A) des modules M tels que e - M # 0.

Les éléments de M (A, e) sont donc les modules M dans M(A) engendrés par e-M et Irr(A,e)
est 'ensemble des classes d’isomorphie d’objets irréductibles de M(A,e).

Lemme. Considérons le foncteur d’induction :
i: M(ede) > M(A) Z+— ARecse Z.
Alors je o i est naturellement isomorphe d Uidentité de M(eAe), c’est-a-dire que pour tout Z €
M(eAe)
(1.3.2.1) Z~j,0i(Z),
z=e®z

ces isomorphismes étant naturels en Z.

Remarquons que nous ne sommes pas tout-a-fait dans les conditions de la section 1.2.3 ot le

foncteur P est défini de maniére similaire, car A n’est pas un eAe-module unitaire, e n’agissant
pas comme l'identité de A. Néanmoins si Z est un eAe-module unitaire, c’est en particulier un
C espace vectoriel. L’algebre A aussi, et les deux structures induites de C espaces-vectoriel sur
le produit tensoriel A ®. 4. Z coincident.
Démonstration. Par définition j. 0 i(Z) = €(A Qecse Z) = €A ®cae Z, et 'on a une injection
z > e®z de Z dans €A ®.a. Z. En effet, Il s’agit de montrer que si z € Z est non nul,
e ® z ne s’annule pas dans A ®¢ 4. Z. Par définition du produit tensoriel, il suffit de trouver une
application bilinéaire (pour la strucure de Z-module) balancée B : A x Z — W qui ne s’annule
pas sur (e, z) car son reléevement Z-linéaire au produit tensoriel ne s’annulera pas sur e ® z.
Prenons W = Homg¢(A4, Z) et

B:AxZ — Homc(A,Z), (a,2)— [Pq,.: b— ebae- z].
Il est clair que B est Z-bilinaire. Elle est balancée car
B(aece, z) = [b — ebaecee - z = ebaece - z] = B(a,ece - z).
On a B(e,z) = [¢e,, : b+ ebeee - z = ebe - 2], et ¢ ,(e) =€z =2 # 0 donc ¢, , # 0.
Montrons que z — e ® z de Z dans eA Q4. Z est aussi surjective : si ea ® z € €A Repe 2,
ea@z=ea®@ez=ceae®z =ecQeaez.
La naturalité de ces isomorphismes se vérifie de maniere routiniere. O
On en déduit immédiatement que A - (e - i(Z)) = i(Z), c’est-a-dire que le foncteur i est a
valeurs dans M(A4,e).

Il se peut que j. annule certains modules de M(A), et donc on ne peut espérer reconstruire
tous les A-modules non dégénérés a partir de modules dans M(eAe). Néanmoins, nous allons
obtenir tous les irréductibles dans M (A4, e).
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Définition. Soient M un A-module non dégénéré et e € Idem(A). On définit le A-module non
dégénéré :
M, := M/F(eA,M), ou F(eA,M)={mecM|eA-m=0}.

Lemme. Soit M un A-module non dégénéré. On a alors (M), = M.

Démonstration. Soit m € M, tel que eA - m = 0. Soit m € M un reléevement de m dans M. On
aeA-m C F(eA, M) et donc eAeA - m = 0. En particulier eeeA - m = eA-m =0, dou m = 0.
Il ’ensuit que (M), = M. O

Proposition. L’application M — e - M réalise une bijection entre Irr(A,e) et Irr(eAe), dont
Uinverse est donnée par W — (A Qcpe W)e.

Démonstration. Montrons que si M est un A-module simple non dégénéré tel que e- M # 0, alors
e+ M est un eAe-module simple unitaire. Soit e-m € e - M non nul. Comme M est simple, on a

(eAe)e-m = (eA)e-m =e(Ae-m) =e- M.

Donc e- M ne contient pas de sous-e Ae-module propre, ¢’est donc un module simple. Ceci montre
que M +— e - M définit une application de Irr(A,e) dans Irr(eAe).

Montrons maintenant que si W est un eAe-module simple unitaire, alors (A ®cae W), est
un A-module simple. La projection canonique (A ®cae W) — (A ®cae W), se transforme par le
foncteur j. en un morphisme de eAe-modules unitaires

(1.3.2.2) e (AReac W) = € (A@ene We.

Ce morphisme est surjectif, puisque j. est exact (proposition |I.3.1)). Il est aussi injectif car un
élément du noyau est un invariant par e de F'(eA, A ®c 4. W), donc nul par définition.

Ceci montre que le morphisme ([.3.2.2)) est un isomorphisme. En le composant avec ([.3.2.1]),
on obtient un isomorphisme de eAe-modules W ~ e - (A ®cae W)e.

Soit w un élément non nul de (A ®cae W)e. On veut montrer que A - w = (A Qecae W)e.
En effet ceci implique que (A ®c4. W)e n’a pas de sous-modules propres, et donc que c’est un
module simple. Supposons e - w # 0. Comme W ~ ¢+ (A ®cae W), et que W est un eAe-module
simple,

ede-(e-w)=¢€-(A®cac W)e,

On a vu que A ®ca. W est engendré par e - (A ®ca. W), et par conséquent (A Qcae W), est
engendré par e+ (A®cae W)e. On a donc A-w = Ae-w = (A®cae W)e, ce qui montre 1’assertion
dans ce cas.

Il reste a traiter le cas ou e - w = 0. Utilisons pour cela le lemme précédent, qui affirme que
(A ®cae W)e = (A ®cae W)e)e, et donc que 0 # eA - w. Soit alors @’ non nul de la forme
w' =a-w tel que e-w’ # 0. Ce qui précede montre que A - w' = (A @cae W), et 'on en déduit
que AW = (A ®cae W)e. Ceci termine la démonstration du fait que W — (A ®ca. W), définit

une application de Irr.(eAe) dans Irr(A,e).

Il s’agit maintenant de voir que les deux applications ainsi définies sont inverses l'une de
Pautre. Nous avons déja démontré que si W est dans Irr.(ede), W ~ e (A ®cae W)e. Soit M
dans Irr(A,e). Soit

¢: ARepce- M - M, a®e-m— ae-m.
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Alors eA - (ker ¢) = 0. En effet, supposons que

¢<Zai®e-mi> =Zaie-mi:O.

Soit ea € eA. On a :

ea - (Zai®e~mi> :Zeaai6®e~mi:e®ea (Zaie-ml) =0.
p - -

3 3

Ceci montre que ker ¢ C F(eA, M). Le morphisme ¢ se factorise donc par

¢: (AQesace-M)e =M, a®e-mr— ae-m.

Comme nous savons maintenant que (A ®ca. eM ), est un A-module simple, ce morphisme étant
non nul, c’est nécessairement un isomorphisme. Ceci termine la démonstration de la proposition.

O

Dans certains cas le foncteur j. est en fait une équivalence de catégories entre M(A, e) et
M(eAe). Le résultat suivant donne un critére pour cela.

Théoréme. Le foncteur j. est une équivalence de catégories entre M(A,e) et M(eAe) si et
seulement si la sous-catégorie M(A,e) de M(A) est stable par passage aux sous-quotients (en
particulier, c’est alors une catégorie abélienne). Le foncteur inverse est donné par le foncteur
1= Pé?a; o

Démonstration. Pour montrer que la condition est nécessaire, il suffit de vérifier que si V' est dans
M(A4,e), et si W est un sous-A-module de V, alors W et V/W sont encore dans M(A,e). Il est
clair que si Ae-V =V, alors Ae- (V/W) = V/W. Il reste a voir que W € M(A4,e). D’autre part,
en remplacant V par V/Ae - W, on se raméne au cas ot Ae - W = 0. Il s’agit alors de montrer
que W = 0. Considérons la projection canonique p: V' — V/W | et son image par le foncteur j,

Je(p): e V—=e- (V/W).

Comme j. est exact, j.(p) est surjective, mais l'on voit aussi qu’elle est injective. En effet, si
ecv=weW,onae-v=w=¢e -w=0 puisque e- W = 0. Si 'on suppose que j. est une
équivalence de catégories, la projection p doit étre un isomorphisme, et alors W = 0. Montrons
maintenant que la condition est suffisante. Il est clair que pour tout V'€ M(A, e), le sous-module
F(eA,V) est trivial. La démonstration de la proposition précédente suggere alors que I'inverse de
Je est donné par le foncteur d’induction ¢. On a déja montré en (I.3.2.1)) que j.oi est naturellement
isomorphe & l'identité de M(eAe). Si V' est un objet de M (A, e), on a une surjection canonique

Yv=vy: (ioj)(V)=V, a®e-v—ae-v

Soit W le noyaude ¢». Onae- W =W ne-V=WnN (jeoioj)(V) =0 car ¢ est injective
sur (je o070 j.)(V). Or par hypothese, W = Ae - W, d’out W = 0, ce qui montre que ¢ est un
isomorphisme. On en déduit que les 1y donnent un isomorphisme naturel entre 7o j, et 'identité
de M(eAe). O
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1.4 Dualité

I1.4.1 Le foncteur M — M.

Soit A une C-algebre & idempotents, et M un A-module (& gauche) non dégénéré. Le dual de
M est
M* = Hom¢ (M, C)

qui est naturellement muni d’une structure de A-module & droite. Notons M la partie non-
dégénérée de ce A-module. Ceci définit un foncteur contravariant :

M(A) = M(A)g, M s M.

De méme, si M est un A-module & droite non dégénéré, son dual M est un A-module a gauche
non dégénéré, et 'on a un foncteur (contravariant)

M(A)g = M(A), M+ M.

Dans la pratique, I’algebre A est souvent munie d’une anti-involution grace a laquelle on peut
identifier modules & droite et modules & gauche et la dualité sera alors un foncteur de M(A)

dans M(A).
Lemme. Soit M un A-module non dégénéré, et soit e un idempotent de A. On a alors M - e ~

(e M)*. Le foncteur de dualité M — M est exact.

Démonstration. La décomposition M = e- M @ (1 — e) - M permet d’identifier (e - M)* avec
I'espace des formes linéaires sur M s’annulant sur (1 — e) - M. Mais celles-ci sont clairement les
formes linéaires fixées par 'action (& droite) de e, c’est & dire que (e M)* ~ M* - e~ M - e.

Montrons maintenant I’exactitude du foncteur de dualité. Si
0— My — My — M3z —0
est une suite exacte dans M(A), on veut montrer I'exactitude de la suite
0 — Mz — My — M; — 0.

Comme ces modules sont non dégénérés, il suffit de montrer que pour tout idempotent e de A,
la suite y 3 3
0—>Mz-e—>My-e— M -e—0

est exacte. D’apres ce qui précede, ceci peut se réécerire sous la forme
0—(e-M3)" — (e Ma)* — (e- Myp)* — 0.

Or les foncteurs jo : M +— e- M et M +— M* sont exacts. Ceci termine la démonstration du
lemme. O

Corollaire. On a une injection canonique M — M.

Démonstration. Tout vecteur m € M est fixé par un certain idempotent e de A. Par conséquent
m € e- M et m définit un élément de ((e- M)*)* Donc comme M -e = M*-e = (e- M)*, m définit
un élément du dual de M - e. L’égalité précédente appliquée & M nous dit que m € (M ce)* =
e-(M*) = e- (M). Le morphisme M — M est injectif car pour tout m € M non nul, on peut
trouver A € M* tel que A\(m) # 0, et si e -m = m, alors (A -e)(m) #0, A-e € M. O
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I1.4.2 Dualité et foncteur d’oubli

Le but de cette section est de montrer que M — M entrelace foncteur d’oubli et pseudo
foncteur d’oubli, ainsi que leurs adjoints respectifs I f et Pf.

Théoréme. Soient A et B des algébres d idempotents, et supposons que B soit muni d’une
structure de A-bimodule non dégénéré. On suppose que les actions a droite de A et B sur B
commutent avec les actions a gauche, de sorte que B est aussi un A — B et un B — A-bimodule.
Le foncteur d’oubli F5 et le pseudo foncteur d’oubli” F5 , et leurs adjoints respectivement a droite
et a gauche I§ et PY sont alors définis comme dans la section précédente (avec les adaptations
évidentes lorsqu’on considére des modules d droite plutot qu’a gauche). On a alors, pour tout
B-module a gauche non-dégénéré N,
FE(N) = FL(NY,
et pour tout A-module d gauche non dégénéré M,

I§ (M) = PF(M)"

Les égalités de foncteurs énoncées dans ce théoréme sont bien évidemment & interpréter
comme étant simplement 1’existence d’isomorphismes naturels (par ailleurs explicites) entre eux.
Il s’agit 1a d’un abus de langage et de notation tres répandu parce que trés commode.

Démonstration. On a

“FB(N) = Homp(B, Homc (N, C)5) 4 = Homp (B, Home (N, C)) 4
~ Home(B ®p N, C) 4 ~ Home(FF(N),C) 4
~ (FX(N))
On utilise tout d’abord le fait que 'image d’un module non dégénéré est non dégénérée, puis

la premiére identité du théoreme [[2:2] ou N est vu comme B-module & gauche et C-module a
droite, et C comme le C-module & droite trivial.

La deuxiéme assertion du théoreme se montre de la méme fagon en utilisant le théoréeme
On peut aussi la déduire de la premiere par adjonction. On utilise pour cela 'identité suivante.
Lemme. Pour tout A-module a droite V' et pour tout A-module d gauche W, tous deuxr mon
dégénérés
(1.4.2.1) Hom 4 (V, W) ~ Hom (W, V)

=1, p(w)(v) = o) (w), (VvoeV,weW),

fonctoriellement en V et W.

Démonstration. On a

Hom 4 (V, W) = Hom 4 (V, Home (W, C) 4)
= Hom 4 (V, Hom¢ (W, C))
~ Hom¢(V @4 W, C).

Ceci est obtenu de la premiere identité du théoréme [[.2.2] en considérant W comme A — C-
bimodule. De méme, en considérant V' comme C — A-bimodule, la deuxiéme identité du théoreme

nous donne )
Hom 4 (W, V) ~ Hom¢(V ® 4 W, C).
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Toute ses identités sont fonctorielles en V et W. O

Terminons la démonstration du théoreme. Montrons que I'on peut déduire du lemme que
IB(M) = P§(M)~ On a, quels que soient M € M(A), N € M(B),
Hom 4 (M,"F§(N)) ~ Homp(PE (M), N)
~ Hompg(N, P¥(M)).

Ceci est obtenu en utilisant Padjonction entre "F% et P¥ et I'identité du lemme. D’autre part

Hom 4 (M, F5(N)) ~ Homa (M, F5(N))
~ HomA(]-'f(N), M)
~ Homp(N, IE(M)).
D’ou -
Homp (N, PE(M)") ~ Homp (N, IB (M),

ce qui par unicité de ’adjoint a isomorphisme pres, montre 1’identité voulue. O

1.4.3 Dualité et complétion

Soit A une C-algebre & idempotents et soit M un A-module non dégénéré. On a défini M
comme la partie non-dégénéré de M*.

Il est facile de voir directement que lorqu'on compléte M, on retrouve M*. Nous allons
donner une démonstration de ce fait qui découle formellement de ce qui a déja été établi. Pour
tout A-module & droite N, on a en effet :

HomA(N7W):HomA(N (M™)4)
~ Hom4 (N4, Homc (M, C) 4)
~ Hom 4 (N4, Home (M, C))
~ Hom¢ (N4 ®4 M,C)

La premiere égalité provient de I’adjonction la derniére de ([.2.2.6)), avec R = A et S =C.
D’autre part :

Homy (N, M*) = Hom 4 (N, Homg¢ (M, C))
(

= Hom 4 (N, Hom¢ (M, C))
~ Homc¢ (N ® 43 M, C)
~ Hom(c(N ®A M,(C)

On a utilisé ([.2.2.3)) et les notations afférentes pour la deuxieme égalité. Enfin, I'inclusion N4 ® 4
M — N ®4 M est surjective, car quels que soient n € N, m € M, on trouve un idempotent e
de A qui fixe m et 'on a

ndm=n@e-m=n-e@mec Nyp®as M.
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On obtient ainsi pour tout A-module & droite N un isomorphisme (naturel) :

Homy (N, (M*)4) ~ Homx (N, M™)

On en déduit d’apres |AII1.3| que (M*)4 ~ M*.

Ceci nous donne une réalisation de M qui est commode pour les calculs. On plonge M dans
un module L (par exemple, on peut utiliser le plongement de M dans M). On a alors, d’aprés

(T.1.5.2)
(1.4.3.1) M={leL*|A-lc M cC L}.

1.5 Quelques classes de modules

I.5.1 Modules admissibles

Comme dans les paragraphes précédents, A est une C-algebre a idempotents.

Définition. Un module non dégénéré M dans M(A) est dit admissible si pour tout idempotent
e de A, 'espace vectoriel e - M est de dimension finie.

Proposition. Un module M est admissible si et seulement si l'inclusion M — M est un iso-
morphisme.

Démonstration. Supposons M admissible. Alors pour tout idempotent e de A, e - M est de
dimension finie. L’injection de e - M dans e - (M) exhibée dans la démonstration du lemme
est alors un isomorphisme. Comme tout vecteur de M est fixé par un idempotent de A, on obtient
M ~ M. Réciproquement, supposons que M soit~strictement plus grand que M. Soit m € M \M,

et soit e un idempotent de A tel que m € e- (M). Il est clair que m n’est pas dans l'image de

I'injection de e - M dans e - M, et donc e - M n’est pas de dimension finie. O

Corollaire. Soit M un A-module non dégénéré admissible. Alors M est admissible. De plus M
est simple si et seulement si M est simple.

Démonstration. Le premier point est un corollaire de la démonstration de la proposition ci-dessus,
plutot que du résultat lui-méme. Pour le second point, il suffit de remarquer que si M admet un
sous-module propre M, alors son orthogonal dans M est aussi un sous-module propre de M, et

donc M est réductible. L’égalité M = M montre la réciproque. O

1.5.2 Modules projectifs, injectifs

Soit A une C-algebre a idempotents. Rappelons qu'un module X € M(A) est dit projectif
(resp. injectif) si le foncteur Hom 4 (X, ) (resp. Hom 4 (e, X)) est exact.

Théoréme. La catégorie M(A) posséde assez de projectifs (c’est-a-dire que tout module dans
M(A) est quotient d’un module projectif).
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Démonstration. Soit e € A un idempotent, et considérons le module P. = Ae. Le module P, est
projectif puisque pour tout A-module M dans M(A), Homa(P., M) =e- M = j.(M) et que le
foncteur j. est exact . D’autre part, toute somme directe de modules projectifs est encore
projective. En effet, pour toute famille (P;);c; de modules

Hom 4 (©e1 Py, M) = [ [ Homa(P;, M).
iel
Si M est dans M(A), et sim € M, par définition, il existe un idempotent e de A tel que m = e-m.
Donc m est dans 'image de P. — M, a - e + a - m. Pour chaque m € M, on choisit un tel e.
En prenant la somme sur tous les m € M des P, correspondants, on voit que M est un quotient
d’un module projectif. O

Gréce a la dualité dans M(A), nous allons déduire de l'existence d’assez de projectifs I'exis-
tence d’assez d’injectif. Pour cela, montrons tout d’abord le

Lemme. Soit X un module projectif dans M(A). Alors X est injectif.

Démonstration. 1l s’agit de montrer Uexactitude du foncteur Hom 4 (e, X) Or d’apres ([.4.2.1) ce
foncteur est isomorphe au foncteur Hom 4 (X, 8) qui est la composition du foncteur de dualité,
exact d’apres le lemme [[.4.1} et du foncteur Hom 4 (X, @), exact par hypothese. O

Corollaire. La catégorie M(A) posséde assez d’injectifs (c’est-a-dire que tout module dans
M(A) est sous-module d’un module injectif).

Démonstration. Soit M dans M(A) et P un module projectif tel que ]\N{ soit un quotient de P.
Alors M est un sous-module du module injectif P. Or M s’injecte dans M (corollaire , donc

dans P. O

1.5.3 Modules libres

Soit A une C-algebre a idempotents. On dit que M € M(A) est un module libre s'il est
isomorphe a une somme directe de modules isomorphes a A.

Tout module M est quotient d’'un module libre. La démonstration est similaire a celle du
fait que M(A) contient assez de projectifs. En effet, soit M € M(A), et soit m € M, fixé par
un certain idempotent e de A. Alors m est dans I'image du morphisme ¢ : A — M, défini par
¢(a) = a-m. On construit ainsi un morphisme surjectif de €9, ., A dans M.

Contrairement au cas des anneaux unitaires, A n’est pas nécessairement projectif dans M(A),
et donc un facteur direct d’un module libre n’est pas nécessairement projectif. En revanche, tout
module projectif est facteur direct d’un module libre, la démonstration restant la méme que dans
le cas des anneaux unitaires (cf. [35]).

1.6 Propriétés de M(A)

Soit A une C-algebre & idempotents. La catégorie M(A) étant une sous-catégorie pleine de
A — mod stable par passage aux sous-modules et aux quotients, c’est une catégorie abélienne.
Nous renvoyons le lecteur & Pannexe [A.VI] pour les généralités sur les catégories abéliennes et la
terminologie employée.
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Proposition. La catégorie M(A) est compléte et cocompléte et vérifie les axiomes AB5 et AB6
(cf.[AVI). Les limites inductives dans M(A) sont ezactes.

Démonstration. La premieére assertion signifie que les limites et colimites quelconques existent
dans M(A), et pour cela, il suffit de vérifier existence de produits et de sommes directes dans
M(A). On utilise 'existence de produits et de sommes directes quelconques dans A — mod. Si
(M;)icr est une famille d’objets dans M(A), alors [[, M; et @, M; existent dans A — mod. Il
est immédiat que @, M; est non dégénéré, et est donc la somme directe des M; dans M(A). En
revanche, le produit [ ], M; n’est pas forcément non dégénéré, mais il est clair que sa partie non
dégénérée (], M;)a vérifie la propriété universelle du produit dans M(A).

L’axiome ABS5 affirme que pour tout systéeme filtrant croissant M; de sous-objets d’un objet
M, et pour tout sous-objet N de M, on a

Nﬂ (Z Mi> = Z(NﬂMi).

%

Comme tous les objets sont des modules, donc des ensembles, on peut faire des raisonnements
ensemblistes standards pour montrer 1’égalité ci-dessus, en montrant l'inclusion dans les deux
sens.

L’axiome ABG6 affirme que tout objet de M(A) est une somme croissante d’objets de type
fini. La encore, cette propriété est évidente dans le cas d’une catégorie de modules stables par
passage aux sous-modules.

Enﬁn, la derniére assertions signiﬁe que siles ((Mi)i617 (fij)igj); ((Ni)i617 (gij)igj) et ((Pi)i617 (hij)igj)
forment des systémes inductifs dans M(A) tels que pour tout ¢ € Z on ait une suite exacte

0—+M,—N;,—- P, =0

alors la suite
0—>hlg.Mi—>h_f>nNi—>hlg_Pi—>0

est exacte. On peut soit déduire ceci du méme énoncé dans A — mod, démontré par exemple
dans [I1], §6, Prop. 3, en constatant que toutes les limites injectives sont en fait dans M(A4), ou
bien en recopier la démonstration. O

1.7 Notes sur le chapitre I

Des généralités sur les anneaux a idempotents se trouvent a plusieurs endroits dans la
littérature. Je me suis servi de [23] pour la section sur le complété de 'anneau A et sur le
centre de M(A). Jai suivi [34] pour la définition des foncteurs d’induction I§ et P%, ainsi que
pour la terminologie < pseudo foncteur d’oubli ». La démonstration du fait que la dualité en-
trelace les foncteurs I§ et PP est aussi tirée de [34]. La section est inspirée de [22], les
résultats s’y trouvant étant dus a J. Bernstein. La notion de complété d’'un module non dégénéré

7

est introduite dans [2].
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Chapitre 11

Espaces et groupes totalement
discontinus

Dans ce chapitre, nous développons 1’étude des espaces (et plus particulierement des groupes)
topologiques localement compacts totalement discontinus (t.d. pour abréger), c’est-a-dire tels que
chaque point de I'espace admette une base de voisinages ouverts compacts. En effet, les groupes
réductifs p-adiques sont munis d’une telle topologie, provenant de celle des corps sur lesquels ils
sont définis. La notion de fonction < lisse > adéquate sur de tels espaces est celle de fonction
localement constante. Une fonction lisse & support compact est alors une combinaison linéaire de
fonctions caractéristiques d’ouverts compacts disjoints. Ce fait donne a I’analyse fonctionnelle sur
ces espaces un caractere purement algébrique, qui la rend beaucoup plus simple que dans le cas
des variétés différentiables, par exemple. Il en est de méme de la théorie des faisceaux (de groupes
abéliens) sur X. Nous étudions aussi les actions continues de groupes topologiques t.d. sur des
espaces topologiques t.d. La encore, la théorie est débarrassée des pathologies rencontrées dans
le cas général, ou méme dans le cadre différentiel. Un outil fondamental de ’étude des groupes
topologiques localement compacts est la mesure de Haar. Une mesure de Haar est une mesure
invariante par l’action par translation a gauche du groupe sur lui-méme. La démonstration de
Iexistence et de 'unicité a un facteur scalaire pres d’une telle mesure sur les groupes topolo-
giques localement compacts totalement discontinus est assez élémentaire. L’action par translation
a droite du groupe sur la mesure de Haar définit sur le groupe une fonction (ou caractére) <« mo-
dulaire >. Le calcul de cette fonction peut s’effectuer en termes d’indices de sous-groupes ouverts
compacts.

Une autre notion fondamentale pour la suite de la théorie est celle de convolution de distri-
butions. C’est cette convolution qui va nous permettre de définir les algebres jouant un role dans
la théorie des représentations des groupes topologiques t.d. L’espace des distributions a support
compact sur un tel groupe G devient une algebre une fois munie du produit de convolution, dont
I’élément neutre est la distribution de Dirac en I’élément neutre du groupe. Les mesures de Haar
sur les sous-groupes ouverts compacts de G fournissent un systeme filtrant d’idempotents de
cette algebre. L’algebre de Hecke de G est la sous-algebre constituée des distributions a support
compact fixés par convolution a gauche et a droite par un de ces idempotents. On obtient ainsi
une algébre & idempotents (sans unité), notée H(G). La théorie du chapitre [I| s’applique & cette
algébre. Nous décrivons explicitement le complété et le centre de la catégorie des H(G)-modules
non dégénérés en termes de distributions dites a support essentiellement compact. L’importance
de ces résultats vient de ce que la catégorie des H(G)-modules non dégénérés est équivalente a
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la catégorie des représentations lisses de G, qui sera I'objet d’étude du chapitre suivant.

II.1 Topologie des espaces t.d.

Nous donnons dans cette section quelques résultats généraux de topologie des espaces loca-
lement compacts totalement discontinus.

Si X est un ensemble et Y une partie de X, on note xy la fonction caractéristique de Y dans
X. Si X est un espace topologique et Y est une partie de X, on note Y I'adhérence de Y dans
X.

II.1.1 Espaces t.d.

Un espace topologique localement compact totalement discontinu (espace t.d.) est un espace
topologique séparé tel que chaque point admette une base de voisinages d’ouverts compacts.

Un groupe topologique localement compact totalement discontinu est un groupe topologique
dont I'espace topologique sous-jacent est t.d. Il suffit pour cela que ’élément neutre e admette
une base de voisinages composée de sous-groupes ouverts compacts. Cette condition est en fait
nécessaire, mais nous laissons ce point a la sagacité du lecteur. Si 'on ne veut pas se fatiguer,
on prendra cette condition a priori plus forte comme définition des groupes topologiques t.d.

Lemme. (i) Soient X un espace t.d. et Y une partie localement fermée de X. Alors Y est un
espace t.d. pour la topologie induite.

(i1) Si K est un compact de X et |, U est un recouvrement de K par des ouverts, alors il
existe un recouvrement subordonné fini de K par des ouverts compacts disjoints V; (c’est-a-dire
que pour tout i, il existe « tel que V; C U,).

Démonstration. Rappelons que Y C X est localement fermé si pour tout point y € Y, il existe
un voisinage U de y dans X tel que U NY est fermé dans U. Ici, on peut supposer U ouvert
compact, et le (i) découle alors assez facilement des définitions. Passons & (i¢). Pour chaque point
2 dans un U,, choisissons un voisinage ouvert compact V, o C U,. On a alors K C Ua,a: Vi, €t
par compacité de K, on peut en extraire un recouvrement fini K C |J, Vi, o,- Comme les V,, o,
sont & la fois ouverts et fermés, il en est de méme de leurs intersections et de leurs différences
symétriques deux a deux. On construit donc facilement a partir de cela un recouvrement fini de
K vérifiant les propriétés voulues dans 1’énoncé. O

Proposition. Un espace t.d. vérifie la propriété de Baire, c’est a dire qu’une intersection
dénombrable d’ouverts denses est dense.

Démonstration. Cest vrai de tout espace localement compact (cf. [25], theorem XI. 10.1).

I1.1.2 Fonctions et distributions

Soit X un espace t.d. Nous considérons sur X les espaces fonctionnels suivants :

C*>(X) : espace des fonctions localement constantes & valeurs complexes,

D(X) : sous-espace de C*°(X) des fonctions & support compact,
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D'(X) : dual (algébrique) de D(X), 'espace des distributions,

(& noter que ces espaces ne sont pas munis de topologies).

Rappelons que si f est une fonction sur un espace t.d. X a valeurs complexes, son support,
noté Supp f, est défini comme étant le complémentaire de la réunion des ouverts U de X ou la
restriction de f est nulle.

Lemme. Toute fonction localement constante d support compact sur un espace t.d. X peut
s’écrire comme une somme finie de multiples scalaires de fonctions caractéristiques d’ouverts
compacts disjoints.

Démonstration. Soit f € D(X). Pour chaque point x € Supp f, choisissons un voisinage ouvert
compact U, ou f est constante. Comme Supp f est compact, du recouvrement par les U, on
peut extraire un sous-recouvrement fini et d’apres le (i4) du lemme on peut supposer ces
ouverts disjoints. Le résultat est alors clair. O

Proposition. Soient X un espace t.d. et U un ouvert de X. Notons Z = X \U. On a alors une
suite exacte

(I1.1.2.1) 0 — D(U) 2 D(X) 2% D(Z) — 0.

Démonstration. L’injection iy consiste a étendre les fonctions sur U par 0 en dehors de U pour
obtenir une fonction sur X. L’application pz est la restriction des fonctions de X a Z. La partie
7 étant fermée, on obtient bien ainsi des fonctions localement constantes et a support compact.
Pour montrer que la restriction de X a Z est surjective, on doit montrer comment étendre une
fonction f de D(Z) a X tout entier. Comme le support de f (notons-le Z’) est compact, et
comme f est localement constante, on peut recouvrir Z’ par des ouverts de X tels que f soit
constante sur lintersection de Z’' et d’un de ces ouverts. D’aprés le (i) du lemme il
existe un recouvrement fini de Z’ par des ouverts compacts disjoints de X ayant cette méme
propriété. On étend f en une fonction constante sur ces ouverts compacts. En dehors de ces
ouverts compacts, on étend f par 0. L’exactitude de la suite (II.1.2.1) est maintenant facile a
vérifier : il est clair que pz oiy = 0, et si pz(f) = 0, comme f est localement constante, f est
nulle dans un voisinage de Z. Son support est donc dans U. O

Par dualité, on obtient :

Corollaire. La suite :
(I1.1.2.2) 0 D'(2) 2% D'(X) % D'(U) — 0

est exacte.

Si T est une distribution sur X, on définit son support, noté Supp 7" : c’est le complémentaire
de la réunion des ouverts U de X tels que ¢};(T") = 0. On dira que f (resp. T) est & support dans
une partie Y de X si Supp f C Y (resp. SuppT C Y). Si Z est une partie fermée de X, alors la
suite exacte montre que toute distribution 7" sur X a support dans Z s’écrit de maniere
unique p%(Tp), To € D'(Z). On identifiera donc souvent les distributions sur X & support dans
Z et les distributions sur Z.

On peut maintenant définir un autre espace fonctionnel sur X :
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E'(X), espace des distributions sur X & support compact.

Définissons une dualité entre les espaces C(X) et £'(X) : si T € £'(X), son support F est
compact. Considérons la suite exacte ([1.1.2.2]) avec Z = F'. Alors il existe une unique distribution
Ty sur F' telle que pi(Tp) = T. Comme F' est compact, pour toute fonction f € C*(X), pr(f)
est dans D(F') et 'on pose :

(T, f) = (To, pr(f))-

Lorsque ceci sera pratique, on utilisera aussi la notation suivante pour la dualité entre D(X)
et D'(X) (resp. entre C(X) et £'(X)) :

(T, f) = /X fdr = /X f(#)dT(z), (f € D(X)), (T € D'(X)).

On peut étendre sans difficulté les résultats ci-dessus aux fonctions a valeurs dans un C-espace
vectoriel V. On note C*(X,V) (respectivement D(X,V)) I'ensemble des fonctions localement
constantes sur X a valeurs dans V' (respectivement, localement constantes a support compact).
On a une injection canonique

(I1.1.2.3) CR(X)®V = C®(X,V)
feuve [z f(z)v].

Et de méme

(I1.1.2.4) D(X)®V = D(X,V)
fove [z f(z)v].

Or toute fonction de D(X, V') est somme finie de fonctions constantes sur des ouverts compactes
disjoints de X (lemme [[I.1.2)), il est donc clair que (II.1.2.4) est surjective, et c’est donc un

isomorphisme.

I1.1.3 Produit tensoriel de distributions

Soient X et Y des espaces t.d. et munissons X x Y de la topologie produit, qui en fait
un espace t.d. Rappelons que d’aprés la remarque toute fonction dans D(X x Y) est
une combinaison linéaire de fonctions caractéristiques d’ouverts compacts disjoints. Comme les
parties de la forme U x V, ot U (resp. V') est un ouvert compact de X (resp. de Y') forment une
base de voisinages de X x Y, on peut d’apres le lemme (i) écrire tout ouvert compact de
X XY comme réunion disjointe finie d’ouverts compacts de la forme U x V. Toute fonction dans
D(X xY) est donc une combinaison linéaire de fonctions caractéristiques d’ouverts compacts
disjoints de la forme U x V. Ceci montre que D(X x Y) ~ D(X) ® D(Y'), Iisomorphisme étant
donné par

(f@g)(x,y) = flx)gly), rz€X,yeY, feDX), geDY).

On peut alors définir le produit tensoriel de distributions : si 77 € D'(X), T, € D'(Y), alors
T1 ® Ty est défini sur D(X x Y) par :

(Ty @Ty, f@g) =Ty, f){Tz,9)-
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D’autre part 'argument utilisé ci-dessus montre que les formules de Fubini sont valables : pour
tout f € D(X xY),

/XXY fz,y)d(Ty @ Ty)(z,y) = /X (/Y f(z,y) dTQ(y)) T (z)

_ /Y ( /X f(x,y)dTl(x)) ATy (y).

En effet, les intégrales se ramenent a des sommes finies.

Proposition. On a
Supp(T; ® Tz) = Supp(T1) x Supp(T>).

En particulier, le produit tensoriel de deux distributions a support compact est a support compact.

Démonstration. Soit €2 un ouvert de X x Y et quitte a le réduire, supposons le de la forme U x V
ou U est un ouvert de X et V est un ouvert de Y. Notons T3 i (resp. To,v) la restriction de 17 a
U (resp. T> a V). Il est clair que la restriction de T} @ T & € est égale a Th,y ® Ts v . La premiere
assertion s’en déduit par une suite de tautologies. La seconde en découle immédiatement. O

II.2 Faisceaux sur un espace topologique t.d.

I1.2.1 Généralités sur la théorie des faisceaux

Soit X un espace topologique et soit 7 la topologie de X, c’est-a-dire ’ensemble des ouverts
de X. Une base de la topologie de X est un sous-ensemble Ty C T tel que pour tout x € X et
pour tout ouvert U contenant z, il existe un ouvert Uy € T contenant = tel que

Uy CU.

Bien siir, une base détermine la topologie.

Nous allons introduire les notions de préfaisceau et de faisceau (de groupes abéliens) sur X,
de base Ty. Ceci généralise légérement les définitions données dans la plupart des traités sur
la théorie des faisceaux (par exemple [28]), qui ne considérent que le cas 7o = T. Cette plus
grande généralité n’est en fait qu’apparente, puisque nous verrons que tout faisceau de base Ty se
prolonge naturellement en un faisceau de base T (ce n’est pas vrai pour les préfaisceaux), mais
cette souplesse dans les définitions est pratique lorsque X est un espace t.d., pour lequel le choix
To = T., 'ensemble des ouverts compacts de X, est particulierement adapté.

Définition. Un préfaisceau F (de groupes abéliens) sur X, de base Ty, est la donnée, pour
chaque ouvert U de Tg, d’un groupe abélien F(U) (si ) € To, alors on demande que F(0) = {0}),
et pour tout couple U C V d’ouverts de Ty, d’'un morphisme de restriction

PV,U : ]:(V) —).F(U)

vérifiant pyy = Idz) et lorsque U C V. C W sont des éléments de 7o, pv,u © pw,v = pw,u-
Lorsque l'on suppose que les F(U) sont munis de structures supplémentaires (anneaux, espaces
vectoriels sur un corps k, etc), et que les morphismes de restriction préservent ces structures, on
parle de préfaisceaux d’anneaux, de k-espaces vectoriels, etc.
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Une maniere équivalente et un peu plus sophistiquée de définir les préfaisceaux est la suivante :
notons encore 7 la catégorie dont les objets sont les éléments de 7y, et dont les morphismes sont
donnés par :

Homy, (U, V) =0 si U n’est pas inclus dans V,

Homy, (U, V) est l'inclusion de U dans V' si U est inclus dans V.

Un préfaisceau de groupes abéliens (resp. d’anneaux, de k-espaces vectoriels, etc) est alors
un foncteur (contravariant) de 7y dans la catégorie des groupes abéliens (resp. des anneaux, des
k-espaces vectoriels, etc).

Les préfaisceaux (de groupes abéliens) sur X, de base 7y (on dira maintenant simplement
préfaisceau sur X), forment une catégorie, notée pSh(X) dont les morphismes sont définis de la
maniere suivante. Soient F; et Fu deux préfaisceaux sur X de base 75. Un morphisme ¢ entre
F1 et Fy est la donnée, pour chaque U € Ty, d’'un morphisme de groupes

¢U : ]:1(U) — .FQ(U)
Il est de plus exigé que si U C V sont des ouverts de 7o,

(IL2.1.1) bu o pv.u = pv.U o Pv.
Définition. Un préfaisceau F est un faisceau si la condition suivante est vérifiée :

(F) : soit V € Tg et {V;}icr un recouvrement de V' par des ouverts de 7Ty. Supposons que pour
chaque i € I soit donné un élément f; de F(V;) de telle sorte que quels que soient i, j dans I et
pour tout ouvert V;; C V; NV, de 7o, on ait

pvivi; (fi) = pv; v, (f5)-

Alors il existe un unique f € F(V) tel que pour tout j € I, pv,v,(f) = f;.

Les faisceaux sur X forment une catégorie (les morphismes sont les morphismes de préfaisceaux),
notée Sh(X) .

Définissons maintenant la fibre F, d’un préfaisceau F sur X. L’ensemble des ouverts U de
7o contenant x, noté Vy; (z) est muni de lordre partiel :

V < U si et seulement si U C V.

Cet ensemble est filtrant croissant, c¢’est-a-dire que si U et V sont des ouverts de 7y contenant z,
il existe un ouvert W de Ty tel que W >V, W > U (ceci découle simplement du fait que To est
une base de la topologie). Les morphismes py,y, U C V, U,V € 7Ty, forment un systéme inductif
de groupes abéliens (voir exemples [A.IV.2).

On pose
Fo= lm F (0).
UeVr, (x)
Cette limite inductive peut étre décrite explicitement : formons I'union disjointe HUGVTO @ F )
que ’on munit de la relation d’équivalence suivante : s € F(U) est équivalent a t € F(V) sl existe
W eV (z), W cUNYV tel que pyw(s) = pv,w(t). La limite inductive F, est alors I’ensemble

des classes d’équivalence, muni de la structure de groupe et des morphismes py, : F(U) = Fy
canoniques.



I1.2. FAISCEAUX SUR UN ESPACE TOPOLOGIQUE T.D. 37

Nous allons maintenant définir un foncteur
pSh(X) — Sh(X), F e Ft.
Soient x € X et U € Ty, avec x € U et soit
pu: F(U) = Fa

la projection canonique. Posons

F=1] 7

rzeX
Il s’agit de 'union disjointe des F,. L’espace Fest appelé espace étalé au-dessus du préfaisceau
F.

Pour tout ouvert U de X (pas nécessairement dans 7g), une section de F au-dessus de U est
une application
s: U—=F

telle que pour tout =z € X, s(x) € F, et telle qu'il existe un recouvrement de U par des ouverts
(U;)ier de To, et des éléments f; € F(U;) vérifiant :

(I1.2.1.2) s(x) = pu, »(fi), Yz eU;NU).

Soit F 'espace étalé pour le préfaisceau F. Pour tout U € Ty, définissons FT(U) comme
I’ensemble des sections de F au-dessus de U. Si U C V sont des ouverts de 7y, définissons le
morphisme de restriction pJ‘;U par p‘JZU(S) = sy, s € FT(V). Il faut s’assurer que ceci est bien
une section de F au-dessus de U , au sens ou nous 'avons défini ci-dessus. Par définition, il existe
un recouvrement de V' par des ouverts (V;);cs de Tp, et des éléments f; € F(V;) vérifiant

s(x) = py,(fi), Yz eVinV).

Prenons un recouvrement (U;);cs de U de sorte que pour tout j € J, U; € Tg et U; C V; pour
un certain i € I. Posons alors g; = py; v, (fi). On a pour tout = € Uj,

pu;.2(95) = pu, .« (pvi,u, (fi)) = pvia(fi) = s(z) = sjp(z),

ce qui montre que sy est bien une section. Il est clair que F * est un préfaisceau de groupes
abéliens, la structure de groupe sur les F*(U) étant claire.

Montrons maintenant que F T est bien un faisceau en vérifiant la propriété (F). Soit V € Ty
et {V;}ier un recouvrement de V par des ouverts de Ty. Supposons que pour chaque i € I soit
donné un élément s; de FT(V;) de telle sorte que quels que soient 4, j dans I et pour tout ouvert
Vij € Vin'V; de To, on ait

P{Zvn(sz) = Pa,vij(sj)'
Pour tout z € V, choisissons V; contenant 2 et posons s(z) = s;(z). Il est clair que s(z) ne
dépend pas du choix de V; contenant x, car si x € V; NV}, on prend un ouvert V;; € Ty tel que
z €V CViNVj, et 'on a alors :

55(2) = (52)viy (@) = Pt v, (50)(@) = i v (33)(@) = (57) vy (2) = 85 (2):

Vérifions que s est une section de F+ au-dessus de V. Chaque s;, 1 € I, est une section, et
donc il existe un recouvrement (U?);e s, de V; par des ouverts de T et des s € F +(U]’») tels que
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si(x) = pyi »(s5). On a alors s(x) = pyi . (s’) pour tout z € U, ce qui montre que s est une
section. La propriété d’existence dans la définition des faisceaux est donc établie. Reste I'unicité.
Supposons que deux sections s et s’ dans F (V) vérifient

pvvi(s) = pvy,(s') = s, (Viel).

On a immédiatement, pour tout x € V, en choisissant un V; contenant z, s(z) = '(z) = s;(x),
et donc s = ',

Soit ¢ : F — G un morphisme de préfaisceaux sur X. Définissons maintenant ¢ : F* — G+,
Soit s € F*(U). Par définition, il existe un recouvrement (U;);c; de U par des ouverts de Tp et

des f; € F(U;) tels que s(z) = pu, (fi). Posons, pour tout i € I, g; = ¢y, (fi) et t(x) = pu,,(9:)-
On vérifie par les techniques désormais familieres que ceci ne dépend pas des choix faits et que

la condition ([I.2.1.1)) est satisfaite pour les p‘tU et les gb?}. Nous laissons aussi au lecteur la
vérification du fait que

"
FoFt  [F4g e [FrSah
est un foncteur.

Proposition. Le foncteur F — FT de pSh(X) dans Sh(X) est l’adjoint d gauche du foncteur
d’oubli de Sh(X) dans pSh(X), ¢’est-a-dire que pour tout F € pSh(X) et pour tout G € Sh(X),
on a un isomorphisme naturel :

Homy,s(x)(F,G) ~ Homg(x)(F",G)
Démonstration. Pour tout préfaisceau F sur X, définissons un morphisme
I F— FT
Soit U € Ty et f € F(U). Posons

G (f) = sy,

ott 87 1 U — [[,cp Fa est la section donnée par sy(x) = py.(f). Ceci est bien une section.
On le voit en choisissant comme recouvrement de U, U lui-méme. Une vérification sans difficulté

montre que pour tout morphisme de préfaisceau F A G, le diagramme suivant commute

¢

F—lsg

F+ -G+
¢+

Soit 1 : F — G un morphisme de préfaisceaux sur X, ou G est un faisceau. Nous allons définir
U : Ft — G factorisant v par 7. Soient s € F*(U), et les U;, f; comme en ([1.2.1.2). Posons
Il =4u,(fi) € G(U;). On a alors d’apres (I1.2.1.1)), quels que soient i et j dans I :

pu.unu, (i) = pu,v.nu, Wu, (fi) = Yu,au, (o, vno, (fi),

et de méme
!

PU;,U;NU; (fj) = PU;,U;NU; (ij (f])) = inﬁUj (pUj,UiﬂUj (f]))
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Montrons que

(11.2.1.3) pu.vinu; (fi) = pu;vinu; (fi),

ce qui entrainera

(I1.2.1.4) pus, i (F7) = puyvinu; (F))-

On a pour tout x € U; N U; :

s(x) = pu, .« (fi) = puinv, = (pU, vinu; (fi),

et de méme
s(x) = pu, 2 (f5) = puinu, .« (pu, v, (f5))

d’ou
(I11.2.1.5) pu.nv; . (pu, v, (i) — pus vino; (f5) = 0.

Or nous avons le résultat suivant :

Lemme. Soient F un faisceau sur X, U € Ty et f € F(U) tels que py(f) =0 € Fy pour tout
xeU. Alors f =0.

Démonstration. Par définition de la limite inductive, pour tout xz € U, il existe un ouvert U, € Ty
contenant x et contenu dans U tel que py,u, (f) = 0. Les ouverts (Uy)gzey forment un recouvre-
ment de U. La propriété (F) des faisceaux montre alors que f = 0. O

Terminons la démonstration de la proposition. Le lemme et ([1.2.1.5)) montrent ([1.2.1.3) et
donc (II1.2.1.4). La propriété (F) pour le faisceau G entraine alors qu’il existe un unique f’ € G(U)
tel que pyu, (f') = f;. Posons alors Uy (s) = f'.

Soient f € F(U), t7;(f) = sy et f' = ¥y (sy) obtenu comme ci-dessus On a alors :

Yy (i (f) = Yulsy) = '

et puv, (f') = f! = v, (fi) pour tout i € I. Ceci montre que ¥ o = 1.
Réciproquement, si ¥ est dans HomSh(X)(f+, G), on définit ¢ dans Hom,,sp,(x)(F,G) par

ou(f) =Yulsy), (f € FU)).

On voit alors immédiatement que les opérations ¢ — ® et & — ¢ décrites ci-dessus sont inverses
I'une de l'autre, en utilisant le fait que ¥ est déterminé de maniére unique par la donnée des
U(sg), feFU),UeT. O

Remarque. Le faisceau F+ et le morphisme 7 sont solutions du probléme universel (a droite)

posé par F et le foncteur d’oubli des faisceaux vers les préfaisceaux (voir . Il y a donc
unicité de (F*,:7) & unique isomorphisme prés. En particulier, si F est un faisceau, F est
naturellement isomorphe & F*+ (l'isomorphisme est +7). Un faisceau s’identifie donc avec le
faisceau des sections de son espace étalé F. Lorsque F est un faisceau, nous ne ferons plus
la différence entre F et FT dans la suite.
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Terminons cette section en remarquant que la catégorie des faisceaux sur X de base 7y est
équivalente a la catégorie des faisceaux de base 7. On passe de maniere évidente d’un faisceau
de base 7 a un faisceau de base 7g, par restriction. Dans 'autre sens, si F est un faisceau de
base T et si U est un ouvert quelconque de X, on définit 7 (U) comme I’ensemble des sections

S:U—>H}"x

zeU

exactement comme en . Ceci définit un faisceau de base T prolongeant le faisceau F* de
base Ty construit dans la proposition ci-dessus (la démonstration que ¢’est un faisceau est la méme
que pour Tp). Notons le (provisoirement) ]-'?. Comme F est un faisceau, d’aprés la remarque
ci-dessus, F est naturellement isomorphe & FT. Ceci montre que le foncteur qui consiste & partir
d’un faisceau F de base T, & construire le faisceau .7-";5 et & restreindre celui-ci & la base 7y
est naturellement isomorphe au foncteur identique de la catégorie des faisceaux sur X de base
To. Dans lautre sens, partons d’un faisceau G sur X de base T. Il est naturellement isomorphe
au faisceau GT. Restreignons G a la base Ty pour obtenir G7;, puis formons (Gr;,)". Il est clair
que ce faisceau est égal & GT. Ceci montre que 'on obtient ainsi un foncteur isomorphe au
foncteur identique de la catégorie des faisceaux sur X de base T et finit d’établir ’équivalence
de catégories.

11.2.2 Support d’une section

Nous reprenons les notations de la section précédente, en particulier F est un faisceau sur X
de base 7.

Définition. Supposons que s : U — F soit une section. Son support, noté Supp(s), est l'en-
semble des z € U tels que s(x) # 0.

Proposition. Le support d’une section s : U — F du faisceau F est fermé.

Démonstration. Supposons que x ¢ Supp(s). Par définition d’une section, 2 posséde un voisinage
ouvert W € 7Ty tel qu'il existe un élément f € F(W) avec s(y) = pw,y(f) pour tout y € W.
Comme par hypothése pw . (f) = s(x) = 0, par définition de la limite inductive, il existe un
voisinage V' € Ty de = contenu dans W tel que pyw, v (s) = 0. Alors pour tout y € V,

s(y) = pvy o pw,v(f) = 0.

Ceci montre que V n’intersecte pas le support de s. Le complémentaire de ce support est donc
ouvert. O

Gréace a lidentification de F et FT on peut parler du support d’un élément de F(U). Si U
est un ouvert quelconque, on note F.(U) l'ensemble des éléments de F(U) & support compact.
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I1.2.3 Faisceau de modules

Soit R un faisceau d’anneaux sur X, de base 7y (on dit que (X, R) est un espace annelé). Un
faisceau de R-modules sur X est un faisceau M sur X tel que pour tout ouvert U € Ty, M(U) est
un module (& gauche) sur R(U). Si U C V sont des ouverts de Tg, alors Papplication de restriction
pvu : R(V) = R(U) est un morphisme d’anneaux grace auquel tout R(U)-module devient un
R(V)-module. On exige alors que les morphismes de restriction py.y : M(V) — M(U) soient
des morphismes de R(V')-modules.

11.2.4 Caractérisation des faisceaux sur un espace t.d.

Soit X un espace t.d. L’ensemble 7. des ouverts compacts de X est une base de la topologie de
X. Nous allons considérer dans la suite les faisceaux (de groupes abéliens) de base 7. La nature
tres particuliere de la topologie localement compacte totalement discontinue donne a ceux-ci une
structure trés simple, comme le montre la proposition suivante.

Proposition. Soit X un espace t.d. et soit F un faisceau (de groupes abéliens) de base T.. Alors
il existe un groupe abélien F.(X) et un faisceau Fy isomorphe a F tel que

— pour tout U € T, F1(U) C Fe(X),

— st U C V sont des ouverts de T, alors F1(U) C F1(V),

— st U C V sont des ouwverts de Te, alors pour tout f € Fi1(U), pvu(f) = f tandis que
pvnu(f) =0,

— Fe(X) = UUGTC F1(U).

Démonstration. Comme F est un faisceau, F est isomorphe & F7, le faisceau des sections de
Iespace étalé F. Soit F.(X) I'espace des sections dans FT(X) & support compact. Si U est un
ouvert compact de X, on plonge F(U) dans F.(X) en étendant les sections s € F+(U) par
0 en dehors de U. Comme X \ U est ouvert, il est clair que ceci définit bien une section dans
FT(X), et elle est & support dans U, donc compact. Les autres assertions de la proposition se
vérifient alors aisément. O

Exemple. Soit C¥ le faisceau dont I’espace des sections au-dessus d’un ouvert U est I’espace
C°°(U) des fonctions localement constantes sur U. Le groupe abélien donné par la proposition est
dans ce cas D(X), I'espace des fonctions localement constantes & support compact sur X. Remar-
quons que les C*°(U) sont des C-algebres (pour la multiplication des fonctions), en particulier, ce
sont des anneaux, et donc (X,C¥) est un espace annelé. Remarquons aussi que 'algebre D(X)
n’est en général pas unitaire, sauf si X est compact, auquel cas C*(X) = D(X), dont ["unité est
Xx. En revanche, c’est une algébre & idempotents (voir , puisque chaque ouvert compact U
de X donne un idempotent xy.

11.2.5 Faisceaux de C-espaces vectoriels

Soit X un espace t.d. et soit C§ — Mod(X) la catégorie des faisceaux de C3-modules.

Proposition. Soit X un espace t.d. et M un faisceau de C-espaces vectoriels sur X de base T..
Alors M est naturellement un faisceau de C-modules.
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Démonstration. On identifie M et le faisceau des sections de ’espace étalé M associé. Soient
UeT.,s:U— M une section et f € C®(U). Alors = — f(x)s(x) est défini, et comme [ est
localement constante, il est clair que c’est une section. Ainsi M devient un C$-module. O

Remarque. Il est évident que réciproquement, un faisceau de C§-modules est naturellement un
faisceau de C-espaces vectoriels sur X. En effet C s’injecte naturellement dans tous les C*°(U)
en associant a un scalaire de C la fonction constante égale a ce scalaire sur U. Ainsi les notions
de faisceau de C-espaces vectoriels sur X et de faisceau de C3-modules sont équivalentes (i.e. les
catégories respectives sont équivalentes). De plus, en vertu du dernier paragraphe de ceci
reste vrai pour les faisceaux de base 7.

Notre but est maintenant de démontrer le théoréme qui suit. Rappelons que D(X) est une
algebre & idempotents, avec comme systéme d’idempotents les {xy }, U ouvert compact. L’algebre
C>(X) est elle une algebre unitaire, d’unité x x. La notion de module non dégénéré définie dans
le chapitre précédent pour les algebres a idempotents s’étend aisément au cas d’une algebre
munie d’un systeéme filtrant d’idempotents (cf. remarque 3, [[.1.2). et C*°(X) admet aussi comme
systéme filtrant d’idempotents les {xy}, U ouvert compact. Dans ce qui suit, on considére les
modules non dégénérés sur C*°(X) relativement a ce systéme filtrant d’idempotents.

Théoréme. Pour tout M € C¥ — Mod(X), M (X) est un D(X)-module non dégénéré et
M = M (X) réalise une équivalence de catégories entre C¥ — Mod(X) et M(D(X)).

Remarquons tout d’abord que I’on peut remplacer D(X) dans I’énoncé par C*(X).

Lemme. Soit M un D(X)-module non dégénéré. Alors laction de D(X) sur M s’étend de
maniére unique en une action de C*°(X) qui fait de M un C*°(X)-module non dégénéré.

Démonstration. Soit m € M et soit U un ouvert compact tel que xy - m = m. Définissons, pour
fec=(X),
f-m=(fxv) m.

On vérifie facilement que le membre de droite est indépendant du choix de U et que cette
définition fait de M un C*°(X)-module non dégénéré, pour le systéme filtrant {xy}, U ouvert
compact, et ce de maniere unique.

Démonstration du théoréme. Soit s € M.(X), et soit U un ouvert compact de X tel que Supp s C
U. La section s est alors fixée par I'idempotent . Ceci montre que F.(X) est un D(X)-module
non dégénéré.

Définissons le foncteur inverse : pour tout D(X )-module non dégénéré M, et pour tout ouvert
compact U de X, définissons M(U) = xy-M.SiU C V sont des ouverts compacts, le morphisme
de restriction

pV’UZM(V):Xv-M—)M(U):XU'M

est donné par m — xy - m. Nous allons vérifier que M est bien un faisceau.

En premier lieu, nous avons une caractérisation simple des modules M(U), U ouvert compact :

MU)={m e M|xy-m=m}.
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Le fait que M soit un préfaisceau est simplement la traduction du fait que si U C V sont deux
ouverts compacts, alors xyxy = xv. Vérifions maintenant la propriété (F) des faisceaux. Soit
V € T. et {V;}ier un recouvrement de V' par des ouverts de 7. Supposons que pour chaque i € I
soit donné un élément m; de M(V;) de telle sorte que quels que soient 4, j dans I et pour tout
ouvert Vi; € V; NV, de 7, on ait

PV iy (i) = Xvyy =i = py; vy () = Xvi, - my.

Nous voulons montrer qu’il existe un unique m € M(V)) tel que pour tout j € I, pv’vj(m) =
Xvi; - m = mj. Fixons k et [ dans I, et montrons que l'on peut remplacer Vj et V; dans le
recouvrement par le seul ouvert compact V) = Vi U V;. Plus précisément, nous allons voir qu’il
existe un unique élément mo € M (V) tel que

(I1.2.5.1) PVo,Vie "o = Mk, PV, v, - Mo = My.

De plus, pour tout j € I,

(11252) PVo,VoﬂVj cMmo = meVoﬁV}‘ cMmy.

Supposons qu'un tel élément existe. Il est clair que la propriété que nous voulons établir est
vraie pour le recouvrement (V;)ies et les éléments (m;)ics si elle est pour (V;)ien r3utoy et
(mi)ien{k,1yufoy- Comme V' est compact, on peut extraire du recouvrement (V;);e; un recouvre-
ment fini. Ceci montre qu’en un nombre fini d’étapes on se rameéne a un recouvrement dont V
lui méme fait partie et I’élément m voulu est donné.

Posons
Mrr = Xvienv, - M = XVpny; - My
Comme xv, Xv; = Xvi.nv; €t que Xxv, - Mk = Mk, Xv, - My = My, on obtient
MEr = Xv, - Mk = Xv, -y
Posons Vo = Vi, UV;. Comme xv, = xv, + XV, — XV.nV;, o1 a alors
Mkl = XvenV, " Mkl = XV, - Mgl = XV, - Mkl = XV - Tk

Définissons mg = my +m; —my. On a xv, - mo = Mg, Xv, - Mo = My et Xvny; - Mo = My, d’oll
XV, - Mo = mo. Donc mg € M(Vp), et

PVo, Vi =10 = Mk, PV, vy - Mo = My,
ce qui établit ([1.2.5.1]). Pour tout j € I, on a
Xv; - Mo = Xv; - (Mg +mp —mi) = (Xvi + XV — Xvinvi) - M = XV, - My,

ce qui établit ([1.2.5.2)).

Pour l'unicité, remarquons que si my, vérifie (I1.2.5.1]), alors
! i !/
mo = Xv, - Mo = (Xvi + XV — Xvinvi) = Mg = My + My — Mg = mo.

Ceci termine la démonstration du fait que M est un faisceau.

Il est clair que les deux foncteurs sont inverses I'un de l'autre : si I’on part d’un D(X )-module
M non dégénéré, on forme le faisceau M correspondant comme ci-dessus. On a alors

M(X)= | MO)= | xv-M =M,
UeT. UveT.
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car M est non dégénéré. Réciproquement, si ’on part d’un faisceau de C§-modules M, que 'on
pose M = M.(X), on voit que pour tout ouvert compact U, xy - M = xy - M(U) = M(U).
Ceci montre que le faisceau construit comme ci-dessus a partir de M est bien le faisceau M de
départ. O

Soit M un D(X)-module non dégénéré et soit M le faisceau de CP-modules correspondant
par le théoréme. La fibre M, en tout point € X est la limite inductive des M(U) = xy - M
sur le systeme des ouverts compacts U de X contenant z. Plus explicitement, munissons M de
la relation d’équivalence définie par m = m/ s’il existe U voisinage ouvert compact de x tel que
xu -m = xy -m'. La fibre M, est alors ’ensemble des classes d’équivalence.

On peut aussi définir directement la fibre M, comme M /M (z) ot
M(z)={m e M|3f € D(X), f(z) #0et f-m=0}.

En effet, si m € M, son image dans M /M (x) ne dépend que de sa classe d’équivalence pour
la relation ci-dessus : si pour un certain m’ € M et un certain voisinage ouvert compact U
de z, xy-m = xu -m/, on a xy - (m—m') = 0, ce qui montre que m — m’ est dans M (x)
(prendre f = xy). Ceci permet de définir une application de M, dans M/M(x). On utilise
alors le (i) du lemme pour montrer que cette application est injective : si m € M (x) car
f-m = 0 pour une certaine fonction f vérifiant les propriétés requises, on écrit celle-ci sous la
forme f = Z?:o a; Xu,; ou les U; sont des ouverts compacts disjoints de X, Uy contient x et g
est non nul. Comme pour tout j # 0, xu,Xxv, - m = 0, on voit que xy, - m = 0. D’autre part

m
f-m:Zaijj~m=0
j=0

et donc ag xv, - m = 0, d’ou m = 0, ce qui montre I'injectivité de 'application. La surjectivité
étant claire, on a bien M, ~ M /M (x).

Exemples. 1. Si M = D(X) alors M est le faisceau C§¥ des fonctions localement constantes sur
X.

— 2.Si¢q: X =Y est une application continue entre deux espaces t.d., tout D(X)-module
non-dégénéré M devient un D(Y)-module non dégénéré par

g-m=(goq)xv-m, (geDY)), (meM),
o xy est un idempotent de D(X) qui fixe m. On vérifie immédiatement que cette définition est
indépendante du choix de xy et donne bien une structure de D(Y')-module non dégénéré.

En fait g définit un morphisme d’algebres, encore noté g :
q:DY)—=C*(X), gr—gogq.

Ceci munit D(X) d’une structure de D(Y)-bimodule non dégénéré de la maniére suivante. Re-
marquons d’abord que les algebres considérées sont commutatives, et qu’il n’y a pas lieu de
distinguer module & droite et & gauche. Ensuite, si f € D(X), soit U un ouvert compact de X
tel que xu - f = f et soit Uy un ouvert compact de Y contenant le compact ¢(U). On a alors

(xuy °@)xv = xv(xvy ©q) = xv, d’'ott

xvy f=Xyod) f=Xvyo)xv-f=xv-f=F



I1.2. FAISCEAUX SUR UN ESPACE TOPOLOGIQUE T.D. 45

On peut donc appliquer les résultats du dernier paragraphe de La partie non dégénérée de
M pour la structure de D(X)-module coincide avec sa partie non dégénérée pour la structure
de D(Y)-module. Les foncteurs d’oubli et de pseudo oubli sont ainsi égaux. Par ’équivalence
de catégories établie dans le théoreme, ils coincident respectivement avec des foncteurs notés
usuellement ¢ et g. en théorie des faisceaux (voir [28]). Lorsque les espaces sont totalement
discontinus, on a donc q; = q..

Rappelons que le foncteur d’oubli admet un adjoint a droite
¥+ M(D(Y)) = M(D(X)), M Hompy,(D(X), M),
et, d’apres ce qui vient d’étre dit dans ce cas, un adjoint a gauche
Py M(D(Y)) = M(D(X)), M D(X)®py) M.
Gréce a I’équivalence de catégories établie ci-dessus, on obtient des foncteurs
L P C — Mod(Y) — C¥ — Mod(X).

En théorie des faisceaux, les notations traditionnelles pour I5f et P;f sont respectivement q et
-1
q .

Si F est un faisceau sur I'espace t.d. X et que Y est une partie localement fermée de X, alors
on définit un faisceau Fjy sur Y, que l'on appelle restriction de F & Y. La fibre de Fjy en un
point y € Y est égale a la fibre Fy, et les sections au dessus d’un ouvert U de Y sont celles qui
coincident au voisinage de chaque point de U avec la restriction d’une section de F. Lorsqu’on
identifie F au faisceau des sections de F, Fly s’identifie au faisceau des sections au dessus des
ouverts de Y.

Définition. Soit F € C¥ — Mod(X). L’espace F.(X)* (il s’agit ici du dual algébrique de

lespace vectoriel F.(X)) est appelé espace des distributions sur F. Il est clair que F.(X)* est
un C*°(X)-module, 'action étant définie par

(f-T.0) =(T,f¢), (T eF) (¢eFe(X)), (f €CT(X)).

Soient U un ouvert de X, Z un fermé de X et F € C¥ — Mod(X). De méme qu’en (II.1.2.1),
on définit deux morphismes :

iv: Fe(U) = Fo(X) et pz: Fo(X) = (Fiz)e(2).

On allége les notations en posant F.(Z) = (F|z)c(Z). On a alors un résultat qui généralise
(I1.1.2.1) et (II.1.2.2)), et dont la démonstration est similaire :

Proposition. Avec les notations ci-dessus, et Z = X \ U, on a une suite exacte
0— Fo(U) S Fu(X) "8 Fu(2) — 0.

FEt dualement, une suite exacte :

*

0= Fo(2)" 5 F.(X)" & F.(U) = 0.
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Remarque. La proposition ci-dessus affirme que toute section & support compact s € F.(U)
est la restriction d’une section de F.(X). On peut alors décrire la fibre en un point z € X de la
maniere suivante : si ¢ € F.(X), notons ¢y sa restriction a un ouvert U.
Fo = Fe(X)/{¢ € Fe(X)| AU voisinage ouvert de x, ¢y = 0}
= PO/ 6. 6 € Fo(X), £ € DX, f(a) = 0).

Pour obtenir cette derniere égalité, on remarque que

<f¢7 ¢EIC(X)v fED(X),f(.TJ):O>

est inclus dans
{¢ € Fe(X)|3U voisinage ouvert de z, ¢;y = 0}.

Soit ¢ dans ce dernier ensemble et Z son support. Soit U un ouvert compact de X contenant Z,
mais pas = (un tel ouvert est facile & construire en utilisant le lemme [I[1.1.1)). Soit f la fonction
caractéristique de U. On a alors f-¢ = ¢ et f(z) = 0, ce qui montre l'inclusion dans l'autre sens.

Nous terminons cette section en revenant sur la notion d’isomorphisme de faisceaux. Soit
v : X — Y un homéomorphisme entre espaces topologiques t.d. Ceci induit un isomorphisme
d’algebres D(Y') ~ D(X) grace auquel nous identifions D(X) et D(Y)-modules.

Soient X et Y deux espaces topologiques t.d. et soient F, £ deux faisceaux dans C¢ —
Mod(X) et C5° — Mod(Y') respectivement. Un isomorphisme entre F et £ est donc la donnée
d’un homéomorphisme v : X — Y et d’un isomorphisme de D(X)-modules entre F.(X) et
Ec(Y). Il est clair que ceci induit un isomorphisme de C-espaces vectoriels 7, — &, () pour tout
reX.

Siy: F — & est un tel isomorphisme, on note encore
v E(Y) = Fo (X))

son transposé.

II.3 Groupes topologiques t.d.

L’élément neutre d’'un groupe G sera noté 1g.

I1.3.1 Groupes et actions de groupes.

Si X est un ensemble, G un groupe agissant sur X, et E un espace vectoriel de fonctions sur
X, alors G agit linéairement sur F par :

g-f@)=[flg"x), (z€X),(9€G) (f€E).

Si E’ est un espace fonctionnel sur X en dualité avec un espace de fonctions E, alors G agit
sur E’ par :

<9'T7f>:<Tag_1'f>v (gEG),(fEE),(TEE').
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En particulier, si G est un groupe, le groupe de ses automorphismes Aut G est un groupe
agissant sur GG. On peut alors appliquer les conventions précédentes. Si gy est un élément de G,
on notera Int(go) I'automorphisme intérieur de G, g + goggy *-

Le groupe G agit sur lui-méme par translation a gauche et a droite. Notons [ et r respective-
ment ces actions

Wg)-d =g, ri9)-9d=dg " (9.9 €q).

Ces actions induisent des actions de G sur tous les espaces fonctionnels sur G que ’on notera
encore [ et r.

On note f — f Papplication linéaire d’un espace fonctionnel sur G dans lui-méme induite
par I'antiautomorphisme g — ¢g=! de G.

I1.3.2 Un résultat de finitude

Dans ce paragraphe, G est un groupe t.d. Nous utiliserons souvent, et sans plus de commen-
taires, le résultat suivant :

Lemme. (i) Soient K C Ky des sous-groupes ouverts compacts de G. Alors [K; : K] est fini.

(i) Si K est un sous-groupe ouvert compact de G, alors G/K muni de la topologie quotient
est discret. Si de plus G est dénombrable a Uinfini, alors G/K est dénombrable.

Démonstration. (i) Le groupe K est réunion disjointe des classes & droite modulo K, ce qui
forme un recouvrement de K; par des ouverts disjoints. Par compacité, on peut extraire un
sous-recouvrement fini. Or ce sous-recouvrement ne peut pas étre strictement plus petit. Donc
I’ensemble des classes a droite est fini.

(#i) Supposons que G soit réunion dénombrable de parties compactes A,,, n € N. Du recouvre-
ment de A, par les ouverts gK, g € G, on extrait un sous-recouvrement fini, et ainsi G est recou-
vert par une famille dénombrable (g;K);, ce qui montre que G/K est au plus dénombrable. [

I1.3.3 Actions de groupes t.d.

Lorsqu’on considére une action d’un groupe t.d. G sur un espace t.d. X, il s’agit toujours
d’une action a gauche continue.

Proposition. Supposons que G soit un groupe t.d. dénombrable da l'infini agissant sur un espace
t.d. X avec un mombre fini d’orbites. Alors il existe une orbite ouverte Xq, et pour tout point
xg € Xg, Uapplication G — Xg, g — g - o est ouverte. Il en résulte que toutes les orbites sont
localement fermées dans X .

Démonstration. Soit K un sous-groupe ouvert compact de G. Comme on a supposé ce dernier
dénombrable & I'infini, on a un systéme dénombrable de représentants (g;);cs des classes & droite
de K dans G. Choisissons aussi un systéme de représentants xg, . . . x,, des orbites de G dans X.
On a alors

X = U(gz‘K) Ty
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Donc X est une union dénombrable de parties compactes. Comme X vérifie la propriété de Baire
(proposition [II.1.1)), 'une des parties (¢;K) - z; est voisinage d'un de ses points. Soit (g;k) - x;
un tel point. Alors la partie

K -zj = (g:k) " (9:K) - ;

est voisinage de x; = (gik)~1(gik) - x;. Quitte & renuméroter les orbites, on peut supposer que
j = 0. Soit K’ un sous-groupe ouvert compact de G contenu dans K. Comme K’ est d’indice
fini dans K, il existe un systéme de représentants fini {k1, ..., k,,} des classes & gauche de K’
dans K. On peut alors refaire le méme raisonnement que ci-dessus : 'une des parties k; K’ - xg est
voisinage de I'un de ses points k;k' - xg et K- 2o = (k;k') " 'k; K’ - 1 est un voisinage de xq. Ceci
montre que 'application g — g - z¢ de G dans X est ouverte. La derniere assertion est claire, et
ceci termine la démonstration de la proposition. O

Corollaire. Soit G un groupe t.d. dénombrable a linfini, agissant transitivement sur un espace
t.d. X. Soit xg dans X, et soit H son stabilisateur dans G. Alors Uapplication naturelle G/H —
X, gH — g - xq est un homéomorphisme. O

Soit G un groupe t.d. agissant sur un espace t.d. X. Notons G\ X l'ensemble des orbites, et
p: X — G\X la projection naturelle. On munit G\X de la topologie quotient (U € G\X est
ouvert si et seulement si p~!(U) est ouvert dans X). Il est clair que p est alors continue, mais
G\ X est un espace topologique qui n’est pas nécessairement séparé.

Lemme. L’application p est ouverte. Si Z est une partie G-invariante fermée (resp. localement
fermée) de X, alors p(Z) est fermé dans G\X (resp. localement fermé).

Démonstration. Soit U un ouvert de X. On a p~(p(U)) = Uyeg 9 U, et ceci est un ouvert de
X. Donc p(U) est ouvert dans G\ X ce qui montre que l'application p est ouverte. Si Z est une
partie G-invariante fermée de X, son complémentaire U est une partie G-invariante ouverte de
X, et comme p est surjective, le complémentaire de p(Z) dans G\ X est I'image de U par p : c’est
un ouvert de G\ X. Si maintenant Z est localement fermé, Z = U N F, ou U est ouvert et F est
fermé dans X. On a alors Z = U N Z, et comme Z est G-invariant, p(Z) = p(U) N p(Z). Ceci
montre que p(Z) est localement fermé dans G\ X. O

Supposons que la topologie de G\ X soit séparée. Alors, comme p est ouverte et que I'image
par p d’'un compact est compact, il est clair que I'espace G\ X est un espace totalement discontinu.

11.3.4 Espaces quotients
Nous appliquons les résultats ci-dessus au cas d’un groupe quotient :

Lemme. Soit N un sous-groupe fermé de G. Alors lespace G/N, muni de la topologie quotient,
est un espace t.d. Si N est distingué le groupe M = G/N est un groupe t.d.

Démonstration. La seule chose qui reste a vérifier est que 'espace G/N est séparé. 1l s’agit de
montrer que la diagonale
A ={(zN,zN) € G/N x G/N}

est fermée dans G/N x G /N. Considérons ’action par multiplication & droite de N x N dans Gx G,
de sorte que I'ensemble des orbites (G x G)/(N x N) s’identifie canoniquement & G/N x G/N.
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Soit po la projection naturelle de G x G dans G/N x G/N. D’aprés le lemme [[1.3.3] il suffit de
vérifier que py ' (A) est fermé. Or

P (A) ={(g1,92) €EGX G |g1g5 ' € N}

est fermé car N est un sous-groupe fermé. O

11.3.5 Espaces fonctionnels sur ¢

En plus des espaces fonctionnels C*°(G), D(G), D'(G), £'(G) déja définis ci-dessus, et sur
lesquels G agit par [ et r, on introduit pour tout sous-groupe ouvert compact K de G les espaces
suivants :

C(G K1) ={f eC=(G)|I(k)- f= [, k € K},
C=(G, K,r)={f eC™(@)|r(k)- f = [, ke K},

C*¥(G,K)=C>*(G,K,))nC>*(G,K,r)
On définit de maniere analogue :
D(G,K,l), D(G,K,r) et DG, K),
D'(G,K,l), D'(G,K,r) et D(G,K),
&G, K,l), &G, K,r) et &(GK).
On pose aussi :
gcrjzif,l(G) = UCOO(G’ K7l)’ %if,r(G) = UCOO(GaKv T)a
K K
et Corip(G) =JC*(G.K)
K
ou K décrit 'ensemble des sous-groupes ouverts compacts de G.

De méme on définit :
Dunif,l(G)a Dunif,r(G7r) et Dunzf(G>7

D;7zif,l(G)’ D, (G,’I“) et D/ (G)7

unif,r unif
g’tll,nif,l(G)7 g/ G) et gqlwwf(G)

unif,r(

Lemme. (i) Soit une fonction f de D(G). Alors il existe un sous-groupe compact ouvert K de
G, un ensemble fini de représentants {g;} des doubles classes modulo K dans G et des scalaires

aj tels que
f= Z aj XKg; K
J

ou xx désigne la fonction caractéristique d’une partie X de G.
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(i1) Soit f € D(G, K, 1) (resp. D(G, K,r). Alors le support de | est une union finie de classes
@ droite (resp. d gauche) de K dans G. Soit ¢1,...,g, des représentants de ces classes. Alors f
peut s’écrire :

f:ZCi XKgis Tesp. f:ZCZ Xgi K>
[ [

otu seul un mombre fini de ¢; sont non nuls.

Démonstration. Soit F' = Supp(f), un compact de G. Comme f est localement constante, pour
tout g € F, il existe un sous-groupe compact ouvert K, tel que f soit constante sur K gK,.
Du recouvrement F' C J gEF K,9K,, on peut extraire un sous-recouvrement fini (compacité de
F), disons F C |J, Kg4,9:K,,. Soit K = (), K,, : c’est un sous-groupe ouvert compact de G.
Comme pour tout i, [K,, : K] est fini (lemme [[L.3.2), on peut trouver un ensemble fini {g;}
de représentants des doubles classes modulo K tel que F C |J ; Kg; K, et donc f s’écrit sous la

forme :
f = § a’j XKg]‘Kv
J

ol les a; sont des scalaires. La démonstration du (i) est similaire. O

Corollaire. On a :
D(G) CCx,+(G) C C=(G).

En particulier Dynif,i1(G) = Dunif,r(G) = Dunif(G) = D(G).

I1.3.6 Mesure de Haar

Nous montrons ici existence d’une mesure de Haar (& gauche) sur un groupe t.d. Le résultat
reste valable pour un groupe topologique localement compact quelconque, mais la démonstration
pour les groupes t.d. donnée ici est plus simple que celle du cas général.

Proposition. Soit G un groupe t.d. Il existe, a un facteur multiplicatif scalaire pres, une seule
distribution pg sur G invariante par translation d gauche. On peut choisir ug positive (c’est-d-
dire telle que (ug, fy > 0 pour toute fonction f € D(G) non identiquement nulle et & valeurs
positives ou nulles). Une mesure invariante ¢ droite vg peut étre définie de maniére similaire.

Démonstration. Soit K, un systéme fondamental de voisinages de I’élément neutre dans G com-
posé de sous-groupes ouverts compacts et supposons de plus que I'un d’eux, disons K, contient
tous les autres. Pour tout «, posons D, = D(G, K, ). Il est clair que si K, C K3, alors Dg C D,
et que D(G) = |, Dao. D’autre part, chaque D, est stable sous I'action I de G. Pour définir une
distribution invariante a gauche sur G, il suffit de définir de maniére compatible pour chaque «
un ¢lément p, du dual de Dy, invariant & gauche, c’est-a-dire que si Dg C Dy, alors fia|p, = p15-
Comme D,, est engendré par les translatés a gauche de la fonction caractéristique de K, cet
élément du dual est completement de terminé par sa valeur prise sur xx_ . Il s’ensuit que pg est
bien unique & multiplication par un facteur scalaire pres. Pour démontrer I'existence, il s’agit de
normaliser les i, de maniere compatible, et pour cela, on utilise le sous-groupe compact ouvert
K, ci-dessus. On choisit pio, en posant {(fiq,, X Kao> =1, et on normalise alors les u, en posant

<Ma7XKa> = [Kag : Koz}_1~

Il est facile de vérifier que ceci définit bien une famille {p,} compatible. O
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La mesure de Haar pg est un élément de D'(G). Pour toute fonction f € C*°(G), définissons
la distribution

fuc 6 E€DC) /G 6(9)1(9) duc(9).

Ceci permet de plonger (canoniquement, & un multiple scalaire prés) C*°(G) dans D'(G). Si f
est de plus a support compact, il en est de méme de la distribution fug, d’olt un plongement de

D(G) dans &'(G).

I1.3.7 Fonction modulaire

Soit G un groupe t.d. et soit ug une mesure de Haar a gauche positive sur G. L’unicité a un
facteur multiplicatif pres de la mesure de Haar permet de définir la fonction modulaire d¢, grace
a la formule

r(g) - pe = 0a(9) pa-

En effet, r(g) - ue est bien une mesure de Haar a gauche positive et en particulier 0 est & valeurs
dans R . Il est facile de vérifier que d¢ est un caractére de G. En pratique, la formule a utiliser
est donc la suivante : pour toute fonction f € D(G), pour tous h,h' € H,

/f(h’gh‘l)duc(g)=/ flgh™) duc(g) = dc(h) / f(g) duc(g).
G G G

Proposition. (i) La restriction de g d tout sous-groupe compact de G est identiquement égale
al.

(i1) La distribution 65 pg est invariante a droite. Si T — T est Uinvolution de D'(G) induite
par Uhoméomorphisme g — g~ ", alors i = 651ug.

Démonstration. I’image d’un sous-groupe compact K de G par dg est un sous-groupe compact
de R% :il n’y a que le sous-groupe trivial. Ceci montre (i). Pour (ii), on vérifie d’abord que ’on
ar(g) dc =9dc(g9)dc pour tout g € G. On a alors :

r(g) - (0 1a) = (r(g) - 65") (r(9) - na) = 05 (9)65 " 6 (9)na = 65 na

et donc (551,ug est invariante a droite. Comme il est clair que fig 'est aussi, ces deux distributions
sont proportionnelles, et en les évaluant sur la fonction caractéristique d’un sous-groupe ouvert
compact, on voit qu’elle sont égales. O

Définition. Un groupe G tel que dg est identiquement égal a 1 est dit unimodulaire.

Exemples. 1. Un groupe abélien est unimodulaire.
— 2. Un groupe compact est unimodulaire (car le seul sous-groupe compact de R* est {1}).

— 3. Si G est réunion de ses sous-groupes compacts, alors G est unimodulaire.

On peut plus généralement définir le module d’'un automorphisme o de G par la formule
o - e = 0c(0) pg. Plus explicitement, comme pour toute fonction f € D(G),

(oG, f) = (pa, o7t f) :/

G

(071~ 1)(g) duc(g) = /G f(o(9)) duc(g).
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on obtient la formule
(113.7.1) | #eta) ducto) = beto) [ 1(a) ducta
G

En particulier, si ¢ = Int(h), on obtient dg (o) = dg(h)

I1.3.8 Calcul de la fonction modulaire

Nous allons donner une formule pour §z en termes d’indices de sous-groupes ouverts compacts.
Comme dans la section précédente, G est un groupe t.d. et o est un automorphisme de G. On
fixe une mesure de Haar a gauche pug sur G. Soit K un sous-groupe ouvert compact de G et
posons K1 = K No~}(K). Comme

MG(K):/GXK(g) duc(9),
I'équation nous donne :
So(o)na(K) = 3a(0) | xx(o)ducts) = | xx(oto) duoto)
= [ Xarsa0 @) i) = ol ().

Or,

pe(K) = (K s Ko (K, palo™ (K) = [0 (K) : K (o).
d’on,
(I1.3.8.1) Sclo) = [‘7_[K(vK)KH]KV1]

I1.3.9 Mesure invariante sur un espace homogéne

Soit H un sous-groupe fermé d’un groupe t.d. G. Il n’existe pas toujours de mesure sur
lespace topologique t.d. G/H (cf. lemme invariante sous 'action de G par translations
a gauche. Décrivons ce qui se passe en général, mais pour des raisons qui apparaitront dans la
suite, considérons plutot l’espace H\G muni de 'action de G par translations a droite. Posons
dm\a = 0g/dm : c’est un caractere de H. Considérons 'ensemble des fonctions f localement
constantes sur G vérifiant :

a) f(hg) = 6ma(h) f(g), g€ G, he H.

b) f est & support compact modulo H, c’est-a-dire qu’il existe un sous-ensemble compact K¢
de G tel que Supp (f) C H - Ky.

On note D(G, H,dp\¢) V'espace de ces fonctions. Il est clair que cet espace est invariant

sous l'action a droite de G. Si dp\¢ est identiquement égal a la fonction constante 1, alors
D(G, H,dp\¢) est isomorphe a D(H\G).

Théoréme. Il existe d un facteur multiplicatif prés une seule distribution vi\ g sur D(G, H, 6\ )
invariante sous l'action a droite de G. On peut la choisir positive.
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On note :
(vea, f / f(9) dvina(g), f€D(G,H, éma)

Démonstration. Soient respectivement ug et pupy des mesures de Haar a gauche sur G et H.
Définissons un opérateur p : D(G) — C*°(G) par

/ f(hg)oc(h)~ " du (h).

Il est clair que p commute avec I'action & droite de G sur D(G) et C**(G). D’autre part, pour
tout hg € H,

p(1)(tog) = [ 7(hhag)c(h) " diun (i)
= d(to) [ f(hhog)ic () diun(h)
H
= da(a)dn(ho) [ $(h9)3c () dun(h)
H
= dmalho) [ Fg)bat) " dun (k) = b (h) ) 0)

et donc I'image de p est dans D(G, H, g\ ), la condition sur le support étant vérifiée de maniere
évidente.

Montrons maintenant que p est surjectif. Pour tout ¢ in G et tout sous-groupe ouvert com-
pact K de G, notons D(G)L (respectivement D(G, H,d\¢)5) le sous-espace de D(G) (resp.
D(G, H,0p\¢)) des fonctions a support dans HgK et fixes sous l'action par translation & droite
de K. Il est clair que

P(D(G)K) € D(G. H.5m0)

D’autre part, toute fonction de D(G, H, o H\G)f est déterminée par sa valeur en g, et donc cet
espace est de dimension 1.

Soient f € D(G, H,dm\q) et Ky un compact de G tel que Supp (f) C H - Ky. Pour chaque
x € Ky, soit K, un sous-groupe compact ouvert de G tel que f soit constante sur xK,. Du
recouvrement Ky C |J,.p 2K, on extrait par compacité un recouvrement fini Ky C (J; 2:Kz,,
et I'on pose K = (), K;,. Comme chaque [K,, : K| est fini, en considérant des représentants
des classes a gauche de K dans les K,,, on trouve un recouvrement fini de K ! de la forme
Ky C UJ x; K. De ceci, on déduit que f s’écrit comme une somme finie f = Z] fj ouSupp (f;) =
Haz;K, les f; étant invariantes & droite par K (et f; est déterminée par sa valeur en x;). Toute
fonction de D(G, H,dm\¢) s’écrit comme somme finie de fonctions dans des D(G, H,dm\a) -
Par conséquent, il suffit de montrer la surjectivité de p : D(G)X — D(G,H,6m¢)f . Comme
I'espace d’arrivée est de dimension un, il suffit de montrer que p(D(G)? ) est non nul. Or il est
clair que p(f) est non nul dés que f est & valeurs positives ou nulles et non identiquement nulle.
Ceci termine la démonstration de la surjectivité de p.

Soit f € D(G)ff . Comme [ est a support compact, il existe une partie compacte F' de
H telle que f est a support dans FgK. Pour chaque y € F , ygK est un voisinage de yg
dans G, et donc il existe un sous-groupe ouvert compact K, de G tel que Kyyg C ygK. Du
recouvrement F' C UyeF K,y on extrait un sous-recouvrement fini F' C J, Ky, s, et I'on a
FgK c U, Ky,yigK C |J; yigK. Comme f est invariante sous l'action & droite de K, on voit
qu’elle est déterminée par ses valeurs aux points y;. L’espace D(G) s’identifie donc a l’espace
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des fonctions & support fini sur l'espace HgK /K, espace sur lequel H agit transitivement par
translation & gauche. Comme HgK/K C G/K et que ce dernier est discret (lemme
(i), il en est de méme de HgK/K. L’espace D(G)X est donc engendré par les I(h) - xgx,
h € H. Deux formes linéaires T;, i = 1,2, sur D(G)X telles que Ti(I(h) - f) = da(h) ' T;(f)
sont donc proportionnelles. Pour tout g € G, notons d, la distribution de Dirac en g. Comme
D(G, H, 5H\G)§{ est de dimension 1, son dual aussi, et il est engendré par d,. Il est facile de
voir que les distributions Ty et T, définies par T1(f) := (dq,p(f)) et To(f) = (vq, f) vérifient
toute deux la propriété ci-dessus, et sont donc proportionnelles. On en déduit que si f € D(G),
p(f) = 0 deés que (vg, f) = 0. On a donc montré que D(G, H, 5\ ) ~ D(G)/ kerp et que toute
distribution sur G invariante sous l'action a droite de G est nulle sur ker p. La mesure de Haar a
droite vg sur G induit donc une forme linéaire invariante v\ ¢ sur D(G, H, §\ @), unique a un
facteur multiplicatif pres. Comme on peut prendre vg positive, il en est de méme de vp\g. O

Remarque. l'espace D(G, H,dp\¢) est un D(H\G)-module (par multiplication des fonctions)
et donc définit un faisceau sur H\G gréace a 1’équivalence de catégories du théoréme m

11.3.10 Convolution

Soit G un groupe t.d. et soient T} et Ty deux distributions dans £'(G). On peut alors définir
leur produit de convolution par la formule :

/ F(g)d(Ty + Ta)(g) = / f(gh) d(Ty © T)(g.h),  (f € D(C)).
G GxG

Ceci est bien défini, car Ty ® T, est & support compact d’apres la proposition|I1.1.3| Si T € D'(G)
et f € D(G), on définit aussi T = f et f + T dans C*(G) par :

(T f)(g0) == /G f(g™g0) dT(g) = (T 1(g0) - )

(=)o) = [ faog™) T (o) = (T.r(ai") - o
Si T est & support compact, alors T x f et f x T sont dans D(G).
Proposition. Pour toutes distributions Ty, Ty, T3 dans E'(G) et toute fonction f dans D(G), on
a
(2) Supp(Ty * Tz) C Supp(Th) - Supp(Te). En particulier Ty x Ty est d support compact.
(’LZ) (Tl * TQ) * T3 = T1 * (T2 * Tg)
(Z’LZ) (Tl*TQ)*f:Tl*(TQ*f), (Tl*(f*Tg)):(Tl*f)*TQ, (f*Tl)*TQZf*(Tl*TQ)

Soient ug et vg respectivement des mesures de Haar a gauche et & droite. Pour tout T € E'(G)
et tout f € D(G), on a,

(iv) (T'* fug) = (T flua, (fraxT)=(f*T)ve.
Pour tout T € D'(G) et tout f € D(G), on a,
(0) (T, f) = (T * f)(1a) = (f * T)(1c).

Démonstration. Le point (i) découle facilement de la proposition [II.1.3] et le point (i3) des
formules de Fubini. Les définitions de T * f et f * T sont faites pour que (iv) soit vérifié. Il est
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facile de déduire (ii7) de (i) et (iv), ou directement des formules de Fubini. Le dernier point est
immédiat. 0

L’espace £'(G) est stable par produit de convolution et ce produit est associatif et bilinéaire
pour la structure d’espace vectoriel de £'(G). Notons d, la distribution de Dirac au point g € G.
C’est évidemment un élément de £'(G). Il est clair en utilisant les formules de Fubini que pour
tout T € £'(G), on a

61@ *T:T*élc =T.

Autrement dit, 1, est ’élément neutre pour le produit de convolution sur £'(G). Pour résumer,
lespace £'(G) des distributions & support compact sur G muni du produit de convolution est
une algebre associative, d’élément neutre ;.

Le groupe G agit sur 'algébre de convolution £'(G) par [ et r.
Lemme. Soit T € &'(G) et soit g, ¢ € G. On a alors

SgxT=1(g) T, Txd,=r(g"") T, 85%0y =0dyy.

Démonstration. Ceci est le résultat de calculs sans difficultés. O

11.3.11 Quelques formules

SiT est un sous-groupe compact de G, alors la mesure de Haar sur I', normalisée par ur(T') = 1
définit un élément er de &'(G) :

(er. f) = / f)dur(),  (f €C¥(G)).

Lemme. Soient T'y et T's des sous-groupes compacts de G, et soit g € G. Alors il existe une
unique distribution T sur G a support compact telle que SuppT C I'1gl's, invariante sous l’action
de 'y parl et de 'y par r et normalisée par fG dl'=1.

Démonstration. On définit une action p de I'y x I'y sur I'1gl's par :

p(11,72) @ =mavyy ', (z €Tigls), (v1 €T1), (v2 €T).

Comme cette action est simplement transitive, on déduit du théoréme[[I.3.9)et du fait que I'y x '
est unimodulaire, qu’il existe une unique distribution (I'y X I'y)-invariante Ty sur I'; gT's telle que
fl“lgl“z dTy = 1. D’apres le corollaire ceci définit une distribution sur G ayant les propriétés
voulues. On vérifie facilement que cetfe distribution n’est autre que er, * 64 * er,. O

Proposition. Soient I', I'y et I'y des sous-groupes compacts de G, tels que I' =Ty - T'y et soit g
un élément de G. On a :

(i) er = er, *xer, = er, *er,.
(i1) Og * er * 0g—1 = €gpg-1.

En particulier er xer = er et siI'y C I'g, er, = er, *er, = er, *er,.

Démonstration. Ceci découle sans difficulté du lemme du précédent. O
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I1.3.12 L’algebre de Hecke

Nous allons changer quelque peu les notations introduites au paragraphe

Lemme. Fizons une mesure de Haar a gauche pug sur G. Alors la multiplication par pg induit

un isomorphisme
D(G) ~ S;m-f(G, l).

(G, 1) est aussi dans &,,,,;(G,r), donc dans &,

De plus, toute distribution T dans & wnif(G)-

unif
On a donc 5;m'f(G’ )= g;nif(Ga r) = g;nif

appelé généralement ’algebre de Hecke de G.

(G) et nous noterons dorénavant H(G) cet espace,

Démonstration. Soit T une distribution dans &/, ; f (G, 1), et soit K un sous-groupe ouvert compact
tel que T soit invariante sous 'action de K par [. D’apres le lemme la restriction de T'
a toute partie de la forme Kg de G est proportionnelle a la restriction de pg. On en déduit
que T est de la forme T' = f g pour une fonction invariante sous l'action de K par [ . Une
telle fonction est localement constante. De plus, clairement, SuppT = Supp f et donc comme
T est & support compact, f est dans D(G). Réciproquement, il est clair que si f € D(G), alors

fuc € E,7.(G). On en déduit la derniere assertion. O

Si I' est un sous-groupe compact ouvert de G, alors er est dans H(G). En revanche, pour
tout g € G, d,4 est dans £'(G) mais pas dans H(G).

Remarques. 1. Il est clair que H(G) est stable par produit de convolution. Mais comme 07
n’est pas dans H(G), lalgébre (H(G), ) n’est pas unitaire.
— 2. La sous-algebre H(G) est en fait un idéal bilatere de (£'(G), *). En effet,

T+ fpe=(T+*flua, fra+T=(f+Tve, (T€&(G)),(f€D@G)).

— 3. L’isomorphisme D(G) ~ H(G) induit par transport de structure un produit de convo-
lution sur D(G) :

(fina) * (fapc) = (f1* f2)ua, = (f1, f2 € D(G)).

La formule explicite pour ce produit est :

(13.12.1) (fr* fo)(g0) = /G £1(9) 2l 00) duc(9).  (fr. f2 € D(G)).

Proposition. L’algébre H(G) est une algébre a idempotents. La famille (ex)k, ou K décrit
l’ensemble des sous-groupes ouverts compacts de G est un systeme filtrant d’idempotents. Elle
est munie de lanti-involution T — T induite par g g L.

Démonstration. Nous avons vu que tout sous-groupe compact ouvert K de G définit un idem-
potent ex dans H(G). Comme toute distribution 7' de H est localement invariante par transla-
tion a droite et a gauche, on peut trouver un sous-groupe compact ouvert K de G assez petit
tel que T soit invariante sous l'action de K par translation a gauche et a droite. On en déduit
immédiatement que ex x T xex = T. Si 'on a une famille finie de distributions {7;} de H(G), on
trouve pour chacune d’elle un sous-groupe compact ouvert K; de G tel que ek, * T} * ex, = T;.
Il suffit alors de prendre K = (), Kj;, qui est bien un sous-groupe compact ouvert de G, et I'on
aeg xT;xex =T;. 1l est clair que T T préserve le support et l'invariance par translation a
gauche et & droite et donc préserve H(G). O
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Remarquons que ek, < ek, pour l'ordre sur Idem(#(G)) (cf. paragraphe[l.1.1)) si et seulement
si Ko C Kj.

Soit K un sous-groupe ouvert compact de G. Posons
H(G,K) = €eK * H(G) *eK.

C’est une sous-algebre unitaire de H(G), d’élément neutre ex.

Remarques. 1. L’espace H(G, K) n’est autre que lespace £(G, K) introduit dans le paragraphe
M35

— 2. Une base de H(G, K) est donnée par les distributions
Qg K = €K *0g *€f,
ol g décrit un systéme de représentants des doubles classes K\G/K.
Démonstration. Soit T = e * T x e un élément de H(G, K), et soit k € K. On a :
(k) - T=1lk) (ex *Txeg)=0pxex *xTrex =exg *xT *xek

d’apres le lemme et la proposition Donc laction [ de K sur H(G, K) est triviale.
De méme pour l'action r. Ceci montre que H(G, K) C £(G, K). Réciproquement, si T € £(G, K),
on utilise Fubini pour montrer alors que ex *T =T et T xex =T, et donc T € H(G, K).

Il est clair que ag x = a4 x pour tout g’ dans la double classe K gK . L’isomorphisme H(G) =
D(G) donné par le choix d’une mesure de Haar induit un isomorphisme H(G, K) = D(G, K),
et d’apres le lemme toute fonction de D(G, K) est combinaison linéaire des xxgx. 1l
est facile de voir que xggx correspond a un multiple scalaire prés a aq x sous I'isomorphisme
H(G,K) = D(G,K), et que les {xkxgx} out g décrit un systéme de représentants des doubles
classes K\G/K est une base de D(G, K). La remarque 2 en découle. O

I1.3.13 Complété de H(G) et centre de M(H(G))

Dans ce paragraphe, nous allons décrire de maniere explicite en termes de distributions sur
G le complété H(G) de lalgebre & idempotents H(G), au sens de la section Ceci nous per-
mettra aussi de décrire le centre de la catégorie M(H(G)) en termes de distributions invariantes
sur G.

Définition. Pour toute distribution 7' € D'(G), pour tout élément h de H(G), et pour toute
fonction f dans D(G), posons

(T e h, f):= (T, f*h),
(he T, f):= (T, hxf).
Il est clair que T' e h et h @ T' définissent des éléments de D'(G).

Remarque. Avec les notations de la définition, si T" est & support compact, T * h est défini, a
support compact, et en utilisant la proposition [I1.3.10} (v),

(T*h,f)=((T+h)*f)(1e) = (T (h=f))(1c)

= (T*(f*h))(1g) = (T, f = h)
= (T eh,f).
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Ce qui montre que 7' e h = T * h dans ce cas. De méme, on a he T = h xT. Ceci nous permet
d’abandonner la notation T e h et de la remplacer par T * h, ceci méme lorsque T n’est pas a
support compact. Il faudra prendre garde toutefois dans ce cas a ce que T x h ne désigne pas la
convolution de deux distributions, et revenir a la définition pour effectuer des calculs. Comme
exercice d’application, nous laissons au lecteur le soin de vérifier que

(Txh)=hxT, (TeD(Q)), (heHG)).

Le calcul ci-dessus montre aussi que pour T' € D'(G) et h € H(G), une définition équivalente de
T+ h est :

v

(I1.3.13.1) (Tsh, f) = (T (h+f)(1e).

Définition. On dit qu’une distribution 7' de D’(G) est essentiellement compacte & droite (resp.
a gauche), si pour tout h € H(G), T xh (resp. h+T) est une distribution & support compact. On
note D'(G)ye.c. (resp. D'(G)i.c.c.) Vespace des distributions essentiellement compactes a droite
(resp. & gauche) sur G. On dit que qu’une distribution 7' de D’(G) est essentiellement compacte
si elle est essentiellement compacte a droite et a gauche. On note

D/(G)e.c. = D/(G)r.e.c. N D/(G)l.e.c.~
L’espace D'(G)e.c. contient £'(G).

Il est clair que si T est essentiellement compacte & droite (resp. & gauche), alors T x h (resp.
h*T) est dans H(G) pour tout h € H(G). En effet, par définition, T'xh (resp. h*T) est a support
compact. De plus, il existe un idempotent ex de H(G) tel que h *x ex = h (resp. ex x h = h),
donc T'xh € &'(G,K,r) C H(G) (resp. h+xT € &'(G, K,l) C H(Q)).

Lemme. L’espace D'(G)r.c.c. est muni d’une structure de C-algébre qui étend celle de E'(G). 1l
en est de méme de D'(G)j.c.c. et D'(G)ec..

Démonstration. 11 s’agit de définir le produit T3 *T5 de deux distributions Ty, T dans D'(G)r.e.c.,
puis de vérifier que ce produit est un produit de C-algébre. Posons, pour toute f dans D(G)

<T1 * T27f> = <T1 * (TQ * eK),f>

ou ex est un idempotent de H(G) tel que f xex = f. Ceci est bien défini car ex € H(G), donc
(Tz x ex) € H(G) puisque T» est essentiellement compacte, et Ty % (Ts * ex) € H(G), puisque
T est essentiellement compacte. On vérifie par les techniques usuelles que cette définition ne
dépend pas du choix de I'idempotent ex de H(G). Dans le cas ou Ty = h € H(G), les définitions
des produits

TixTy et Tixh

coincident, comme on le vérifie facilement en utilisant . L’associativité de ce produit
découle de l’associativité du produit de convolution et sa bilinéarité est évidente. On déduit
immédiatement de ces propriétés que T * T est encore essentiellement compacte a droite.
L’algebre D'(G)y ... admet 61, comme élément neutre. On raisonne de méme pour D'(G);c.c.
en échangeant gauche et droite. Pour D'(G)...., on dispose de deux définitions du produit (une
version & droite, et 'autre & gauche). Montrons qu’elles coincident. Soient Ty, Ty € D'(G)e... et
f € D(G). Choisissons I'idempotent ey de sorte que

eK*f:f*eK:f.
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On a alors

((Ty = (Ty * ex)) * (1)
= (Ty % (T2  (ex = f)))(16)
= (T + (Ta + (f xex)))(1c)
= (Ty* (Ta % f))(16)

De méme pour la version a gauche, on montre que

(e *T1) * To, f) = ((f + T1) * T) (1)

<T1 * (T2 *6K),f> =

Il s’agit donc de montrer que

(T1# (Ta % [))(1e) = ((f # Th) * Ta) (16).
On sait que si hy, hy € H(G), alors

(b1 # (ha % f))(16) = ((f * m1) * ha)(16).-

Pour pouvoir utiliser ceci, on choisit un idempotent ex de tel sorte que ex * f = f*ex = f,
eK*(TQ*f) (TQ*f)*erTz*fet eK*(f*Tl) (f*Tl)*erf*Tl On a alors :

(T1 # (To % f))(16) = (T1 * (ex * (T2 = )))(16)
T+ ex) * (exc * (To + ) (16)
Ty xex) * (ex  (To * (ex * f)))) (1)
Ty xex)  (ex * Tz)) * (ex * (1)
ex * f)* (Th xex)  (ex + T2))(1c)
x ((Ty xeg) x (ex *T2))(1g)
fx T))xex) x (ex * To)(1g)
f

*
)

Nous avons donc les inclusions suivantes :

H(G) C €'(G) C D' (G)ec. CD'(Greec.

Théoréme. La C-algébre D' (G)y.c... s’identifie au complété H(G) de lalgébre d idempotents
H(G).

Démonstration. Rappelons qu'un élément a de ( ) est une application

a: Idem(H(G)) — H(G),

telle que a(e) € H(G) * e pour tout e € Idem(H(G)), et a(f) x e = a(e) pour tout couple
d’idempotents (e, f) tel que e < f. A un tel élément a de H(G), associons la distribution A sur
G définie par

(A, f) = (ale), f)
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pour toute f € D(G) et tout idempotent e de H(G) tel que f xe = f. On vérifie que ceci ne
dépend pas du choix de I'idempotent e. Montrons que A est essentiellement compacte a droite.
Pour tout h € H(G), pour toute f € D(G),

(Axh, f) = (A, f*h)
= (ale),fxh) onhxe=h
= (a(e) xh, f).
Ceci montre que A x h = a(e) x h o e est tel que i % e = h (ce que Pon peut réécrire e b = h).
En particulier, A x h est dans H(G) et donc A est essentiellement compacte a droite.

Réciproquement, définissons une application

D/(G)r.e.c. — (G)7 T T, T(e) =T xe.

Il est facile de vérifier que cette application est I'inverse de I’application a — A définie précédemment,
et que ce sont bien des morphismes de C-algebres. Le théoreme en découle. O

Corollaire. Le centre de la catégorie M(H(G)) s’identifie au sous-espace de D'(Q).... des dis-
tributions invariantes par conjugaison.

Démonstration. D’apres les résultats de la section le centre de M(H(G)) s’identifie au
centre de D'(G)¢.c.. C'est aussi le commutant de H(G) dans D'(G);e.c.. Une distribution T" est
donc dans le centre si T x h = h * T, pour tout h € H(G). Remarquons alors que T' € D'(G)e.c..
Autrement dit, le centre de D/(G);.... est aussi le centre de D'(G)e.c..

Soit T' dans le centre de D'(G)..... On a alors
(I1.3.13.2) (T, fxh)={(T,hxf), (f€DQG)).

D’autre part une distribution 7' invariante par conjugaison est une distribution vérifiant
r(g) - l(g) - T =T pour tout g € G, ce que on peut réécrire

(Ug)-T.fy=(r(g™")-T.f), (fe€DG)), (9€G),

c’est-a-dire

(TUg™ - f)=(T.r(9) ). (f€D(G), (9€0),

ou encore,
(T,6g  f) = (T, f*dg), (f€D(G)), (9eq),

soit

(I1.3.13.3) (Tyex xdgxep x f) = (T, fxex * g * ex),

(f € D(@)), (g € G), ou ek est un idempotent de H(G) tel que
ex* frex =f, exx(0gxf)=08gxf, (fx0g)xerx =fx0d,.

I est alors clair que (11.3.13.2f) implique (I1.3.13.3) en prenant h = ex * §4 * ex. Pour la

réciproque, on utilise le fait que h est dans H(G, K) = ek * H(G) * ex pour un sous-groupe
ouvert compact K de G assez petit, et que donc h peut s’écrire comme une combinaison linéaire
de distributions de la forme ex *d4 ek . Il suffit donc de montrer (11.3.13.2)) pour des distributions

de cette forme, et cela découle alors de (I1.3.13.3)). O
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I1.4 Notes pour le Chapitre 11

La plupart des résultats de ce chapitre sont dans [3]. Le passage sur les faisceaux sur les
espaces topologiques t.d. est en grande partie inspiré du traitement qui en est fait dans [I5]. La
description du centre et du complété de H(G) en termes de distributions est dans [23], mais les
notes d’un exposé de A. Moy et des remarques de M. Tadi¢ m’ont été tres utiles.
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Chapitre 111

Représentations des groupes
totalement discontinus

Ayant défini dans le chapitre précédent les groupes topologiques localement compact to-
talement discontinus, nous nous attaquons maintenant a la théorie des représentations de ces
groupes. Nous ne considérons que des représentations dans des espaces vectoriels complexes,
pour lesquelles il s’avere que la (une ?) bonne catégorie a considérer est celle des représentations
lisses, c’est-a-dire celles qui sont continues lorsque ’espace de représentation est muni de la topo-
logie discrete. Cette catégorie est alors équivalente a celle des modules non dégénérés sur l'algebre
de Hecke du groupe définie au chapitre II. Ceci nous permet d’utiliser les constructions et les
résultats du chapitre I. On en déduit par exemple directement les propriétés du foncteur asso-
ciant & une représentation ’espace de ses vecteurs fixés par un sous-groupe ouvert compact, ou
celles du foncteur de dualité (représentation contragrédiente). Le coeur du chapitre est consacré
aux foncteurs d’induction et d’oubli entre catégories de représentations de deux groupes t.d.
définis par un morphisme entre ces deux groupes. La encore, on particularise les résultats du
chapitre I. Le cas le plus important est celui ot le morphisme est une inclusion d’un sous-groupe
fermé. On retrouve dans ce cas la notion usuelle de représentation induite, la < réciprocité de
Frobenius »étant le fait que I'induction est ’adjoint & droite du foncteur d’oubli. On identifie
aussi dans ce cadre induction compacte et foncteur P du chapitre I, & un caractére modulaire
pres, I'induction compacte étant donc I’adjoint a gauche du pseudo foncteur d’oubli. Ceci est
particulierement utile lorsque le pseudo foncteur d’oubli est naturellement isomorphe au fonc-
teur d’oubli, par exemple lorsque le sous-groupe est ouvert. Un autre type important de foncteur
entre catégories de représentations est donné par la construction d’espace de < coinvariants >.
Dans un cas particulier qui servira au chapitre VI pour la construction de I'induction parabolique
des groupes réductifs, le foncteur de Jacquet est un foncteur de type P, donc adjoint a gauche
du pseudo foncteur d’oubli (qui est isomorphe au foncteur d’oubli dans ce cas).

Un autre outil fondamental de la théorie des représentations est le lemme de Schur. La version
dont nous avons besoin ici est démontrée en annexe. Les représentations irréductibles admettent
un caractere central. Plus généralement, le centre de la catégorie des représentations lisses agit
sur les représentations irréductibles par des scalaires. Nous montrons aussi qu’il y a suffisamment
de représentations lisses irréductibles dans le sens ou les réprésentations irréductibles < séparent
les points > de l'algebre de Hecke du groupe.

Pour résumer, notre objet d’étude dans ce chapitre n’est pas tant la catégorie des représentations
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lisses d’un groupe totalement discontinu que les foncteurs que ’on peut définir entre de telles
catégories. Ces foncteurs sont des cas particuliers des foncteurs d’induction et d’oubli du chapitre
I, via les équivalences de catégories avec les modules non dégénérés sur les algebres de Hecke.

III.1 Représentations lisses

IT1.1.1 Généralités

Soit G un groupe. Une représentation (7, V') de G est la donnée d’un espace vectoriel complexe
V et d’un morphisme de groupe 7 de G dans GL(V). Ceci définit une action linéaire de G sur
V. Une représentation (7, V') est dite unitaire si V' est muni d’un produit hermitien (antilinéaire
par rapport & la premiére variable) (.,.)y vérifiant

<7r(g)~v,w>V= <U77T(g_1)'w>V7 (gEG),(’U,’u}E V)'

Si W est un sous-espace de V stable par I'action de G donnée par m, nous noterons 7y le
morphisme de G dans GL(W) induit par 7. La représentation (7w, W) (souvent simplement
notée (m,W)) est une sous-représentation de (7, V). De méme, m induit un morphisme 7y
de G dans GL(V/W). La représentation (myw, V/W) (souvent simplement notée (m, V/W)) est
une représentation quotient de (m, V). Plus généralement, si W; C Wa sont deux sous-espaces
stables de V' sous I'action de G, le morphisme 7y, /i, de G dans W5 /W induit par 7 définit une
représentation (myy, yw,, Wa/W1) (ou simplement (7, Wa/W1)) que I'on dit étre un sous-quotient
de (m,V).

Une représentation (m,V) de G avec V de dimension 1 s’appelle un caractére. On peut dans
ce cas identifier V' avec C, et ’on note alors parfois C, ce caractere. S’il est a valeur dans les
nombres complexes de module 1, on dit qu’il est unitaire.

Définition. Soit G un groupe t.d. Une représentation (m,V) de G dans un espace vectoriel
complexe V est dite lisse, si pour tout v dans V, il existe un sous-groupe ouvert de G qui fixe v.

Remarque. Munissons V' de la topologie discrete. Si 'on suppose que pour tout v dans V,
I’application :

by : G=V, g—m(g)-v

est continue, alors I'image réciproque de l'ouvert {v} de V est un ouvert, ce qui montre que 7
est lisse. Réciproquement, si (7, V') est lisse, 'image réciproque de tout ouvert de V', qui est la
réunion (composée d’ouverts) de ses points, est une réunion d’ouverts, donc un ouvert.

Si (m,V) est une représentation quelconque de G, notons Vj l'ensemble des vecteurs de V
fixés par un sous-groupe ouvert de G. Il est clair que V[ est un sous-espace de V stable sous
laction de G. La représentation (m, V) est alors trivialement lisse. On I'appelle la partie lisse de
(m, V).
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1I1.1.2 Exemples

Le groupe G agit sur C*°(G) par les représentations réguliéres gauche et droite : (Vf € C*°(G)),
(Vg € @), (Vx € G),

g)- f(2)=flg7'a), r(9)-f(x) = f(zg).

Proposition. Les représentations | et r préservent les sous-espaces Cp . +(G) et D(G). Les sous-

représentations (I,C°. . (G)), (r,C:. (G)), (I, D(Q)), et (r,D(G)) sont lisses.

unif unif

Démonstration. Soit f € C;jfnf(G) et soit K tel que f € C*(G,K). On a alors, pour tous
kLKeK z,9eG

(Ug) - F)lgkg™ ak’) = f(kg™ ak) = f(g~"2) = (lg) - f)(@).

Donc I(g) - f est dans C*°(G,K NgKg™') C C2,;(G). La démonstration est similaire pour

(r,C>2..(G)), (I, D(G)), (r,D(G)). Si f € C®(G,K), [(K) et r(K) fixent f, par définition, donc

unif

(1,2, (GQ)), (r,C2.(G)) sont lisses. Il en est de méme de (I, D(G)) et (r,D(G)) qui sont des
O

unif unif
sous-representations.

IT1.1.3 La catégorie M(G)

Soient (m, V') et (1, W) deux représentations lisses du groupe G. Un opérateur d’entrelacement
f entre (m, V) et (1,W) est un élément de Home (V, W) vérifiant
f(x(g)-v) =7(9) - f(v), (veEV) (9€0).

Notons Homg ((7, V), (1, W)) (ou pour abréger simplement Home (V, W), ou encore Homg (7, 7))
I'espace des opérateurs d’entrelacements entre (w, V') et (7, W).

Notons M(G) la catégorie des représentations lisses de G, les morphismes étant les opérateurs
d’entrelacements. C’est une catégorie abélienne. Nous ne le démontrons pas maintenant, bien
qu'une vérification directe soit élémentaire, car ceci résulte de I’équivalence de catégories de
la section Notons Irr(G) l'ensemble des classes d’isomorphie de représentations lisses
irréductibles de G.

Etant donnée une représentation lisse (7w, V) de G, et un élément T de £'(G), on définit sur
V Dopérateur 7(T') de la fagon suivante. Soit :

by :G—=V, g 7(g)-wv.

C’est une fonction localement constante a valeurs dans V', un élément de C*(G,V) (I1.1.2.3). La
dualité entre C*°(G,V) et £'(G) (voir [I1.1.2))

(.,.) :C®(G,V)x &G -V
permet de définir
w(T) -0 = (T.0,) = [ lg)-vdT(o)
On vérifie aisément que :

(T« Ty) = n(Th) o n(Tn), w(0g) =m(g), (T, T2 € E(Q)), (9 € G).

Ceci définit une structure de £'(G)-module (et donc, par restriction, de H(G)-module) sur

V.
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Exemple. Considérons la représentation lisse (I, D(G)). Alors pour tout T € &'(G), pour tout
feD(G),
UT) - f=Txf.

Remarque. Fixons une mesure de Haar pug sur G, et identifions D(G) a H(G) par 'isomor-
phisme f — fug. Par transport de structure, si (w,V) est une représentation lisse de G, on
obtient une représentation de D(G), donnée explicitement par la formule :

w(f) = /G f(@)n(9) ducle).  (f € D(G)).

I11.1.4 Une équivalence de catégories

Toute représentation lisse (7, V) de G induit sur V une structure de H(G)-module.

Théoréme. Si (m,V) est une représentation lisse de G, le H(G)-module V' est non dégénéré.
Réciproqguement, tout H(G)-module V non dégénéré V définit une représentation lisse de G.

Ces deuz opérations sont inverses l'une de 'autre et induisent une équivalence de catégories

entre M(G) et M(H(G)).

Démonstration. Soit v € V', et soit K un sous-groupe ouvert compact de G qui fixe v. Alors
m(ex) v = v et donc v est fixé par un idempotent de H(G). Ceci montre que le H(G)-module V
est non dégénéré. De plus, tout morphisme dans M(G) est de maniére évidente un morphisme
dans M(H(G)). Réciproquement, si V est un H(G)-module non dégénéré, pour tout v € V,
il existe un sous-groupe ouvert compact K de G tel que ex -v = v. Si T € &'(G), on définit
T-v := (Txek)-v. Ceci ne dépend pas du choix de K, car cette construction est un cas particulier
de la construction du lemme : en effet toute distribution T € &'(G) définit un opérateur
h +— T xh dans H(G) qui commute avec la convolution & droite dans H(G). Le lemme nous
permet alors de définir fonctoriellement 7(7) : V' — V. On peut alors poser 7(g) - v := m(dy) - v,
v € V. Il est également clair que tout morphisme dans M(H(G)) induit un morphisme dans
M(G). Les deux foncteurs ainsi définis établissent une équivalence de catégories. O

Remarque. En vertu de cette équivalence de catégories, nous noterons 'action d’un élément T’
de H(G) sur un vecteur v d’une représentation lisse (7, V') de G, soit 7(T')-v, soit simplement T"-v.
Cette derniére notation sera privilégiée lorsque la représentation sous-jacente 7 est clairement
identifiée par le contexte.

Dans 'appendice nous rappelons la notion d’objets de longueur finie et de suite
de composition (aussi appelée de Jordan-Holder) dans certaines catégories abéliennes. On peut
appliquer ceci aux modules dans M(H(G)) et grace a équivalence de catégorie entre M(H(G))
et M(G), on transpose la terminologie de aux représentations lisses de G.

Ainsi, toute représentation lisse de G admet toujours un sous-quotient irréductible, si elle est
de type fini, elle admet un quotient irréductible, et enfin si elle est de longueur finie, elle admet
une sous-représentation irréductible.
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I11.1.5 Points fixes de K

Soit K un sous-groupe ouvert compact de G, et soit ex I'idempotent de H(G) donné par la
mesure de Haar normalisée sur K. Toute représentation lisse (7, V) de G est un H(G)-module
non dégénéré, d’apres I’équivalence de catégories établie au paragraphe précédent. Nous avons
défini dans la section [[.3.1 un foncteur jc, , que nous noterons plus simplement jx, de M(H(G))
dans M(ex *H(G)*ex). Rappelons que ex *H(G)*ex = H(G, K). Donnons quelques propriétés
de ce foncteur.

Proposition. (i) Le module jx (V) = ex -V est le sous-espace VE de V des vecteurs fives sous
Uaction de K dans V.

(i3) le noyau de m(eg) dans V est le sous-espace V(K) de V engendré par les vecteurs de la
forme w(eg)-v—v,veEV.

(i4i) On a V =VE o V(K).

(iv) Le foncteur ji est exact.
Démonstration. Le point (i) est immédiat. Il est clair que
e (ex-v—v)=0, (veV),
donc V(K) C kereg. D’autre part, m(ex) étant un projecteur,
V =kerex ®Imeg.

Comme v =¢eg-v—(ex-v—v),onaV=ecg-V+V(K). On en déduit que V(K) = ker 7(ex)
et 'on obtient (ii) et (). L'exactitude de jx a été démontrée dans la section [[.3.1]

Nous redonnons, dans le cadre plus spécifique de cette section, les résultats de la proposition

[32

Théoréme. (i) La représentation (m, V') est irréductible si et seulement si pour tout sous-groupe
ouvert compact K de G, le H(G, K)-module VE est simple ou nul.

i) Sotent (m;,V;), i = 1,2, deux représentations lisses irréductibles de G, et soi un Sous-
i1) Soient Vi),i=1,2,d ssentations i irréductibles de G, et soit K
groupe ouvert compact de G tel que VX # 0. Alors my et mo sont équivalentes si et seulement si
VIE et V& sont des H(G, K)-modules isomorphes.

(#i1) Pour chaque module simple W de H(G, K), il existe une représentation irréductible

de G telle que VE =W.

II1.1.6 Représentation contragrédiente

Soit (m, V') une représentation lisse de G. L’espace dual V* est muni de la représentation 7*
de G définie par :
T(9) - Aw) = Ma(g™h) -v), (AeVH),(veV)
Cette représentation n’est pas nécessairement lisse. Soit V' la partie lisse de V*. Il est clair que

V est stable sous l'action de G. Nous noterons (7,V) la restriction de 7* & V' : c’est une
représentation lisse de G, que 'on appelle représentation contragrédiente de (m, V).

Dans la section|[.4.1] nous avons construit un foncteur de dualité de M(H(G)) dans M(H(G))q.
Comme l'algébre H(G) est munie de I'anti-involution T+ T' induite par g — ¢g~!, on peut iden-
tifier modules a droite et a gauche, et donc voir le foncteur de dualité comme un endofoncteur de
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M(H(G)). T est clair que par 'équivalence de catégories du théoréme [[I1.1.4} la représentation
contragrédiente (7,V) de (m, V) correspond au H(G)-module non dégénéré V défini dans la

section [[4.1]
Lemme. Soit T € &'(G). Pour tout A € V*, pour tout v €V, on a :
(7(T) - N)(v) = A (T) - v).
En particulier,
(7(ex) - A)(v) = Aw(ex) - v)
pour tout sous-groupe compact K. Si \ est de plus K-invariant, on a alors :
A(w) = AMr(ek) - v).
Donc (V¥)K ~ (VE)* et si K est ouvert, VE = (V*)K ~ (VE)*,

Démonstration. Rappelons que 'homéomorphisme g — ¢~' de G induit 'endomorphisme 7"+ T

de £(G). On a :
(#(F) - M) (v) = /G (7(9) - N(w) dF(g) = /G A(r(g™) - v) dT(g)

= [ Alx(g)-v)dT(g)
G

= A((T) - v).

Comme K est un groupe unimodulaire, on a €x = eg, d’ou la deuxieme assertion du lemme.
Le reste est une reformulation du lemme [[4.1] O

Reformulons aussi le corollaire [[4.1]

Corollaire. On a une injection canonique V. — V.

I1I1.1.7 Représentations admissibles

La condition d’admissibilité d’une représentation est un critére technique de finitude permet-
tant d’obtenir de nombreux résultats importants. Nous montrerons plus loin que dans le cas d'un
groupe réductif p-adique, toutes les représentations lisses irréductibles sont admissibles.

Définition. Une représentation lisse (7, V) du groupe t.d. G est dite admissible, si pour tout
sous-groupe ouvert N de G, le sous-espace des vecteurs fixes V¥ est de dimension finie.

Traduisons ceci : comme les sous-groupes ouverts compacts forment une base de voisinages de
Iidentité dans G, la représentation (7, V) est admissible si et seulement si V¥ est de dimension
finie pour tout sous-groupe ouvert compact K de G. En terme de H(G)-module, ceci signifie
que ex -V est de dimension finie pour tout K comme ci-dessus. Or pour tout idempotent e de
H(G), il existe un tel K tel que e < ex. Onadonce-V =ege-V C ek -V, et I'on voit que
la représentation (m,V’) est admissible si et seulement si le H(G)-module non dégénéré V est
admissible au sens de [[5.1]

Proposition. Une représentation lisse (w,V) de G est admissible si et seulement si V ~ V.

Démonstration. C’est la traduction de la proposition [[.5.1] Le corollaire [5.1] peut lui aussi
s’énoncer en termes de représentations plutét que de H(G) modules.
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I11.1.8 Lemme de Schur

Proposition. Soit G un groupe t.d. dénombrable a linfini, et soit (w,V) une représentation
lisse et irréductible de G. Alors lespace Homg(V, V) est l’ensemble des opérateurs scalaires. Si
(1, W) est une autre représentation lisse et irréductible de G non équivalente d (w,V), alors
Homg(V, W) =0

Démonstration. Montrons tout d’abord que V est de dimension au plus dénombrable : fixons
v € V non nul et soit K un sous-groupe ouvert compact de G fixant v. Alors par irréductibilité,
V est engendré par les vecteurs m(g) - v, o g décrit un systéme de représentants de G/K. Or,
un tel systeme de représentants est dénombrable (lemme .

La proposition découle alors du théoreme [BII| et de I'équivalence de catégories [IT.1.4] :

Homg(V, V) ~ End’H(G)(V)

Le second point est évident, puisqu'un opérateur d’entrelacement non nul entre V' et W est
nécessairement un isomorphisme, ce qui est exclu par hypothese. O

Remarque. Si dans la proposition, on suppose (7, V') admissible, on peut remplacer ’hypothese
G dénombrable a I'infini par le fait que 1’élément neutre de G admette une base dénombrable
de voisinages. En effet, V est de dimension dénombrable, puisque V' = VE ot K décrit une
famille (dénombrable) de sous-groupes ouverts compacts de G formant une base de voisinages
de l'unité, et chaque VX est de dimension finie.

II1.1.9 Une application du lemme de Schur

Le résultat qui suit est une application du lemme de Schur qui nous servira par la suite.

Proposition. Soit (m,V) une représentation admissible irréductible de G. Si B : 'V x V—>C
est une forme bilinéaire G-invariante, alors il existe une constante cg dans C telle que

B(v,A\) = cg A(v).
En particulier, si B est non nulle, elle est non dégénérée.

Démonstration. Comme (7, V) est admissible et irréductible, rappelons qu’il en est de méme de
(7, V) et que V ~ V. Si B est dégénérée, il existe A\ € V non nulle tel que B(v, \) = 0 pour tout
v € V. Donc le noyau de ’application

a: V=V, A (v Bw,))

est non trivial et G-stable. Comme V est irréductible, on a kera = V et donc B = 0.

Si B est non nulle, considérons deux isomorphismes entre V et V : le premier est I’isomor-
phisme canonique
B1:v—= (A= Aw)),

et le second est donné par By : v — (A B(v,A)). D’aprés le lemme de Schur 8; et 8y sont
proportionnels. O
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IT1.1.10 Caractére central

Supposons que G soit séparable et soit Z un sous-groupe contenu dans le centre Z(G). Soit
(m, V) une représentation lisse irréductible de G. D’apres le lemme de Schur, pour tout élément
z € Z, w(z) agit comme un scalaire dans V. Notons :

m(2) = x(2) Idy, (z€ Z).

Il est clair que X, est un caractére de Z. Lorsque Z = Z(G), on I'appelle caractére central de la
représentation (m, V).

Si (7, V) une représentation lisse de G, et 8’il existe un caractére x de Z(G) tel que :
m(z) = x(2) Idy, (z€ 2),
on dit que (7, V) admet le caractére central x (il est bien slir uniquement déterminé).
Lemme. Si (71, V1) et (72, V2) sont deux représentations lisses de G, admettant respectivement

les caractéres centraur x1 et X2, que l’on suppose distincts, alors il n’existe pas d’opérateurs
d’entrelacement non triviaux entre Vi et Vs.

Démonstration. Soient z € Z(G) tel que x1(z) # x2(z) et A € Homg(V1,Va). Alors pour tout
veV,

x1(2)A(v) = A(xa(2)v) = A(m1(2) - v) = ma(2) - A(v) = x2(2)A(v),
et donc A(v) = 0. O

Proposition. Soit (7, V) une représentation lisse de longueur finie ou admissible de G. Alors,
pour tout caractére x de Z, posons

Vi={veV|ImeN,Vze Z (n(z) — x()Id)™ - v = 0},

et appelons cet espace le sous-espace caractéristique de V' pour le caractére x. Alors V = @X Vy.
Si (m,V) est de longueur finie, seul un nombre fini de facteurs sont non nuls.

On note Exp(Z, V') 'ensemble des caracteres x de Z tels que V, # {0}.

Démonstration. Si (7, V) est de longueur finie, on raisonne par récurrence sur la longueur, le
cas ou (m, V') est irréductible étant traité par le lemme de Schur. Si V' n’est pas irréductible, on
consideére une sous-représentation irréductible Vy, et I'on utilise I’hypothése de récurrence pour
décomposer V = V/Vy = @X VX. Soit x¢ le caracteére par lequel Z agit dans la représentation

irréductible V4. Soit v € VX, et v € V un relevement de V. On a alors, pour un certain m € N,
(m(z) = x()I)™ v eV, (z€2),
et donc
(m(2) = xo(2)Id)(7(2) — x(2)Id)™ v =0, (2 € 2).
On conclut par des arguments classiques que

V=@V, ot xeExp(Z,V)U{xo}.

X
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Dans le cas ou (7, V') est admissible, pour tout sous-groupe ouvert compact K de G, on décompose
V& qui est de dimension finie, en sous-espaces caractéristiques VXK pour 'action des éléments de
Z (comme les actions de Z et K commutent, VX est stable sous I’action de Z). Les décompositions
obtenues sont compatibles avec les inclusions VE1 ¢ VE2 lorsque K, C K, et 'on pose alors

v, =V
K

La décomposition V = y Vx s’en déduit facilement. O

Remarque. On a défini en le centre de la catégorie M(H(G)) comme étant P'algebre des
endomorphismes du foncteur identité. Notons-le 3(G). 11 est clair qu'un élément de Z = Z(G)
définit, par son action sur les modules de M(G) ~ M(H(G)), un tel endomorphisme, et donc
un élément de 3(G). Or, pour tout élément de z € 3(G), le lemme de Schur affirme que laction
de z sur un module simple V est un opérateur scalaire. De méme que ci-dessus, ceci définit donc
pour tout module simple V' un caractére de 3(G), que 'on appelle encore caractére central du
module V' et qui étend le caractere de Z(G) décrit ci-dessus.

I111.1.11 Complétude des représentations irréductibles

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que si G est un groupe t.d. séparable, alors G admet
assez de représentations lisses irréductibles, au sens suivant.

Théoréme. Soit T € H(G), T # 0. Alors il existe une représentation lisse irréductible m de G
telle que w(T) # 0.

Démonstration. Pour un sous-groupe compact ouvert K assez petit,on a T = ex*T*ex # 0, donc
on peut supposer que T' € H(G, K). Ecrivons T = fug, f € D(G, K), et posons f*(g) = f(g~1),
g € G. On vérifie directement en utilisant ([1.3.12.1)) que :

(" * )(e) = /G £l duc(o),

et donc, comme f # 0, on trouve (f* x f)(e) # 0. Posons h = f** f. On a h* = h et h £ 0, d’ou
par le méme raisonnement h? = h*xh # 0, h* = (h*)?*h? # 0, etc. Posons S = hug. On a alors
SxS = (h*xh) ug # 0, SxS*SxS = (h*)?xh? ug # 0, etc. Ainsi S n’est pas un élément nilpotent.
D’autre part, l'algebre H(G) est de dimension dénombrable, puisque H(G) = |J, H(G, K),
I’union portant sur une base dénombrable de sous-groupes ouverts compacts de G, et chaque
H(G, K) est de dimension dénombrable car G/K, et donc & fortiori, K\G/K est discret et de
cardinal dénombrable (lemme . On peut conclure en utilisant le lemme qu’il existe
une représentation lisse irréductible 7 telle que 7(S) # 0, d’ou #w(T) # 0. O

Remarque. L’algebre H(G) vérifie donc la propriété (Sep) de Ainsi, outre la description
de 3(G) obtenue en [I1.3.13} on peut chercher & la déterminer en caractérisant son image par le

morphisme ([[.1.8.1))
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I11.1.12 Caracteres des représentations admissibles

Soit (m, V) une représentation admissible de G, soit T' € H(G) et soit K un sous-groupe
compact ouvert de G tel que T = e *T*ep . L'opérateur 7(T) a alors son image dans ex-V = VK,
qui est de dimension finie. On peut donc définir la trace de 7(7T), que I'on note Tr (7). On peut
voir Tr 7 comme une forme linéaire sur #(G). Si ’on fixe une mesure de Haar a gauche pq, pour
tout f € D(G), on pose Trr(f) := Trn(fug) . On définit ainsi une distribution sur G, que 'on
appelle le caractére de .

Lemme. Soit gy € G et Int(gg) l'automorphisme intérieur de G donné par la conjugaison par
go- On a alors, pour toute représentation admissible (w,V) de G :

Int(go) - (Trm) = 0 (go) Tr.
En particulier si G est unimodulaire, Tr 7 est une distribution invariante par conjugaison.
Démonstration. On a pour tout T' € H(G) :
(Int(go) - Trm)(T) = Tr(Int(gy *)(T)) = Tr7r(5gg1 * T % gy)
= Tr (n(g5 )m(T)7(g0))
= Trn(T)
Donc si f € D(G), on a :
(Int(go) - Te m)(f) = Te w(Int (g )()) = Tr w(Int(g ™) () ic)

= dc(go) Trm(Int(gy ) - (fc))
= 6c(90) Trm(fuc) = da(go) Trm(f).

Exemple. Soit (ﬂ',Y) une représentation admissible de G. Le caractere de la représentation
contragrédiente (7, V') est donné par

0:(f) = 0x(f), (f €D(G)).
On rappelle que f est définie par f(g) = f(g71).

1I1.1.13 Indépendance linéaire des caracteres

Soit G un groupe t.d. et (w1, V1), ..., (mn, V) des représentations irréductibles admissibles
de G, non équivalentes deux a deux. On a alors :

Proposition. Les caractéres Trmy, ... Trmw, sont linéairement indépendants.

Démonstration. Comme les m; sont lisses, on peut trouver un sous-groupe ouvert compact K tel
que pour tout i, VX = {0}. D’apres le théoréme [[11.1.5] les H(G, K)-modules V;X sont simples,
non isomorphes et de dimension finie. L’indépendance linéaire découle alors de [10], Ch. VIII,
§13, Prop. 2.

Corollaire. Deuz représentations irréductibles admissibles m1 et mo de G sont équivalentes si et
seulement si leurs caractéres sont égau.
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I111.1.14 Produits tensoriels de représentations

Pour tout ¢ = 1,2,...,r, supposons que G; soit un groupe t.d. Le groupe produit [[, G;
est alors un groupe topologique t.d. pour la topologie produit. Soient (m;, V;) € M(G;), pour
i=1,2,...,r. On définit alors le produit tensoriel :

Ki(m, Vi) =(m®...07m1, V1®...0V,)
comme étant la représentation de [], G; dans Vi ® ... ® V,. donnée par :

(m X R (g1, 9r) =m1(1) @ ... 07(g), (9 €Gi,i=1,...,7).

Les produits tensoriels sont ici des produits tensoriels d’espaces vectoriels sur C. Toutefois, pour
alléger les notations, on note simplement ® plutdt que ®c.

Si Gy = G2 = ...G, = G, on définit une représentation 7 de G dans ), V; par w(g) =
(®im)(A(g)) on
A G—>1_[G7 g—(g,--.,9).
i

On note @), (7, V;) cette représentation de G.

Proposition. Avec les notations ci-dessus, supposons que toutes les représentations (m;, V;)
soient admissibles. Alors W;(m;, V;) est admissible. D’autre part, (X;(m;,V;)) = &i(fri,ffi), Si
toutes les représentations (m;, V;) sont irréductibles, alors il en est de méme de R;(m;, V;). Enfin,
toute représentation lisse admissible irréductible de [ [, G; est de la forme X;(m;, V;) ot les (m;, V;)

sont irréductibles admissibles et uniquement déterminées d isomorphisme prés par (m,V).

Démonstration. Il suffit de traiter le cas r = 2. Soient K; C G;, r = 1,2, des sous-groupes
ouverts compacts et posons K = K; X Ky C G; X Go. On vérifie facilement que H(G,K) =
H(G1, K1) @M (G2, K») et que (Vi @Va)X = VI @V, de sorte que (V3 @V5)X est de dimension
finie. L’application naturelle :

~ ~ —_ T — K
V@V = (V) o (12) = (M @ V)X) = (e Th)

est un isomorphisme. Ceci prouve les deux premieres assertions. Le reste découle alors facilement
du théoreme [[IL.1.5| et du résultat suivant, dont on trouvera une démonstration dans [I5], Prop.
3.4.1. O

Scolie. Soient A; et Ay des algébres unitaires et soient (71, V1), (72, V2) des représentations
irréductibles de dimension finie de A; et As respectivement. Alors la représentation (71 X7, V1 ®
V) de Ay x Ay est irréductible. Réciproquement, toute représentation irréductible de A; x A
s’écrit sous cette forme, de maniére unique a isomorphisme pres.

Si (7, V) est une représentation lisse de G et si (w, C) est un caractere (lisse) de G, alors nous
simplifierons les notations et nous noterons (7mw, V') pour la représentation (7 ® w,V ® C) (bien
stir V ® C s’identifie canoniquement a V).

Lemme. Soient (m,V) une représentation lisse admissible de G et (w,C) un caractére (lisse) de
G. Alors (mw, V') est admissible.

Démonstration. Soit K un sous-groupe ouvert compact de G sur lequel w est trivial. Soit K’ un
autre sous-groupe ouvert compact de G. Tout vecteur v de V est fixé par K/ N K sous 7 si et
seulement §’il est fixé pour 7ww. O
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I11.1.15 Les foncteurs ® et Hom

Dans la section précédente, nous avons défini le produit tensoriel de représentations de M(G).
Si l'on fixe une représentation (m, V) de M(G), on peut alors définir un foncteur

RV : M(G) = M(G), (pW)— (pom,WaV).

Nous allons définir de maniére similaire un foncteur Hom. Si (p, W) et (7, V') sont deux représentations
de G (pas nécessairement lisses), Hom(W, V) = Hom¢(W, V) est muni d’une représentation w*
de G donnée par : pour tout w € W, pour tout g € G et tout ¢ € Hom(W, V),

(7*(g) - 9)(w) = 7(g) - d(p(g™") - w).

Meéme si p et m sont lisses, la représentation ainsi obtenue ne l’est pas nécessairement. Pour
pouvoir définir un foncteur de la catégorie M(G) dans elle-méme, il faut donc en prendre la
partie lisse Hom(W, V)g. On note toujours 7° la restriction de 7 a la partie lisse. Ainsi on
obtient un foncteur :

Hom(W,e)p : M(G) = M(G), (7,V)+— (x”,Hom(W,V)y)

On peut aussi bien entendu définir le foncteur contravariant
Hom(e,V)o : M(G) = M(G), (p,W) = (7, Hom(W, V)o).

Exemple. Sil’on prend pour (7, V') la représentation triviale de G, on obtient le foncteur p — p
qui associe a toute représentation sa contragrédiente.

Les deux foncteurs que 'on vient de définir sont liés par une relation d’adjonction, comme le
montre le résultat suivant.

Proposition. Soient (m;,V;), 1 = 1,2, 3, des représentations lisses de G. On a alors un isomor-
phisme naturel (en toutes les variables)

Hom(V; ® Vi, V3)o =~ Hom(Vy, Hom(Va, V3)0)o
¢ > (I), @(vl)(vg) = ¢(’Ul & ’Ug).
Démonstration. Dans la catégorie des espaces vectoriels complexes, on a un isomorphisme natu-

rel :
Hom(V; ® Vi, Vs) ~ Hom(Vy, Hom(V2, V3))

donné par ¢ — &, ®(v1)(v2) = ¢(v1 @ v2) (c’est un cas particulier de [[.2.2.1)). Montrons qu’il
entrelace les actions de G. Pour tout g € G, g - ¢ est Iapplication linéaire

(9-9): v1 @v2 = ma(g) - (B(mi(g™h) w1 @malg™?) - v2)),
et g - ® est 'application linéaire
g-®: Vi — Hom(Vo,Vs), v+ g-(@(mi(g™") v1))
ou

g (@(mi(g™") - v1))(v2) = m3(g) - (R(m1(g™") - v1))(m2(g ™) - v2))
=m3(9) - (B(m1(g™") - v1 @ma(g™t) - v2)).
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Donc ¢ — @ est G-équivariant.

En prenant la partie lisse de chaque coté, on obtient
Hom(V; ® V5, V3)g = Hom(Vy, Hom(Va, V3))o.
Pour pouvoir conclure, nous utilisons le résultat suivant, qui nous servira encore par la suite.

Lemme. Soient (7;,V;), i = 1,2 des représentations de G (pas nécessairement lisses). Alors,

Hom((V1)o, V2)o = Hom((V1)o, (V2)0)o-

Démonstration. Soient ¢ € Hom(Vy, V3)o, v1 € (V1)o. Choisissons un sous-groupe ouvert compact
K de G assez petit pour fixer simultanément ¢ et v1. Alors pour tout k € K,

mo (k1) - p(v1) = ma(k™1) - (k- @) (m1(k) - v1))
= mo(k™") - (ma(k) - (¢(mi(K71) - (w1 (k) - v1))))
= ¢(v1).

Ceci montre que ¢(v1) est aussi fixé par K. O

En prenant les morphismes G-invariants de chaque coté de 1’égalité établie par la proposition,
on obtient

Corollaire. Homg (Vi ® Vo, V3) ~ Homg(Vi, Hom(Va, V3)o).

Remarques. 1. Le corollaire montre qu’en particulier le foncteur e ® V5 est ’adjoint a gauche
du foncteur Hom(V3, e)g. Mais la proposition montre en plus la naturalité en la variable V5.

— 2. L’adjonction ci-dessus entraine que le foncteur e @ V' préserve les colimites, donc en
particulier est exact a droite et préserve les limites inductives, tandis que le foncteur Hom(V, )
préserve les limites, donc en particulier est exact a gauche et préserve les limites projectives.

— 3. Si (w, C,,) est une représentation de dimension 1 de G, alors e®C,, réalise une équivalence
de catégories d’inverse e ® C_,-1. De plus ces deux foncteurs sont adjoints, dans les deux sens
possibles, c’est-a-dire que quelles que soient les représentations lisses (w, V') et (p, W) de G, on a
un isomorphisme naturel

Homg(V, W ® C,,) ~ Homg(V ® C -1, W),

I'autre adjonction étant obtenue en échangeant les roles de w et w™!. Ceci montre dans ce cas
que le foncteur e ® C,, est un adjoint a droite et a gauche et donc qu’il préserve les limites et les
colimites. En particulier il est exact.

Soient (m;, V;), i = 1,2 des représentations lisses de G. Intéressons nous maintenant a I’espace
des coinvariants de V3 ® V5 pour l'action de G : par définition, il s’agit du quotient de V; ® V5
par le sous-espace engendré par les vecteurs de la forme 71(g) - v1 ® m2(g) - v2 — v1 Q@ va, v1 € V1,
vy € Vi, g € G. Notons-le (V1 ® V5)g. Grice a ’équivalence de catégorie il est immédiat
que (V1 ®Va)q s’identifie & Vi ®4(¢) V2, ot la structure de H(G)-module a gauche sur Vi donnée
par 7 est transformée en une structure de module & droite par I'antiinvolution 7' — T de H(G).



76 CHAPITRE III. REPRESENTATIONS DES GROUPES T.D.

Soient (m;, V;), ¢ = 1,2, 3 des représentations lisses de G. De 'isomorphisme naturel (c’est un cas

particulier de[l.2.2.4))
V1@V2) @ Vs =Vi® (Vo ®Vs)

on déduit, en prenant de chaque coté les coinvariants pour ’action de G,
(I11.1.15.1) (V1 ® Va) @pay Va = Vi @pay (Vo ® V3)

Cette formule est a rapprocher de celle du corollaire ci-dessus.

Théoréme. Soit (7,V) une représentation lisse de G.

(i) Le foncteur e @ V est exact, et préserve les objets projectifs dans M(G).

(i1) Le foncteur (contravariant) Hom(e,V)o est exact, et envoie les objets projectifs sur des
objets injectifs

(7i1) Le foncteur Hom(V, ®)g est exact, et préserve les objets injectifs.

Démonstration. La démonstration de ces trois points est similaire, nous ne démontrerons donc
que (447). Tout d’abord, la catégorie des C-espaces vectoriels étant semi-simple, tous les objets y
sont projectifs, injectifs et plats. Le foncteur Home (V) @) de la catégorie des C-espaces vectoriels
dans elle-méme est donc exact. Soit

(IIL.1.15.2) (0} — Wy -2 Wy -2 Ws — {0}
une suite exacte dans M(G). On obtient donc une suite exacte de C-espaces vectoriels
{0} — Hom¢ (V, W1)—Hom¢ (V, W5)—Homc(V, W3) — {0},

ces espaces étant munis de représentations (non lisses) de G. Il est facile de voir que prendre la
partie lisse préserve l'exactitude a gauche. On a donc une suite exacte de représentations lisses
de G :

{0} — HOHIC(V, W1)0—>H0m@(V, W2)0—>Hom@(V, Wg)o.

Etablissons la surjectivité de la derniére fleche. Soit f € Homge(V, W3)o : il existe un sous-groupe
ouvert K de G tel que k- f = f pour tout k € K, c’est-a-dire

E-flk=t-v)=v, (Vke K,YveV).
Considérons la suite exacte ([II.1.15.2) comme une suite exacte dans la catégorie M(K) des
représentations lisses du groupe K. Cette catégorie est semi-simple (nous le démontrons ci-

dessous), et la suite est donc scindée : il existe un opérateur d’entrelacement (pour les actions de
K) s: W3 — W tel que 9 o s = Idw,. Posons g = so f € Hom¢(V, W3). On a

(ke K, Vo eV), (k-g)v)=k-((sof)(k"-v) = s(k- f(k'-v)) = s0 f(v) = g(v).

Ainsi g € Home(V, Wa)g et vérifie pog = f, ce qui montre 'assertion. On a bien une suite exacte
de représentations lisses de G

{0} — HOIII(:(V, V[/l)()—)I‘IOIH(C(V’7 WQ)Q‘)HOHI(C(V, Wg)o — {0},

ce qui établit I'exactitude du foncteur Hom(V, e).

Il reste a établir que M(K) est une catégorie semi-simple. Soit (w,V) € M(K), il suffit
de montrer que V est somme de sous-modules simples, d’apres le lemme A.VII. Soit v € V,
et soit K7 un sous-groupe ouvert compact distingué de K fixant v. La sous-représentation V,,
engendrée par v est de dimension finie car K/K; est fini, et complétement réductible comme
représentation du groupe fini K/Kj, et donc comme représentation de K. Ainsi v est contenu
dans une sous-représentation irréductible de K. O
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II1.2 Induction et restriction

I11.2.1  Foncteur d’oubli et adjoints

Nous allons appliquer les résultats de la section[[.2.3] pour définir des foncteurs entre catégories
M(H) et M(G), ou H et G sont des groupes topologiques t.d. Soit ¢ : H — G un morphisme de
groupes continu. On a alors un foncteur d’oubli 7, : M(G) — M(H) défini de la maniére sui-
vante : si (7, V) est une représentation lisse de G, alors F, (V) = V et Fy(7) est la représentation
de H donnée par

(I11.2.1.1) Fo(m)(h) -v=m(¢p(h))-v, (veV), (heH).

On obtient bien ainsi une représentation lisse V' de H car pour tout v € V, Stabg(v) est ouvert
dans G, V étant une représentation lisse de G, et ¢ étant continue, Staby (v) = ¢~1(Stabg(v))
est ouvert dans H.

Comme on a les équivalences de catégories M(G) ~ M(H(G)) et M(H) ~ M(H(H)), on en
déduit par transport de structure un foncteur d’oubli

Fo: M(H(G)) = M(H(H)).

Il s’agit maintenant de l'identifier avec un foncteur d’oubli du type de ceux défini en [[.2:3] et
pour cela, il faut munir H(G) d’une structure de H(H)-module & gauche non dégénéré. Nous
allons faire un peu plus que cela, en munissant H(G) d’une structure de H(H)-bimodule non-
dégénéré telle que I'action & gauche (resp. & droite) de H(H) sur H(G) commute avec I’action par
multiplication & droite (resp. & gauche) de H(G) sur elle-méme. Dans une telle situation, nous
avons défini en [[.2.3] non seulement un foncteur d’oubli, mais aussi un pseudo foncteur d’oubli,
ainsi que leurs adjoints respectivement a droite et a gauche.

Rappelons que (H(G),1) et (H(G),r) sont deux représentations lisses de G, qui par Fy
définissent deux représentations lisses de H, et donc deux structures de H(H )-modules a gauche
non dégénérés sur H(G). On utilise 'anti-involution induite par h — h~1 sur H(H) pour changer
la structure de module a gauche donnée par (H(G),r) en structure de module a droite. Ceci nous
donne donc une stucture de H(H)-bimodule non dégénéré sur H(G). On peut donc comme en
[[2.3] définir les foncteurs :

G ._ M(G) G ._~7M(G) G ._ M(G) G ._ pM(G)
]-'H._]-'M(H), ]-‘H._]-'M(H), I IM(H), PH._PM(H).

I est clair que I'on a alors Fy = }"I({;. D’autre part, rappelons que Ig est 'adjoint a droite de
F§ et que P§ est I'adjoint & gauche de " F§.

Exemple. Soit 0 : H — H; un isomorphisme de groupes t.d. Soit (7, V') une représentation de
H;. En appliquant le foncteur d’oubli F,, on obtient une représentation F,(mw, V') de H. Nous
notons plutét F,(m,V) = (9m, V) cette représentation. Son espace est V', et 'action de H est
donnée par

m(h)-v=m(c(h))-v.
(La notation est mnémotechnique : o tire 7 vers la gauche.)

Ceci s’applique en particulier ou ¢ est un automorphisme de H. Ainsi, si H est un sous-
groupe du groupe G, et si o 'automorphisme de H induit par Int(g~!), pour un certain g € G
normalisant H, on note (79, V) la représentation (°7,V) de H (o = Int(g~1) : gHg™' — H et
g pousse ™ de M(H) dans M(gHg~ '), d’otl la notation 7). En pratique, la formule & utiliser
est donc :

(I11.2.1.2) 79 (ghg™') = 7 (h), (h€ H,g € Q).
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II1.2.2 Induction a partir d’un sous-groupe fermé

Plagons-nous maintenant dans le cas ou le morphisme ¢ : H — G est 'inclusion d’un sous-
groupe fermé. Dans ce cas, une construction classique, I'induction des représentations de H a G
fournit un adjoint a droite du foncteur d’oubli. Par unicité de ’adjoint, ce foncteur est bien siir
naturellement isomorphe & I§. Un adjoint & gauche du pseudo foncteur d’oubli est construit de
maniére similaire, en imposant une condition de compacité sur le support. Commencgons par la
définition des représentations induites, nous montrerons ensuite les propriétés d’adjonction.

Définition. Soit G un groupe t.d. et H un sous-groupe fermé de G. Soit (p, ) une représentation
lisse de H. On définit la représentation induite

Indf (p, E) = (Indfp, Indf; E)
comme suit. L’espace IndgE est ’espace des fonctions f: G — E vérifiant :
a) f(hg) = p(h)- f(9), (g9€@G), (heH).

b) Il existe un sous-groupe ouvert compact K de G (dépendant de f), tel que f(gk) = f(g),
geG, ke K.

Cet espace est muni de la représentation Indg p définie par
(IndGp)(g) - f=r(9)- f

La condition b) garantit que (Ind%p, Ind$ E) est lisse.

On définit aussi indgE comme le sous-espace de IndgE des fonctions vérifiant de plus la
condition suivante sur leur support :

¢) il existe une partie compacte F de G tel que Supp f C H.F

1 est clair que ind% E est stable sous l'action Indf]p de G. On note indfl,o la restriction de
d%p & nd$ E et ind% (p, E) = (ind% p, ind$% E).

Lemme. Soit K un sous-groupe ouvert compact de G, et soit Q un systéme de représentants
des doubles classes H\G/K. Pour tout g € Q, posons K, = H N gKg~'. La restriction des
fonctions de nd$ E (resp. ind% E) a Q définit un isomorphisme de (Ind$ E)E (resp. (ind$ E)X)
avec lespace F(Q, E) (resp. Fo(), E)) des fonctions f : Q — E telles que f(g) € EXs pour tout
g € Q (resp. avec Uespace de ces fonctions ayant un support fini).

Démonstration. Puisque toute fonction f dans (Ind$ E)X vérifie :

(I11.2.2.1) f(hgk)=p(h)- f(g), (h€eH,geG, keK),

il est clair que la restriction de f & Q détermine f. D’autre part si h = gkg™' € K,, on a
p(h) - fg) = f(hg) = f(gkg™"g) = f(gk) = f(9),

et donc f(g) € E¥s. Réciproquement, toute fonction f sur Q a valeurs dans E vérifiant f(g) €
EXs peut se relever grace a la formule en une fonction de (IndgE)K . Le relevement
ne dépend pas des choix faits, car si hgk = hy1gki, avec h,hy € H et k, k1 € K, on a hflh =
gkik™'g ' € HNgKg™' = K, et donc

p(h) - f(g) = p(hahi'h) - f(g) = p(h1)p(hi'R) - f(g) = p(h1) - f(g).
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L’espace G/K étant discret (cf. proposition [I1.3.2)), il en est de méme de Q, et une fonction &
support compact sur un espace discret est une fonction a support fini. O

Proposition. L’induction de H a G :
(p, E) = nd§ (p, E), (resp. ind§(p,E))

définit un foncteur exact de M(H) dans M(G).

Décrivons, une fois n’est pas coutume, l'effet de ce foncteur sur les morphismes : si (p1, E1)
et (p2, E2) sont deux représentations lisses de H, et si ¢ est un opérateur d’entrelacement entre
p1 et pg, Vopérateur d’entrelacement Ind$ (¢) entre Ind% (py, Ey) et Ind (po, Es) est donné par

Ind§(¢)(f) = ¢o f, (f € Indf(Ey)).

Démonstration. On a vu que l'induite d’une représentation lisse est une représentation lisse.
Supposons que ’on ait une suite exacte

0—F —FEy,— E3—0
dans M(H). Il s’agit de montrer que la suite
0 — IndG E; — Ind$ Ey — nd$ Es — 0

est exacte dans M(G). Il suffit de montrer que pour tout sous-groupe compact ouvert K de G,
la suite

0 — (Ind% E)) X — (Ind$ Ey)X — (Ind$ Es)X — 0

est exacte. D’aprés le lemme précédent (Ind$ E; )% est isomorphe a Pespace F (€2, E;) ~ [Tyea ElK 7,

Or le foncteur E + EXs est exact (proposition [II1.1.3). La démonstration est la méme pour
e]
ind. O

I11.2.3 Induction et admissibilité

On reprend les notations du paragraphe précédent.

Lemme. Supposons que H\G soit compact. Soit (p, E) une représentation lisse admissible de
H. Alors

md% (p, E) = ind%(p, E)

est admissible.

Démonstration. Ceci découle des considérations du paragraphe précédent, en remarquant que ici
Q = H\G/K est un ensemble fini.
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1I1.2.4 Entrelacement
Soit G un groupe t.d , et soit H un sous-groupe fermé de G.

Lemme. Supposons que g € G normalise H. Alors, avec les notations de l’ezemple
Ind% (p9, E) est équivalente o Ind$;(p, E). De méme ind$(p9, E) est équivalente d ind$(p, E).

Démonstration. Définissons 'opérateur d’entrelacement qui réalise I’équivalence de ces représentations :
si f € Indf(p, E) (ou indf (p, E)),

A-f(g)=flg7'd).
On a alors :

(A-f)(hg') = flg hg') = fF((g7 hg)g™'g") = p(g " hg) - (A- F)(g")
=p?(h) - A- f(d),

et donc A- f est bien dans Ind% (p9, E) (ou ind% (p, E)). 1l est clair que A est inversible (échanger
les roles de (p, E) et (p?, E), et remplacer g par g—* pour avoir l'inverse). O

111.2.5 Reéciprocité de Frobénius

Soit G un groupe t.d. et soit H un sous-groupe fermé de G. La réciprocité de Frobenius est
ici lassertion que le foncteur Indg est 'adjoint a droite du foncteur d’oubli. Nous adoptons ici
une terminologie plus classique pour ce foncteur d’oubli, en le notant Resg.

Théoréme. Le foncteur Indg est l’adjoint a droite du foncteur Resg. C’est-a-dire que pour tout
(m, V) dans M(Q) et tout (7, E) dans M(H), on a un isomorphisme naturel :

Homg (V,Ind% E) ~ Hompy (Res$V, E).
Démonstration. Soit (w, V) dans M(G) et (7, E) dans M(H). Définissons les morphismes
o : ResG(Ind% (1, E)) = (1,E), B: (7,V) = Ind§ (Res% (7, V))

par :
a: [ f(le), (f € nd(r,E)), B:vw (fo: g m(g)w)

On vérifie immédiatement que « est un morphisme dans M(H) et 8 est un morphisme dans
M(QG). Vérifions que ce sont des morphismes d’adjonction, au sens de On regarde tout
d’abord la composition

md% (7, E) — IndGResGIndS (1, E) — Ind$ (1, E),
ot la premiére fleche est le morphisme 3 pour I'espace Ind$ (E). Elle envoie f € Ind$ (E) sur
freg e d§(r)(g) - f=r(9)- [

La seconde fleche est obtenue en appliquant le foncteur Ind$ au H-morphisme a entre Res$ (Ind% (7, E))
et (7, E). L’effet du foncteur d’induction sur les morphismes est obtenu par composition. Lorsque



II1.2. INDUCTION ET RESTRICTION 81

Pon évalue en r(g) - f, on obtient a(r(g) - f) = (r(g9) - f)(1¢) = f(g). La composition de ces deux
fleches est donc Didentité de Ind% (7, E). De méme pour Pautre composition

Res% (m,V) — Res$IndSResS (r, V) — Res% (m, V),

la premiere fleche est obtenue en appliquant le foncteur Resg au G-morphisme (. Elle envoie
v € V sur la fonction f, : h + w(h)-v. La seconde fleche est le morphisme « pour la représentation
Res% (m, V). Elle envoie la fonction f, sur f,(1g) = (1) - v = v. Cette composition est donc
I'identité de Resg(w, V). Ceci termine la vérification des propriétés des morphismes d’adjonction.

O

Remarque. Identifions les catéiories M(G) et M(H(Q)) (cf. section|IIL.1.4)). Par unicité de I'ad-

joint, le foncteur I E défini en [[I1.2.1] et Indg sont isomorphes et donc pour toute représentation
lisse (p, W) de H, on a un isomorphisme naturel

(I11.2.5.1) Ind (p, W) ~ Homyy (1) (H(G), W) (c)-

Démonstration. Il est instructif de donner la forme explicite de cet isomorphisme. Soit ¢ €
Homy gy (H(G), W)y (). Définissons une fonction fy sur G par

(I11.2.5.2) fo(g) = ¢(d,).

La distribution 64 n’étant pas dans H(G), cette définition appelle & des explications. Choisissons
un idempotent ex de H(G), pour un certain sous-groupe ouvert compact K de G, tel que ¢ soit
fixé par ex . La distribution d, * e est alors dans H(G), et 'on pose ¢(d4) = ¢(dg *ex). On peut
vérifier immédiatement que ceci ne dépend pas du choix de K. De plus, pour tout k € K, pour
tout g € G, on a

fo(gk) = @(6gk) = ¢(0g * O ¥ exc) = P(dg * ex) = fo(9),

ce qui montre que fy4 est fixé par r(K). Montrons comment f,; se transforme par translation a
gauche par h € H : pour tout h € H, pour tout g € G, on a

(I11.2.5.3) fo(hg) = ¢(0ng) = ¢(Ong * €x) = P(0h, % 04 * €k ).

D’autre part p(h) - fs(g9) = (0n * f) - fo(g) ou f est un idempotent de H(H) qui fixe §, * ex.
L’idempotent f fixe alors aussi fy(g) = ¢(d4 * ex). On a alors

p(h) - Fo(9) = (On % 1) - Folg) = (5 * ) - B8y * ex) = ((On * 1) - (5 * ex0)),
ol Op * f € H(H) agit sur 04 * e via la structure de H(H)-module de H(G). Plus explicitement
(6n 5 £) - (6, % exc) = /H UR) - (8 * ex) d(On * ) (R)
- / / Uhihs) - (8 * ex) d(3)(ha) df (h)

( 1(hy) - 6*eK)df(h2)>

< (0g * ex))
0g ¥ €x) = Op * g * ex.

= U(h) -

(f
(I11.2.5.4) =1(h) - (0
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On obtient en comparant ([11.2.5.3)) et ([11.2.5.4])
p(h) - f5(9) = ¢(0n x 6y * exc) = fy(hg).

Ceci montre que f, est dans IndGW.
Réciproquement, si f € Ind§ W, définissons ¢ € Home(H(G), W) par

(I11.2.5.5) 61(T) = (T- [)(1c), (T € H(G)),

o T - f désigne le résultat de Daction de T € H(G) sur I'dlément f du H(G)-module Ind§W.
Si f est fixée par r(K), pour un certain sous-groupe ouvert compact K de G, alors pour tout
T € H(G),

(ex - ¢s)(T) = o5(Txex) = (T xex) - f)(1a) = (T - (ex - [))(1a) = ¢4(T).
SiSeH(H), ona

65(S-T) = (S-T)- )1 >—(Lr<g>-fd<S-T><g>)<1G>

o sl )

=( [ [0 parta >dS(h>) (10)

- /H U(hY) - (T - £))(1e) dS(h)

- / (T f)(h) dS(h) = / (p(h) - (T - £))(1c) dS(h)
H H

—S-(T- (1)) = S - ,(T).

Ceci montre que ¢y est dans Homy gy (H(G), W)y (). On vérifie aussi facilement que f — ¢y et
¢ — fy sont inverses I'un de 'autre. La vérification de la naturalité en (p, W) des isomorphismes
Ind% (W) ~ Homy gy (H(G), W)y ) est comme souvent dans ce genre de choses, fastidieuse
mais élémentaire. Ceci montre que I'on a bien un isomorphisme naturel ([IL.2.5.1), réalisé par
([I12.5.2) et (TL.2.5.5). O

I11.2.6 Induction compacte et pseudo foncteur d’oubli

Dans ce qui suit, H est un sous-groupe fermé du groupe t.d. G. Les notations sont celles de
la section Le pseudo foncteur d’oubli "F§ & pour adjoint & gauche le foncteur P§. Nous
voulons maintenant identifier ce foncteur en terme d’induction compacte. Soit donc (p, W) une
représentation lisse de H. Rappelons que PG (W) = H(G) @y W, que la multiplication par p¢
donne un isomorphisme d’algébres D(G) ~ H(G), et que de méme la multiplication par p gy donne
un isomorphisme d’algébres D(H) ~ H(H). Par transport de structure, D(G) est donc munie
d’une structure de D(H)-module & droite, que nous allons maintenant identifier explicitement.
Soient T' = fuc, et S = auy respectivement dans H(G) et H(H). On a par définition

T 5= / 1.T) ds(h) = /H (r(h™Y) - (fue)) dS(h).
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Or, pour toute fonction test ¢ € C*(G)
(r(h)=" - (fua), ) = ((fua),r(h) - )
/f (gh) duc(g) /f gh™)é(9)dc(h) " duc(g)
) fue, ¢)
Donc r(h)~t - (fug) = dg(h) =L (r(h)~ - f)ug. On en déduit que
75 = [ G670 g s
(/ 5c(h) "1 (r(h)~" - fla(h )dMH(h)) Ba-

L’action & droite de a € D(H) sur f € D(G) s’écrit donc

(I11.2.6.1) foa= / Se(h)"La(h)(r(h) =" - f) dyugs ().
H

Avec la structure de D(H )-module a droite ainsi définie sur D(G), on a alors
PE(W) ~D(G) @pm)y W

Soient f € D(G), et v € W et définissons une fonction p(f @ v) de G dans W par
p(r oo = [ Fha)(Gan) ) -v) dun(h),

Montrons tout d’abord que ceci est bien défini pour tout élément f ®v de D(G) @pgy W. 11
s’agit de voir que si a € D(H), on a bien

p(f -0 @) = p(f @ (apunr) - v).
Or
a0 = [ (77 ) (G0 o) (1) =
/ [ [ oty iy -f)((hg)_l)duH(h')] (Ga)(h™) ) dun ()
/ / (W'Y F(W hg)a(h') (p(h ™) - ) dss (s ()

= [ so(n) Fihg)o(n) " ( / a(h’)(mh’)-v)duH(h’)) dpin (h)

=p(f ® (apm) - v)(g).

Un calcul similaire montre que si f est fixé par un certain sous-groupe ouvert compact K de
G pour l'action par translation a gauche, alors p(f-a ® v) est aussi fixé par K (pour I’action par
translation a droite).
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On calcule maintenant comment p(f - a ® v) se transforme par translation & gauche par un
élément de H.

p(f ® v)(hog) = /H F(hhog)((5ap)(h™) - v) dpurs ()

— 56(ho)plho) - /H F(hhog)(cp) ((hho) ™) - v) dyusa ()

~ () da(ho)p(ho) - [ Fhg)(Gen) (7)) dua (1))
H

— (Gmap)(ho) - ( | Fa)Gapi o dmh))

= (dmap)(ho) p(f @ v)(g).

D’autre part, f étant & support compact, p(f ® v) est & support compact modulo H. Ceci
montre que p(f ® v) est une fonction dans ind% (W © § m\¢)- Par linéarité, on a ainsi défini une
application linéaire :

(I11.2.6.2) p: PG(W) — indf (W ® 6m )

Un calcul semblable & celui effectué ci-dessus montre que p entrelace les actions de G sur P§ (W)
et ind§ (W & 6 q)-

Théoréme. Le morphisme p: PS(W) — indG(W @ dm\a) est un isomorphisme (naturel) dans
la catégorie M(QG).

Démonstration. Fixons un sous-groupe ouvert compact K de G. Il suffit de montrer que p induit
un isomorphisme

(D(G) @pmry W)™ =~ (indG (W ® 5 a)) X

Nous avons vu dans le lemme que ce dernier espace s’identifie avec ’espace des fonctions
& support fini sur un systéme de représentants 2 de H\G/K, vérifiant f(g) € W% pour tout g
dans 2, c’est-a-dire

(I11.2.6.3) (ind5 (W ® 65))" ~ P W,
geQ

Etudions maintenant I’espace
(D(G) @pimy W)™ = (ex * D(G)) @pary W.

Remarquons qu’a travers les équivalences de catégories

D(G) @puy W s'identifie & D(G) @y W ol ce dernier espace est par définition le quotient de
D(G)® W par 'espace engendré par les vecteurs de la forme r(h™!)- f @w — f @ p(h) -w. D’autre
part, pour tout g € 2, KgH est un ouvert de G, donc on a une décomposition de G en ouvert
disjoints

¢= [ KgH

g leq
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Ceci induit une décomposition de ex * D(G) en

ex xD(G) = @ DGO)F

g~ 1eq

ol D(G)f est lespace des fonctions f dans D(G) invariante par translation a gauche sous K
et a support dans KgH. Remarquons que comme 2 est un systéme de représentants dans G
des doubles classes H\G/K, 'ensemble {g7'},cq est un systéme de représentants de K\G/H.
Comme chaque D(G)X est stable sous 'action de H par translation & droite,

(ex *D(G) @n W = P DG @uW.
g~ 1eq

Le lecteur attentif a depuis longtemps remarqué la ressemblance de la démonstration que nous
tentons de terminer avec celle du théoréme [[I.3.9] En particulier, la définition de la fonction p
est similaire dans les deux cas, et ’on introduit aussi (avec une convention légérement différente,
mais 'on peut rétablir les choses par un passage a U'inverse dans le groupe G) les espaces D(G) f .
On avait vu que D(G)g{ est isomorphe a l’espace des fonctions a support fini sur espace discret
K\KgH, espace muni d’une action transitive de H par translation & droite. On en conclut que

D(G)f Qg W ~C RStaby (K\Kg) W~ Whe—1,

et donc
(I11.2.6.4) PEW)~ @@ wrer = Pwho.
g~ e geN
L’isomorphisme P§ (W)X ~ (ind§(W ® di\g))™ se déduit de (I11.2.6.3) et (I11.2.6.4). O

Remarque. Nous terminons cette section en étudiant le cas de 'induction a partir d'un sous-
groupe ouvert H de G (la topologie étant totalement discontinue, H est aussi fermé dans G).
Dans ce cas, on a une inclusion évidente H(H) < H(G), ot l'on identifie H(H) a l'espace des
distributions dans H(G) a support dans H. La structure de H(H)-bimodule non dégénéré de
H(G) décrite précédemment et utilisant les représentations [ et r de H sur H(G) peut se décrire
ici plus simplement comme la structure de bimodule donnée par 'inclusion d’algebres de H(H)
dans H(G). Dans ce cadre, nous avons remarqué a la fin de la section [[.2.3| que le foncteur d’oubli
et le pseudo foncteur d’oubli sont isomorphes. Ce qui nous intéresse ici est le fait que du coup,
le foncteur d’oubli Resg admet un adjoint a gauche, en plus de ’adjoint a droite Indg, et que
celui-ci est donné par indg (le facteur d g\ est trivial dans ce cas, puisque py est, au choix d'un
facteur multiplicatif pres, la restriction de ug a H). On a donc, pour toute représentation (m, V')
de M(G), et toute représentation (p, H) de M(H), un isomorphisme naturel

(I11.2.6.5) Homg (ind% (p, W), (7, V) ~ Homp ((p, W), ResS (mr, V)).

I11.2.7 Induction et dualité

On peut combiner les résultats de la section précédente et le théoréme [[.4.2) pour obtenir
I’énoncé suivant :
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Théoréme. Soit H un sous-groupe fermé du groupe t.d. G, et soit (p, W) une représentation
lisse de H. On a alors un isomorphisme naturel

Ind% (W) ~ ind§ (W @ 6 )™

II1.2.8 Induction par étapes

Soient J C H deux sous-groupes fermés de G. Comme 'induction de H a G est I’adjoint a
droite de la restriction de G a H, et que trivialement :

Rcs? = Rcsf}{ o Resg,
on obtient la

Proposition. On a un isomorphisme de foncteurs :
md§ ~ nd$ o Ind%.

Démonstration. Ceci découle de 1'unicité de I'adjoint (A.V)). O

I11.2.9 Coinvariants

Soient H un groupe t.d. et (7, F) une représentation de H. On note
E(H,T)

le sous-espace de E engendré par les vecteurs (7(h) - v —v), v € E, h € H. L’espace coinvariant
est par définition le quotient :
Ey.=E/E(H,1).

Le dual (Eg -)* de Eg,, s'identifie au sous-espace de E* des formes linéaires nulles sur E(H, 7),
c’est-a-dire telles que 7*(h) - (A\) = A, pour tout h € H.

Exemple. Le théoréme d’existence et d’unicité de la mesure de Haar sur un groupe t.d. G peut
se reformuler en disant que
dim(D(G)GJ) =1.

Remarques. 1. Si H est un sous-groupe fermé d’un groupe t.d. G, et si (7, V') est une représentation
lisse de G, on allége la notation pour V (H,Res$ () (resp. VH,Resg(ﬂ)) en V(H,n) (resp. Vi x),
ou méme simplement V(H) (resp. Vi) si la représentation 7 est clairement identifiée par le
contexte. Dans ce cas, tout sous-groupe N de G normalisant H agit sur V(H,n) et donc sur
Vi . Nous noterons 7y 'action de N sur Vg .

— 2. Si H et N sont des sous-groupes fermés d’un groupe t.d. G, et si N normalise H, alors
(7T, V) — (7TH, VHJ)

définit un foncteur jy de M(G)
deux représentations lisses (m,V
(7w, Vix) et (prs Wi ).

dans M(N). En effet, tout opérateur d’entrelacement A entre
) et (p,W) de G induit un opérateur d’entrelacement entre
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Lemme. (i) Soit H un groupe t.d. et supposons que Hy et Hy soient des sous-groupes fermés
de H tels que H = HyHs, ot Hy normalise Hy. Soit (1, E) une représentation de H. On a alors

(EH277—)H177-H2 =FEn,r,

ot Ty, désigne la représentation de Hy sur Ey, ; obtenue a partir de T par passage au quotient
(cf. remarque 1 ci-dessus).

(i3) Soient H, Hy, Hy comme ci-dessus, H étant un sous-groupe fermé d’un groupe t.d. G, et
soient N, No des sous-groupes fermés de G tels que N C No, N normalise H et H1, No normalise
Hy. Soit J le sous-groupe de G engendré par Hy et No. Alors le foncteur jy : M(G) — M(N)
est isomorphe d la composition des foncteurs jp, : M(G) = M(J) et de jmg, : M(J) = M(N).

Démonstration. Pour tout hy € H;, pour tout hy € Hy et pour tout v € E, on a :
7(hihs) -v—v = (7(hy) - (7(h2) -v) = (7(h2) - v)) + (7(h2) - v — v).

Ceci montre que E(H,7) = E(Hy,7) + E(Haz, 7). Le (i) en découle immédiatement, et (i7) est
conséquence de (i). O

Proposition. Supposons que H soit la réunion filtrée croissante de ses sous-groupes compacts.
Soit (1, E) une représentation lisse de H. Alors E(H,T) est l'espace des vecteurs v € E tels qu’il
existe un sous-groupe compact K de H vérifiant

T(ex)-v=0.

Démonstration. La proposition découle de la proposition [[ILT.5] qui traite le cas ot H est lui-
méme compact.

Corollaire. Avec les hypothéses de la proposition ci-dessus, si E' est une sous-représentation
de E, alors E'(H,7) = E(H,7) N E’ et si

0—-E —-—E—=E' =0
est une suite exacte dans M(H), alors
0= Ey. — Egr;— Efy .0 —0

est exacte. En particulier, le foncteur jg défini dans la remarque 2 ci-dessus est exact dés que
H est réunion de ses sous-groupes ouverts compacts.

Démonstration. La premiere assertion est conséquence de la proposition ci-dessus. Le seul point
délicat & vérifier ensuite est que E ., — Ep . est une injection, ce qui découle du premier
point. O

II1.2.10 Un cas particulier de foncteur d’oubli

Supposons maintenant que P soit un groupe t.d. et que N soit un sous-groupe distingué fermé
de P. Posons M = P/N. C’est un groupe t.d. (lemme [I1.3.4)). Notons ¢ : P — M la projection
naturelle. Elle induit un foncteur d’oubli FA : M(M) — M(P) et un pseudo foncteur d’oubli
v IZDM (ITI.2.1)). Nous allons montrer que dans ce contexte, ces deux foncteurs sont naturellement
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isomorphes. Soit K un sous-groupe ouvert compact de P, et notons Ky = ¢(K). Clest un
sous-groupe ouvert compact de M, et la famille des Kj;, lorsque K parcourt la famille des sous-
groupes ouverts compacts de P, forme une base de voisinages de 'identité de M, par définition de
la topologie quotient. En conséquence, la famille des idempotents ek, forme un systeme filtrant
d’idempotents de H(M). L’algebre de Hecke H (M) est munie d’une structure de H(P)-bimodule
non dégénéré. Montrons que ’action (disons a droite, mais la démonstration serait similaire pour
laction a gauche) d'un élément a; x = ek * 6y * ex de H(P), ol ¢ est un élément de P, sur une
distribution T de H (M) est donnée par

(T11.2.10.1) T ayx =T * ags), fu

Ol Ay (1), Ky = €K * Og(1) * €K, - En effet, pour toute fonction test 9,

(T anwet) = [ dm)d(T - ar)(m)

= [ woma( [ o6 T dtasm) ) o

//wm )) dT(m) d(as,) ()
:/ / Y(mm') dT(m)d(¢p(ar,k))(m')

= [ty T m) g s o)
= <T * a¢(t),KM71/)>.

L’égalité ¢.(ar,x) = ap(),k,, découle de la caractérisation de ayy),x,, comme I'unique distribu-
tion & support dans Kp;¢(t) Ky, invariante sous Paction de Kj; par translation a gauche et a
droite, et normalisée (lemme [[L.3.11)). En effet, vérifions l'invariance par translation a droite de
¢« (ar, k) sous Kpr. Soit k € Ky et soit k € K tel que ¢(k) = k. Alors, pour toute fonction test

Y € D(M),
(r(k) - ¢ular, i), ) = (bue(ar,x),r(k™1) - ) = (ar i, (r(E™") - 9) 0 ¢)

= (at,x, (r(k™") - (Vo @) = (r(k) - ar, i, ¢ 0 §)
= (at,x, ¥ 0 ¢) = (s (ar, i), V).

L’invariance par translation a gauche et la normalisation se vérifient de la méme maniere.

Un cas particulier de ([11.2.10.1f) est
T-ex =Tx*eg,,.

Donc pour toute famille finie d’éléments T; de H(M), il existe un sous-groupe ouvert compact
K tel que T; = T x ek,, = T; - ex. De ceci, il découle que pour tout module V' dans M(H(M)),
“FRN(V) = Homy(ar) (H(M), V) gypy = Homayary (H(M), V) ary =2 V

~ FM(v).

Tous ces isomorphismes sont bien entendus naturels dans M(P).

Le pseudo foncteur d’oubli"FA! admet un adjoint & gauche PA!. Maintenant décrivons-le dans
le langage des représentations. Si (m, V') est une représentation lisse de P, d’apreés la remarque 2
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du paragraphe précédent, (my, V) est une représentation lisse de P, dont le noyau contient N.
On peut donc voir (7y, Vy) comme une représentation de M, et nous le ferons sans changer de
notations. Ceci définit un foncteur de jy de M(P) dans M(M).

Proposition. Les foncteurs jy et P sont naturellement isomorphes. En particulier jy est
ladjoint a gauche du foncteur d’oubli.

Démonstration. Soit (m,V) une représentation lisse de P. Pour tout v dans V, choisissons un
sous-groupe compact ouvert K de P fixant v, et définissons

(I11.2.10.2) PV o HM)@up)V, v exy, ®u.

Tout d’abord, remarquons que er,, ® v est en fait indépendant du choix de K. En effet, si
K’ C K est un autre sous-groupe ouvert compact, on a

ex DV =€exy ¥ei DV =Cx, e QU = €K, @ ek -V = €xy D v.

Ceci montre en particulier que I'application ([11.2.10.2)) est linéaire. Montrons maintenant que
V(N) est dans ker ®. Soit v € V. On a pour tout n € N,

B(r(n) v —v) = ey @ (m(n) - v — v),
ou K est choisi de sorte que ex -v =v et ex - (w(n) -v) = w(n) - v. Alors

O(r(n) -v—v) =€k, Qe *xdp*x€x -V — €f,, QU
=eKy Qln K - V—€Er, QU
= €Ky " On,K QU — €K, QU
= €Ky ¥ Ag(n), Ky OV — €Ky @V

=eK, *CK, QU —ek,, v =0.

On a utilisé le fait que ¢(n) = 1y et donc agn),x,, = €K, Par passage au quotient, ® induit
une application linéaire -
O Vy = H(M) @y p) V-

Cette application linéaire est un opérateur d’entrelacement pour les actions de M sur Vy et
H(M) @4py V. En effet, pour tout m € M et pour tout v € Vi, si l'on choisit p dans P tel que
#(p) = m, v €V qui reléve v, et K un sous-groupe ouvert compact de P tel que ex - v = v et
ex - (m(p) - v) = w(p) - v, alors

O(mn(m) - 0) = B(n(p) - v) = ey @ 7(p) - v
=ex, Qeg*dp*xex -v=-ex, QapK -V
= €K,y Op K QU = €K, % Um Ky @V
= €K, *Om *ex,, @V =eg,, - (I(m) - ®(D)).
Quitte & re;nplacer K par un sous-groupe ouvert compact plus petit, on peut supposer que ex,,
fixe [(m) - ®(v).
Il s’agit maintenant de construire un inverse de ®. Comme Vi est une représentation lisse de

M, c’est un H(M)-module non dégénéré. On définit alors

UV:HM)QV - Vy, T@uv—T-0.
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Montrons que ¥ induit une application
U H(M) @ypy V — V.
Pour cela, il suffit de vérifier que pour tout T' € H (M), pour tout S € H(P) et pour tout v € V,
YT -Sov-T®S-v)=0.
Or¥(T-S®@v—-—T®S-v)=(T-S)-v—T-(S-v). Pour un sous-groupe ouvert compact K de P

assez petit, la distribution S est dans H(P, K) et est donc combinaison linéaire de distributions
de la forme a, . Il suffit donc de vérifier que

(T-anK)-ﬁ—T-(ap,K-T}):O.

Comme T~ ap k =T *ag(p),K,,, il suffit de vérifier que ap k-0 = agy(m), Kk, - V- Mais ceci découle
des définitions. On finit la démonstration en vérifiant que ¥ est 'inverse de ®, ce qui résulte de
calculs sans difficultés. O

Corollaire. Supposons que P soit un sous-groupe fermé du groupe t.d. G et que N, M soient
comme ci-dessus. Alors le foncteur Tnd$ o FM de M(M) dans M(G) est Uadjoint a droite du
foncteur jn : V — Vy.

Démonstration. Ceci est clair par composition des foncteurs adjoints.

I11.2.11 Isomorphismes de Mackey

L’isomorphisme de Mackey établit la commutativité entre le foncteur Hom (resp. ®) de la

section [III.1.15] et le foncteur d’induction 1§ (resp. P§) de la section [[I1.2.1] Donnons 1’énoncé

du résultat.

Théoréme. Soit ¢ : H — G un morphisme continu de groupes t.d. grace auquel on construit
les foncteurs d’induction 1§ et PG (II1.2.1). Alors, pour toute représentation (p, W) de M(H)
et toute représentation (mw,V) de M(G), on a isomorphisme naturel

Hom(V, I§(W))o =~ I§(Hom(F§(V), W)s).
De plus, si le pseudo foncteur d’oubliv}"g est isomorphe au foncteur d’oubli fg, alors

PS(W)®V ~ PS(W @ FS(V)).

Démonstration. Pour toute représentation (o, E) dans M(G), on a

(IT1.2.11.1) Home (E, Hom(V, I§(W))o) ~ Homg(E @ V,I5(W))

(II1.2.11.2) ~ Hompy (FG(E®V),W)
(I11.2.11.3) ~ Hompy (FG(E)® FS(V), W)
(I11.2.11.4) ~ Hompy (F§(E), Hom(F§(V), W))
(I11.2.11.5) ~ Homg (E, IE (Hom(F5(V), W)o)).



II1.3. REPRESENTATIONS DANS LES SECTIONS DE FAISCEAUX 91

En effet (I1.2.11.1) est I'application du corollaire [[I1.1.15] ([I1.2.11.2) est I’adjonction des
foncteurs .7-"H et Ig, 111.2.11.3|) est trivial, ([II. 2'11'4. est a nouveau le corollaire [[I1.1.15] et
(TII.2.11.5)) & nouveau l’adJonctlon de ]-"G et I'g

Un argument général de théorie des catégories (cf. [A.II1.3]) permet alors de conclure que 'on
a bien un isomorphisme naturel

Hom(V, I (W))o ~ I (Hom(F(X), W)o).

Passons maintenant au deuxieme isomorphisme de Mackey, et tentons de copier 'argument
utilisé pour le premier.

(I11.2.11.6) Homg (V ® PS(W), E) ~ Homg (PG (W), Hom(V, E)o)
(111.2.11.7) ~ Homp (W,”F5 (Hom(V, E)g))
(I11.2.11.8) ~ Hom (W, Hom(F§ (V), i (E))o))
(I11.2.11.9) ~ Homp (F (V) @ W, F(E))
(I11.2.11.10) ~ Homg (Pff (F (V) @ W), E).

On a dans ce calcul utilisé ([II.1.15.1)) et I’adjonction entre les foncteur Pg et V]—"G Le seul point
non justifié est I'égalité ([I1.2.11.8), qui contrairement a (11.2.11.3)) ci-dessus, n’est pas triviale
en général, mais le devient ev1demment si"F§ est isomorphe a F§. O

II1.3 Représentations dans les sections de faisceaux

I11.3.1 Action sur un faisceau

Définition. Soient X un espace t.d., G un groupe t.d. et 7 € C¥ —Mod un faisceau de C-espaces
vectoriels sur X. Une action de G sur F est la donnée pour tout g € G d’un isomorphisme vy, de
F dans lui-méme (voir, de sorte que 4074 = 744 pour tout couple (g, g’') d’éléments de G
et 7. = IdF si e est ’élément neutre de G. On suppose de plus que application v: G x X — X
sous-jacente est continue. L’espace des sections globales & support compact F.(X) est alors par
définition un espace de représentation pour G. Grace a I’équivalence de catégories du on
voit que la donnée d’un faisceau muni d’une action de G est équivalente a la donnée d'un D(X)-
module non dégénéré, muni d’une action linéaire de G qui commute avec celle de D(X). Si la
représentation de G dans F.(X) est lisse, on dira que 7 est lisse. Une distribution T' € F.(X)*
est dite G-invariante si 4 - T' = T pour tout g dans G.

Dans une telle situation, intéressons nous a lespace des coinvariants (F.(X))g. Supposons
qu'il existe un espace t.d. Y et une application continue ¢ : X — Y, telle que q(v4(z)) = ¢q(x),
pour tout = € X et tout g € G. Alors F.(X) est naturellement muni d’une structure de D(Y)-
module, et F.(X)(G) est un sous-D(Y)-module de F.(X). Il s’ensuit que F.(X)g est un D(Y)-
module, ce qui implique qu’il correspond par 'équivalence de catégories du théoréme [[T.2.5] & un
faisceau sur Y, que l'on notera F'. Par définition F..(X)g et FL(Y) sont isomorphes en tant que
D(Y)-modules.

Proposition. La fibre F; de F' en un pointy € Y est naturellement isomorphe a Fla*{y)))e
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Démonstration. Posons Z = ¢~ *({y}). C’est une partie fermée de X, et la restriction py :
Fe(X) — Fo(Z) est surjective (proposition 2 de . Le noyau de pz est le sous-espace
L C F.(X) engendré par les sections de la forme f-¢, ot f € D(Y), f(y) =0, et ¢ € F(X). En
effet, il est clair que L C ker pz. Réciproquement, si ¢ € ker pyz, alors ¢(Supp ¢) est un ensemble
compact dans Y qui ne contient pas y. On peut recouvrir ¢(Supp ¢) par un ouvert compact U
qui ne contient pas y (c’est une conséquence du lemme . Si f est la fonction caractéristique
deU,ona feDY) flyy =0et f-¢ = ¢, dou ¢ € L. On a donc F.(Z) ~ F.(X)/L,
d’ott Fo(Z)g ~ Fo(X)/L' ou L' est le sous-espace de F.(X) engendré par L et F.(X)(G). Par
conséquent

Fe(Z)a = Fe(X)/(Fe(X)(G) + L)
= (Fe(X)/Fe(X)(@)) / (L/ (LN Fe(X)(G)))

Or, F.(X)/F(X)(G) = FLY) et la description de la fibre du faisceau F’ en y faite dans la
remarque |L11.2.5[ est
! ! 1!
F,=F(Y)/L

ou L” est lespace engendré par les f -, ¢ € F.(Y) et f € D(Y) telle que f(y) = 0. On voit
alors que L” ~ L/(L N F.(X)(G)) ce qui finit de montrer I’assertion. O

Corollaire. Avec les hypothéses ci-dessus, s’il n’existe pas de distributions G-invariantes pour
les restrictions du faisceau F aux fibres Z = q *({y}), alors il n'existe pas de distributions
G-invariantes dans F.(X)*.

Démonstration. Une distribution non nulle G-invariante dans F.(X)* est nulle sur F.(X)(G) et
donc définit une distribution non nulle sur F.(X)g, ¢’est-a-dire un élément non nul du dual de
FL(Y). Soit y un point du support de cette distribution. Alors par restriction, elle définit un
¢lément non nul du dual de la fibre F, qui est isomorphe a (Fe(¢~' ({y}))a. Ceci montre qu’il
existe une distribution G-invariante pour la restriction de F a la fibre Z = ¢~ 1({y}). O

I11.3.2 Induction et faisceaux

Fixons une action 7y continue d’un groupe t.d. G sur un espace t.d. X. Formons la catégorie
%.¢ — Mod dont les objets sont les faisceaux de C-espaces vectoriels sur X munis d’une action
lisse v de G compatible avec g, et dont les morphismes sont les morphismes de faisceaux G-
équivariants. Par exemple, si X = {z} est un singleton, alors C¥  — Mod est simplement M(G).
La correspondance F — F.(X) (qui induit une équivalence de catégories entre C¥ — Mod et
M(D(X)) d’apres le théoreme donne par restriction a la sous-catégorie C¥ o — Mod un

foncteur

Le: CX g — Mod — M(G).

Si @ est un sous-groupe fermé de G, et Z une partie localement fermée, Q-invariante de X, le
foncteur
F = J_'.‘ A

induit un foncteur
Ryg 1 C¥a — Mod — C5 — Mod.

En particulier, si Z = {z} est un point de X, alors R)Z(g F est la représentation lisse de @ dans
la fibre F, de F.
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On se place maintenant dans le cas ou l'action de G sur X est transitive. Comme le groupe G
est supposé dénombrable & V'infini, X est alors homéomorphe a I'espace quotient G/H, ou H est
le stabilisateur d’un point quelconque de X (corollaire . Pour des raisons de compatibilité
avec notre définition de I'induction, il est plus adéquat de travailler avec H\G plutot que G/H
(Paction de G sur H\G est donnée par (go, Hg) + Hggy ). Dans ce cas, nous définissons un
foncteur < d’induction >

75 : M(H) — CX g — Mod,

de la maniére suivante. Soit (7, E) dans M(H). Lespace de la représentation induite ind% F
est naturellement un D(H\G)-module non dégénéré, par multiplication des fonctions : si ¢ €
D(H\G), et f € indGE, ¢f est dans indGE. D’aprés I'équivalence de catégories du théoréme
, indgE est espace des sections & support compact d’un certain faisceau F7 sur H\G. Le
foncteur Ig envoie (7, E) sur F7. De plus il est clair que la représentation de H dans la fibre du
faisceau F7 au dessus du point o = Hlg de H\G est isomorphe & (7, E).

Réciproquement, si F est un faisceau sur H\G muni d’une action lisse de G compatible
avec l'action de G sur H\G, notons (7, E) la représentation de H dans la fibre du faisceau F
au dessus du point o de H\G. Alors la représentation de G dans F.(H\G) est isomorphe &
ind% (7, E) et la partie lisse de la représentation de G dans F(H\QG) est isomorphe & Ind% (7, E).
Plus explicitement, le premier de ces isomorphismes est donné par

a: F(H\G) — ind§(m,E), ¢+ [g— (74 0)(0)],
d’inverse
Bifer [Hg™ =74(0) = 74(f(g7))];
et le deuxieme par des formules analogues.

On vérifie sans difficulté que ces isomorphismes sont naturels. On a donc obtenu le

Théoréme. Les foncteurs
oo H\G,G . so0o
IG : M(H) = Cgg —Mod et RN : C e — Mod — M(H)

sont inverses l'un de Uautre et définissent une équivalence de catégories entre M(H) et C%O\G a—

Maod.

II1.4 Notes sur le chapitre I1I

La plus grande partie de ce chapitre est tirée de [3]. Nous y avons ajouté quelques éléments
inspirés de la philosophie de [34], qui consiste a voir les foncteurs d’induction et de Jacquet
comme des cas particulier des foncteurs d’oubli (F,F) ou d’induction (I, P) définis dans le cadre
des algebres a idempotents. Outre le gain conceptuel, ceci permet de déterminer rapidement les
adjonctions entre composés de tels foncteurs. La partie sur les représentations dans les espaces
de sections de faisceaux équivariants est tirée de [4].
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Chapitre IV

Représentations compactes, de
carré intégrable, unitaires

Nous allons maintenant étudier des classes particuliéres de représentations lisses d’un groupe
t.d. Nous commencgons par rappeler la théorie des représentations des groupes compacts, théorie
qui dans le cadre des groupes t.d. est particulierement élémentaire. Le résultat principal est
que la catégorie des représentations lisses d'un groupe t.d. compact est semi-simple. Ce n’est
pas le cas en général si le groupe G n’est pas compact, mais il est alors possible de définir une
classe de représentations ayant de bonnes propriétés, par une condition de support sur leurs
coefficients matriciels : les représentations compactes. Toute représentation compacte est semi-
simple, et si I'on fixe une classe d’isomorphie 7 de représentations compactes irréductibles, toute
représentation lisse de G se décompose en une somme directe dont le premier facteur est une
somme directe de représentations dans la classe 7, et le second une représentation lisse dont
aucun sous-quotient irréductible n’est dans 7. Ceci s’interprete en termes de décomposition de
catégories. Nous donnons un critére simple de finitude pour que la catégorie M(G) se décompose
en une < partie compacte >, elle-méme produit sur les classes d’isomorphie 7 de représentations
compactes des catégories M(G), dont les éléments sont les sommes directes de représentations
dans la classe 7, et une partie non compacte, dont les éléments sont les représentations n’ayant
aucun sous-quotient compact. Ce critére de finitude sera vérifié pour les groupes réductifs p-
adiques, ce qui est a la base du théoréeme de décomposition de Bernstein. Nous étudions ensuite
les représentations unitaires et nous introduisons une version tordue des foncteurs d’induction
qui préserve l'unitarité des représentations. Les représentations unitaires admissibles sont semi-
simples. Enfin nous nous intéressons aux représentations lisses dont le caractére central est uni-
taire et les coefficients matriciels sont des fonctions de carré intégrable (modulo le centre). Une
telle représentation est admissible et unitaire et les coefficients de telles représentations vérifient
les formules d’orthogonalité de Schur.

IV.1 Représentations compactes

IV.1.1 Représentations des groupes compacts

Soit K un groupe t.d. compact.

Théoréme. (i) Toute représentation lisse irréductible de K est de dimension finie.

95
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(i4) Pour toute représentation lisse de dimension finie (7,V) de K, il existe un sous-groupe
ouvert compact N distingué dans K tel que N agisse trivialement sur V.

(7i1) Toute représentation lisse de K est semi-simple.

(iv) Toute représentation lisse de K est unitaire.

Démonstration. (i) Soit (7, V') une représentation lisse irréductible de K, et soit v € V non nul.
Comme 7 est lisse, il existe un sous-groupe ouvert compact K, de K qui fixe v. Comme K/K,
est fini (cf. lemme , I’espace vectoriel W engendré par K - v est de dimension finie. Comme
il est K-stable et non nul, par irréductibilité de 7, W = V.

(#) Soit (m, V') une représentation lisse de dimension finie de K. Soit N = kernw. C’est un
sous-groupe distingué de K. Soit {v;};=1,...» une base de V. Alors

N = ﬂ StabK(vi).

i=1
Comme 7 est lisse, chaque Staby (v;) est un sous-groupe ouvert de K, donc N est ouvert. Comme
K est compact, tout sous-groupe ouvert de K, étant fermé, est compact.

(#91) Montrons tout d’abord que V' est somme de sous-représentations irréductibles. Soit v € V'
et soit W' le sous-espace engendré par K -v. Comme dans la démonstration du (¢), on voit que W
est de dimension finie, et donc d’apres (i), il existe un sous-groupe ouvert compact N distingué
dans K tel que N agisse trivialement sur W. Comme K /N est fini, on peut d’apres la théorie des
représentations des groupes finis (voir par exemple [38]) décomposer W en une somme directe
finie de représentations irréductibles de K. Ceci montre Passertion. Le lemme [A.VI] permet alors
de conclure.

(tv) Soit (m, V') une représentation lisse de K. Choisissons un produit hermitien défini positif
(.,.) sur V. Posons :

wwho = [ (w(h) - v 7)) i), (vw e V)
K
ol puk est une mesure de Haar sur K. Alors (.,.)o est un produit hermitien défini positif K-
invariant sur V. O
Notons K Iensemble des classes d’équivalence de représentations lisses irréductibles de K.

Corollaire. La catégorie M(K) est semi-simple. Plus précisement, toute représentation lisse
(m,V) de K se décompose de maniére canonique en :

V= P V),

(G,V,T)EIA(
ot V(o) est limage du morphisme canonique :
HomK(Vovv)®Vav ¢®Ul—)¢(?j)

La sous-représentation V(o) est une somme directe de représentations irréductibles dans la classe
de (o,Vy).

Démonstration. Soit V' = @, Vi une décomposition de V' en sous-représentations irréductibles.
Si V; ~ V,, il existe un opérateur d’entrelacement injectif ¢; : V, — V dont 'image est V;. Donc
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V; € V(o) et l'on en déduit que V = > V(o). Soit I, I'ensemble des i tels que V; ~ V,. On
a alors ;c; Vi C V(o). Pour tout morphisme ¢ € Homg (V,, V), la composée de ¢ et d'une
projection p; : V' — V; est nulle si j ¢ I, et donc V(o) C D;c; Vi O

On appelle V(o) la composante isotypique de type o de V. La dimension de Homg (V,, V),
que nous noterons m(c), s’appelle la multiplicité de o dans V. Lorsque cette dimension est finie,
on a :

m(o) =dimV(c)/dim V,

IV.1.2 Un critére d’admissibilité

On tire de ce qui précede une condition nécessaire et suffisante pour qu’une représentation
lisse d’un groupe t.d. soit admissible.

Proposition. Soit (w, V) une représentation lisse d’un groupe t.d. G. Alors (w, V') est admissible
si et seulement si pour tout sous-groupe ouvert compact K de G, toute classe o € K a une
multiplicité finie dans ResS-(m, V).

Démonstration. Supposons que pour un certain sous-groupe ouvert compact K de G, et une
certaine classe 0 € K , la multiplicité m(c) ne soit pas finie. Soit N un sous-groupe ouvert
compact normal de K tel que N C kero. Alors dim V" n’est pas finie et donc (m, V) n’est pas
admissible. Réciproquement si K est un sous-groupe ouvert compact de G, la représentation
triviale de K étant irréductible, dim V¥ est finie. O

IV.1.3 Représentations compactes

Soit G un groupe t.d. Si G n’est pas compact, la catégorie M(G) n’est généralement pas
semi-simple. Néanmoins, il existe une classe de représentations lisses de G qui se comportent
comme les représentations des groupes compacts. En particulier elles sont semi-simples.

Dans toute cette section, on suppose G unimodulaire.

Définition. Soit (7, V') une représentation lisse de G. On dit que (m, V') est compacte si pour
tout v € V, et pour tout sous-groupe ouvert compact K de G, la fonction :

frwo: G—=V, g aleg)n(g™) v
est a support compact.

Il est clair que si (7, V) est compacte, tout sous-quotient de (m, V') I'est aussi.
Soit (7, V') une représentation lisse de G et soient v € V, A € V. Alors le coefficient matriciel
@, est la fonction localement constante :

Por: G—=>C, g— A(w(gil) “v).

Théoréme. Une représentation lisse de G est compacte si et seulement si tous ses coefficients
matriciels sont a support compact.
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Démonstration. Supposons (7, V') compacte. Soient v € V., A € V et K un sous-groupe ouvert
compact de G tel que A € VE. Alors il est clair que le support de @y,x est dans le support de
fK.». Pour la réciproque, nous allons trouver un nombre fini de \; € VE tels que Supp frw C
U, Supp ¢y,5,. L'image de fg, est dans VE. Notons E, le sous-espace de VX engendré par
cette image. Extrayons une base (v;);cr de E, du systeme de générateurs (m(ex)m(g) - v)gec €t
choisissons une forme linéaire Ao sur VX valant 1 sur les v;. Etendons A\ en une forme linéaire
Ao sur V, nulle sur V(K) (on se souvient que V = VX @ V(K) d’aprés la proposition .
Alors ey - ;\0 = :\0 et ~
g = Ao(m(g) - v) = Ao(m(ex)m(g) - v)

est a support compact, invariant sous ’action par translation a gauche de K, et donc recouvert
par un nombre fini de parties de la forme K - g;. Ceci montre que le sous-espace E, est de
dimension finie, disons k. Choisissons alors k éléments A1, ...\, de VX séparant les points de

E,. Alors Supp fr. C Ule Supp ¢y, - O

Proposition. Toute représentation compacte de type fini est admissible.

Démonstration. Soit (7, V') une telle représentation. Supposons que V soit engendré par vy, ..., v;.
Si K est un sous-groupe ouvert compact de G, alors VX = 7(eg)-V est engendré par les vecteurs
de la forme w(ex)m(g).vi, g € G. 11 suffit donc de voir que l'espace engendré est de dimension
finie pour 7 fixé. Or, on peut reprendre I'argument donné dans la démonstration du théoréeme
ci-dessus, consistant a construire une forme linéaire X fixée par K, valant 1 sur une famille libre
maximale 7(ex)m(g;).v; et 0 sur V(K). La compacité du support du coefficient matriciel ¢,, x
montre que cet espace est de dimension finie. O

Les représentations compactes d’un groupe G n’existent pas toujours. Une condition nécéssaire
est donnée dans le lemme suivant.

Lemme. Soit G un groupe t.d. dénombrable da l'infini, et supposons qu’il existe une représentation
compacte (w, V) de G. Alors le centre de G est compact.

Démonstration. Quitte & prendre un sous-quotient irréductible, on peut supposer que (7, V) est
irréductible. Alors (m, V') admet un caractére central y,. Soit v € V et K un sous-groupe ouvert
compact de G fixant v. Alors pour tout z € Z(G),

fro(2) = w(eK)w(zfl) v = X(zfl)v.

Donc le support de fx,, contient Z(G), qui est donc compact. O

IV.1.4 Décomposition des représentations

On se place dans les hypotheses du paragraphe précédent et ’on suppose en plus que G est
dénombrable a l'infini. Le résultat principal sur les représentations compactes est le suivant :

Théoréme. Soit (7, W) une représentation compacte irréductible de G. Alors toute représentation
(m, V) de M(G), V se décompose en :

V=V(reV(r)?t

ot V(1) est somme directe de représentations isomorphes d (1, W), et aucun des sous-quotients
irréductibles de V(1) n’est isomorphe d (1, W).
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La démonstration nécessite des résultats intermédiaires et s’étendra sur plusieurs sections.
Rappelons que nous avons supposé G unimodulaire. Fixons une mesure de Haar g (bi-invariante,
donc). Identifions D(G) et H(G) via le choix de cette mesure de Haar. Les espaces D(G) et
End(W) sont munis d’une structure de représentation de G x G :

(91792) : f(.]?) = f(gfl‘rg?) (g1,g2,33 € G)7 (.f € D(G))7

((91.92) - M(v) = g1- Mgz " -v), (91,92 € G), (X € End(W)), (v € W).

De plus, le morphisme
7: D(G) = End(W), f—7(f)

entrelace ces actions de G x G. Comme D(G) est une représentation lisse, il en découle que 'image
de 7 est & valeurs dans la partie lisse End(W)o de End(W). Nous allons voir que ce morphisme
est surjectif, et construire une section.

Montrons tout d’abord qu’en tant que représentation de G x G :
(IV.1.4.1) W@ W ~ End(W),
Définissons pour cela le morphisme o : W @ W — End(W), par :
(IV.1.4.2) afw @A) (v) = AMv)w.

L’injectivité et la G x G-équivariance sont claires.

Comme les représentations compactes irréductibles sont admissibles, on peut montrer la sur-
jectivité en établissant que pour tout sous-groupe ouvert compact K de G, 'application induite :

(IV.1.4.3) o (W e WH)EXE — End(W)ExK

est surjective par un argument de dimension. L’espace End(W)%*X est naturellement un sous-
espace de End(WX), par l'application de restriction. En effet, W se décompose en W = W @
W (K) (proposition et si A € End(W)E*E ona A= r1(ex)Ar(ex), et la restriction de
AaW(K) =kert(ek) est nulle. Donc si la restriction de A & W est nulle, A aussi. On a alors :

dim(End(W)5>*E) < (dim WH)? < dim(W @ W)E* K,

ce qui finit de montrer la surjectivité de ([V.1.4.3) et donc de (IV.1.4.2). Remarquons que la
démonstration établit en fait ({[V.1.4.1)) pour toute représentation admissible W.

Soit ¢ : W @ W — D(G) Papplication linéaire v @ \ — ®v,x et soit ¢ 'unique application
linéaire de End(WW)g dans D(G) telle que ¥ o a = ¢. 1l est clair que ¢ est G x G-equivariante.
Montrons que, & un coefficient scalaire pres, c’est la section cherchée du morphisme 7. Comme
T 01 est un opérateur d’entrelacement pour la représentation de G x G dans End(W)y, et que
celle-ci est isomorphe a W ® W, donc irreductible d’apres la proposition le lemme de
Schur, nous dit qu’il existe un scalaire x(7) tel que 709 = k(7)Id.

Proposition. (i) Si (p,E) est une représentation lisse irreductible de G non équivalente d
(1, W), alors pour tout f dans l’image de 1, p(f) =0

— (it) le scalaire k(T) est non nul.

Démonstration. (i) Soit v € E, et considérons le morphisme de G-modules

WeoW = E, wele p(plwaN)-o.
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En tant que représentation de G (G agissant seulement sur le premier facteur), W & W est
une somme directe de représentations irréductibles équivalentes & (7, W). Lorsque (p, E) est non
équivalente a (1, W), 'image de ce morphisme est nécessairement nulle, et donc p(f)-v = 0 pour
tout v € E, pour tout f dans I'image de ¢ (et donc de ). Ceci démontre (7).

Soit f un élément non nul dans 'image de . On veut montrer que 7(f) est non nul. Pour
cela il suffit d’invoquer le lemme de complétude (proposition [III.1.11)) et le (7). O

On pose d(7) = x(7)~1. On appelle ce scalaire le degré formel de 7.

Remarques. 1. Le scalaire d(7) dépend du choix de la mesure de Haar.

— 2. Si G est compact, et que 'on normalise la mesure de Haar par fG dug = 1, alors le
degré formel d’une représentation irréductible lisse de G est sa dimension.

— 3. On définira plus généralement le degré formel de toute représentation lisse irréductible
de carré intégrable de G dans la section [V-3.3]

Nous continuons la démonstration du théoréme principal de cette section dans les sections
suivantes.

IV.1.5 Projection sur une représentation compacte

Soit (7, W) une représentation compacte irréductible de G. Soit K un sous-groupe ouvert
compact de G. Les résultats du paragraphe précédent permettent d’obtenir le :

Théoréme. (i) Il existe une unique distribution ex r dans H(G) telle que T(ex,r) = T(ex) et
pler ) =0 si (p,E) est une représentation irréductible lisse de G non équivalente a (1, W).

(13) Si K' est un sous-groupe ouvert compact de G contenu dans K, on a :
eK',T * €K77— = e * eK/ﬂ_ = eK’,T e = €K77—.

En particulier ek . est un idempotent.

(iit) Sig € G, alors §g % e r % 0g—1 = €y g1 7.

Démonstration. L’unicité d’une telle distribution est conséquence directe du théoréme de complétude

MTITT Posons :
r=d(r) " W(7(ex)) € H(G).
Alors,
T(ex.,) =d(t) N (tovoT)(ex) = T(ex)

De méme comme pot =0:

plex) =d(m)H(pooT)(ex) =0.

Pour montrer la premiére assertion du (i4), il suffit d’apres le théoréme de complétude
de vérifier que I'on obtient la méme chose en évaluant I'une de ces distributions en p, pour toute
représentation irreductible lisse (p, E) de G. Il est clair que d’apreés le (i), on obtient toujours 0
si (p, E) n’est pas équivalente a (7, W), et toujours 7(ex) si (p, E) est équivalente a (7, W) (car
€K * €xr = ex’ * eg = € ). La derniére assertion se démontre de la méme maniére. O
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Soit (, V) une représentation lisse de G, et soit v € V. Siv € VE onam(ex ,)v = m(ex.r)v
pour tout K’ C K. Notons ce vecteur simplement m(e;) - v. Ceci définit un opérateur m(e,) sur
V. On allegera parfois les notations en notant simplement e - v et e, lorsque le contexte indique
clairement quelle est la représentation (w, V') avec laquelle on travaille. Remarquons que malgré ce
que suggere cette écriture, on ne peut pas définir d’élément e, dans H(G) induisant les opérateurs
m(e;). Nous verrons plus loin que e, définit en fait un élément du centre de la catégorie M(G).

Proposition. (i) w(e;) est un projecteur de V' qui commute avec l'action de G.

— (#) Si (', V') est une autre représentation lisse de G, et si A € Homg(V, V'), alors
Aom(e,) =7'(e;) 0 A.

— (i14) V = Imm(e,) ® kerm(e;) est une décomposition de V en sous-représentations, et
Imm(e,) est somme directe de sous-représentations irréductibles équivalentes a (7,W). Aucun
des sous-quotients irréductibles de ker m(e,) n’est équivalent a (1, W).

Démonstration. (i) Le fait que w(e;) soit un projecteur découle immédiatement du (i) du
théoreme précédent. On a, pour tout K assez petit :

n(g)n(er) v =m(g)m(ex,s) v =m(g)m(ex,r)m(g~ )m(g) - v
= nlegiy 1. )g) v = nler)n(g) v

et donc (e, ) commute avec action de G. Le (44) se démontre de la méme maniere. La décomposition
du (i79) est immédiate, puisque 7(e;) est un projecteur G-equivariant.

Mountrons que Im (e, ) est somme directe de sous-représentations irréductibles équivalentes
a (1,W). D’apres le lemme |A.VII] il suffit de démontrer que Imm(e,) est engendré par des
sous-représentations équivalentes & (7, W). Soit w = w(e,) - v dans I'image de 7(e,). Soit K un
sous-groupe ouvert compact de G tel que v € VE. Alors w = 7(e;) - v = m(ek,r) - v. Dans la
démonstration du théoréme [[V.1.4] nous avons introduit le G x G-morphisme :

¢: WeW — D(G) ~H(G).

Comme W @ W est irréductible d’aprés la proposition et que ¢ est non nul, ¢ est
injectif. Par définition, ex . est dans 'image de ¢, et donc H(G) * ek, s'injecte dans Im ¢.
Comme W ® W est en tant que représentation de G, une somme directe de représentations
irréductibles équivalentes & W, il en est de méme de H(G) * ek . L’image du G-morphisme

H(G)xexr =V, hxegrrm(hxers) v

est donc une somme directe de représentations irréductibles équivalentes a W. Ceci termine
la démonstration du fait que Imm(e;) est une somme directe de représentations isomorphes &
(. W).

Le foncteur :
(IV.1.5.1) M(G) > M(G), V—mrle) V
est exact. En effet, il est clairement exact a gauche. Supposons que

B (m1, V1) = (w2, Va)

soit un morphisme surjectif de G-modules. Pour tout w € V3, il existe v € V; tel que B(v) =
ma(er) - w, et donc

B(mi(er) - v) =ma(er) - B(v) = ma(er) oma(er) - w = maer) - w.
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Ceci montre ’assertion.

Nous pouvons maintenant montrer la derniére assertion de la proposition. Comme (e, )
annule tout sous-quotient de ker 7(e,), grace a l'exactitude du foncteur ci-dessus et au fait que
7(e,) est I'identité, aucun sous-quotient de ker 7(e,) n’est isomorphe & (7, W). O

Le théoréme est maintenant complétement démontré.

Remarques. 1. Le sous-espace ker (e, ) est le seul supplémentaire G-invariant de Im 7 (e, ).

— 2. Si (7', V') est une autre représentation compacte irréductible de G, non équivalente a
(1, W), alors :
mw(er) om(er) = 7(er)om(er) =0.

— 3. I est facile de vérifier que V + m(e;)-V définit une transformation naturelle du foncteur
d’identité de la catégorie M(G) vers lui-méme. On peut donc interpréter e, comme un élément
du centre de M(G).

IV.1.6 Semi-simplicité des représentations compactes

Tirons maintenant quelques conséquences des résultats obtenus ci-dessus.

Corollaire. Toute représentation compacte est semi-simple.

Démonstration. D’apres le lemme [AZVTI] il suffit de démontrer qu’une représentation compacte
est engendrée par ses sous-représentations irréductibles. Soit (p, W) une représentation compacte
de G, et soit W/ la somme de toute les sous-représentations irréductibles de W. Il s’agit donc
de montrer que W/W7 est nul. Supposons que tel ne soit pas le cas, et soit 7 un sous-quotient
irréductible de W/W7. C’est une représentation compacte, puisque tout sous-quotient d’une
représentation compacte est une représentation compacte. On a alors e, - (W/W/) # 0 et donc
ex-W n’est pas inclus dans /. Or ceci meéne & une contradiction, car par le (iii) de la proposition

IV.1.5) e, - W Cc W7, O

Introduisons quelques notations :

Notations. Soit (7,7W) une représentation compacte irréductible du groupe t.d. G. Notons
M(G); la sous-catégorie pleine de M(G) constituée des représentations qui sont somme di-
recte de représentations irréductibles équivalentes & (1, W) et [M(G) \ 7] la sous-catégorie pleine
de M(G) constituée des représentations dont aucun sous-quotient irréductible n’est isomorphe
a (1,W). Plus généralement, étant données des représentations compactes irréductibles non
isomorphes (3, W;), i = 1,...r, notons [M(G) \ 71,...,7,] la sous-catégorie pleine de M(G)
constituée des représentations dont aucun sous-quotient irréductible n’est isomorphe a I'un des
(Ti, Wz)

Notons M(G). la sous-catégorie pleine de M(G) constituée des représentations dont tous
les sous-quotients irréductibles sont des représentations compactes, et M(G),. la sous-catégorie
pleine de M(G) constituée des représentations dont aucun sous-quotient irréductible n’est une
représentation compacte. Notons Irr(G). 'ensemble des classes d’isomorphie de représentations
irréductibles compactes.

La catégorie M(G). est donc semi-simple, et tout module simple y est & la fois projectif et
injectif.
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Proposition. Toute representation compacte irréductible (1,W) de G est projective et injective
dans M(G).

Démonstration. Soit (7,V) dans M(G). On a :
Homg (W, V) = Homg (W, w(e;) - V),

Homg(V, W) = Homg(7(e,) - V, W).

Ceci nous rameéne montrer que W est projectif et injectif dans M(G),, or comme nous l’avons
remarqué ci-dessus, c’est bien le cas. O

IV.1.7 Décomposition de M(G)

Réinterprétons les résultats du paragraphe précédent en termes de décompositions de catégories
(A.IX]). Soit (7,W) une représentation compacte irréductible du groupe t.d. G. La catégorie
M(G) se décompose en :

M(G) = M(G)r x [M(G)\ 7].

Plus généralement, étant données des représentations compactes irréductibles non isomorphes
(r5,W;),i=1,...7r, on a une décomposition :

M(G) = [[M(©)r x MG\ 71,7

D’autre part M(G). se décompose en :

M@= [ M@©)-

T€lrr(G).

Il est naturel de se demander si 'on a une décomposition de la catégorie M(G) en
M(G) = M(G)e x M(G)ne,

ot M(G)y,. désigne la catégorie des représentations lisses de G dont aucun sous-quotient n’est
une représentation compacte. Nous donnons un critére pour ceci.

Proposition. La catégorie M(G) se scinde en un produit de catégories
M(G) = M(G)e X M(G)ne,

si et seulement si la condition suivante est vérifiée :

(KF) : Pour tout sous-groupe ouvert compact K de G, le nombre de classes d’isomorphisme
de représentations compactes irréductibles (m,V) de G telles que VE # 0 est fini.

Démonstration. Supposons la condition (KF') vérifiée. On peut alors définir pour chaque représentation
lisse (p, W) de G, un opérateur

plec) = > ples)

T€Irr(G),

En effet, tout vecteur w € W est fixé par un certain sous-groupe ouvert compact K de G, et
lorsqu’on applique p(e.) & w, par hypothése seul un nombre fini de p(e;) - w sont non nuls.
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Comme p(ex, )p(er,) = 05si (71, V1) et (7, Va) sont dans Irr(G). et non équivalentes, on voit
que p(e.) est un projecteur. Donc

W =plec) W (1-ple)) - W
en tant que G-modules. Comme p(e.)p(er) = p(er)ple.) = p(ex) pour toute représentation
(m, V) € Irr(G)., on a
plec) W= P  ples)- W
(m,V)€eIrr(G).

Il en découle que p(e.)-W est le plus grand sous-module de W dont les sous-quotients irréductibles
sont des représentations compactes. D’autre part, comme

(1= plec))pler) = plex)(1 — plec)) =0
pour toute représentation (7, V) € Irr(G)., d’apres la proposition (#i7), (1 — plee)) - W

n’admet aucun sous-quotient compact.
Enfin, montrons 'unicité de cette décomposition. Supposons qu’il en existe une seconde de
la méme forme

W=W aoWw.,.

Comme W/ est compacte, p(e.) agit comme l'identité sur W/, et donc W/ C W,.. D’autre part,
plec) - W/ . =0, autrement W) . contiendrait une représentation compacte. Donc W), C W, ce
qui montre I'unicité de la décomposition.

Réciproquement, soit K un sous-groupe ouvert compact de G et posons (7, F) = indgl
(induite compacte de K & G de la représentation triviale de K). Par hypothese, (7, E) se
décompose en une composante compacte et une composante non compacte

E=FE.®E,..
Soit (, V') une représentation compacte irréductible de G telle que V¥ # 0. Par réciprocité de
Frobénius pour I'induction compacte ([11.2.6.5])
Homg (ind$1, V) ~ Homg (1, ResG V) ~ VE
et m est donc un quotient de inle(l. Comme 7 est projective (proposition [IV.1.6]), 7 se réalise
en fait comme une sous-représentation de E = indgl, et elle est par définition dans la partie
compacte F.. On en déduit que les représentations compactes irréductibles (w, V) telles que
VE +£ 0 apparaissent comme sous-représentations de E.. Or E. est de type fini car c’est un

quotient de
(1, E) = ind§1 = PE(1) = H(G) @yx) C

(voir [I11.2.6.5)) qui est de type fini (et méme monogene, engendré par ex ®1). Une représentation
semi-simple de type fini est de longueur finie, ce qui termine la démonstration. O

IV.2 Représentations unitaires

IV.2.1 Représentations hermitiennes

Si V est un espace vectoriel sur C, notons Vi I’espace vectoriel réel sous-jacent et V l'espace
vectoriel complexe obtenu a partir de V', en changeant la multiplication des scalaires : le résultat
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de la nouvelle multiplication d'un vecteur v de V' par un nombre complexe A € C est Mv. En
particulier, Vg = Vg. Si (7, V) est une représentation de G, on définit de maniére évidente une

représentation (7, V) par 7(g) - v = 7(g) ‘v, g € G, v €V.On pose aussi (7", V?) = (7,V). On
remarque que l'on a aussi (7, V") = (7, V).

Définition. On dit que la représentation (7, V') est hermitienne ’il existe une forme hermitienne
non dégénérée (., .) sur V telle que pour tous v,w € V', pour tout g € G

(v, w) = (7(g) - v, 7(g) - w).

Remarques. 1. Si (7", V") est isomorphe & (7, V), alors elle est hermitienne. En effet, la dualité
canonique entre V et V" donne l'existence d’une telle forme. Réciproquement, si (m,V) est
admissible, le produit hermitien étant non dégénéré, il induit une injection de V dans V. En
passant au dual, on obtient une surjection de V = V sur (V)™ (remarquons que c’est 13 que 'on
utilise ’hypothése V admissible). On en déduit par conjugaison une surjection de V dans V, qui
est égale & l'injection V < V obtenue précédemment. Tous ces morphismes étant G-équivariants,
on obtient V ~ V en tant que représentation de G, d’ott (7", V") ~ (7, V).

— 2. Si (m,V) est irréductible admissible hermitienne, toute autre forme hermitienne non
dégénérée G-invariante sur V est égale a (.,.) & multiplication par un scalaire non nul pres,

d’apres la proposition [[IT.1.9]

Soit H un sous-groupe fermé du groupe t.d. G et soit (7, E') une représentation lisse de H. On
suppose que H\G est compact, de sorte que Ind% (7, E) = ind§(r, E) (Voir. On aimerait
que l'induction préserve les représentations hermitiennes, mais tel n’est pas le cas, comme le
montre le calcul suivant : d’apres la proposition (i),

ind$ (%) = ind§ (7 ® dm )~
Comme il est clair que pour toute représentation lisse p de H, indf[,o = indgﬁ, on obtient
ind§ (7") = ind% (7 ® 6\ )"

Pour obtenir une induction qui préserve les représentations hermitiennes, il faut normaliser
. 1/2 \ X . U
celle-ci par le facteur ¢ G Comme d\¢ de H est a valeurs dans R, ceci est défini sans
ambiguité. On pose donc :

(IV.2.1.1) i% ™ =indf (7 ® 03/)-

En remarquant que 8 oG = (5;&(;, le calcul ci-dessus montre immédiatement qu’avec cette nou-
velle définition de I'induction on a maintenant

(IV.2.1.2) (G 1)y =i5(F), (Go)"=iG").
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IV.2.2 Représentation unitaires

Les représentations unitaires d’un groupe topologique localement compact G sont les représentations
continues de G dans un espace de Hilbert qui préservent le produit hermitien. En général, pour
un groupe t.d. de telles représentations ne sont pas lisses. En quelque sorte, la lissité est incom-
patible avec la complétude de ’espace de représentation. Nous souhaitons ici rester dans le cadre
des représentations lisses, ce qui nous pousse a redéfinir quelque peu la notion de représentation
unitaire. Les résultats cités dans [3], 4.21 montrent que la nuance n’est en définitive pas trés
importante.

Définition. Soit (7,V’) une représentation lisse du groupe G. Elle est dite unitaire si I’espace
vectoriel complexe V' est muni d’un produit hermitien (défini positif) (.,.)y G-invariant, c’est-
a-dire

(m(g) - u, 7(9) - v)v = (u, v)v, (w,veV), (g€qG).

11 découle facilement de la proposition [lI1.1.9|que si (7, V') est irréductible admissible unitaire,
un produit hermitien défini positif G-invariant sur V est égal (.,.)y a multiplication par un réel
non nul positif pres.

L hypothese d’admissibilité va nous permettre de retrouver les propriétés habituelles des
représentations unitaires dans les espaces de Hilbert.

Proposition. Soit (m, V) une représentation lisse unitaire admissible du groupe t.d. G pour le
produit hermitien (., .)y. Si V1 est un sous-espace G-stable de V' alors

Vit = {v e V|Vu, € W, (v, v1)y = 0}
est aussi un sous-espace G-stable de V' et

V=VieVt

Démonstration. La seule partie non triviale du lemme est de montrer que si v € V, alors v €
i+ VIL. Comme (7, V) est admissible, on peut trouver un sous-groupe compact ouvert K de G
tel que v € VE. Remarquons que Vi = VE N Vy, et soit W l'orthogonal de V€ dans VX pour
la restriction {.,.)yx du produit hermitien & V. Comme V¥ est de dimension finie, on a :

Il reste & montrer que W est inclus dans V;-. Supposons que tel ne soit pas le cas. Alors il existe
w e W, v € V] tel que (w, v1)y #0. Or :

(w, v1)y = (mlek) - w, v1)v = {(w, w(ex) - v1)v = (w, m(ex) - v1)yx,

et ceci ne peut étre non nul d’apres la définition de W. O

Corollaire. On suppose que G admet une base dénombrable de voisinage de l'identité. Soit (w, V)
une représentation unitaire admissible de G.

(1) dimEndg(V) =1 si et seulement si (w, V') est irréductible.

(i) (w, V') est complétement réductible (semi-simple).



IV.3. REPRESENTATIONS DE CARRE INTEGRABLE 107

Démonstration. Le premier point est clair : si (7, V') est irréductible, alors dim Endg (V) = 1 par
le lemme de Schur (voir . Réciproquement, si (7, V) n’est pas irréductible, il existe une
sous-représentation V; de V et d’aprés ce qui précede V = V; @ V- est une décomposition de V'
en sous-représentations. Les projections sur V; et V= engendrent un sous-espace de dimension
deux de Endg (V).

Le second point découle de [A-VTI] O

I1V.2.3 Induction des représentations unitaires

Soit H un sous-groupe fermé de G tel que H\G soit compact. Si (7, E) est une représentation

unitaire de H, on sait d’apres la section précédente que zg 7 est hermitienne. Décrivons expli-
citement une forme sesquilinéaire G-invariante sur zg 7 induisant cette structure hermitienne.

Nous montrerons ensuite qu’elle est définie positive, et donc que zf[ T est unitaire.

On pose, pour tout couple (fi, fa) de fonctions dans i E,

(IV.23.1) Ui fo) = /H 82, Ploey v,

ol g, est un représentant dans G de la classe x € H\G. Il faut montrer que ceci est bien défini,
c’est-a-dire que la fonction

(1V.2.3.2) g (fi(9), fo(9))v
est bien dans D(G, H,0p\¢) (voir [I1.3.9).
Or,

(F1(h9). folhg)v = (63 ()T (1) - Fr(9), 55 (W) (h) - Falg))v

et comme (.,.)y est H-invariant, et que 6\ est & valeurs dans R, on obtient

(f1(hg), f2(hg))v = dm\a(h){f1(9), f2(9))v-

Les propriétés de lissité et de support étant claires, on voit que (IV.2.3.2) est dans D(G, H, d\q)-
On vérifie immédiatement que (.,.) définit une forme sesquilinéaire sur zg FE et que cette forme
est positive. D’autre part, si (f, f) = 0, alors l'intégrale se ramenant & une somme finie, on voit
que ceci entraine f =0, et donc (.,.) est bien un produit hermitien.

IV.3 Représentations de carré intégrable

IV.3.1 L’espace L*(G,x,dg")

Nous supposons que G est unimodulaire. Comme son centre Z(G) est abélien, il est aussi
unimodulaire, et donc il en est aussi ainsi du groupe quotient G/Z(G). On note dg* une mesure
de Haar biinvariante sur G/Z(G).

Définition. Soit x un caractére unitaire de Z(G) et soit L?(G, x, dg*) I'espace des fonctions f
dans C*(Q) telles que

a) f(gz) = x(2)f(9), (g9¢€9), (2 € Z(G))
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b) fG/Z(G) |f(9)? dg* < oo.

L?(G, x,dg*) est un sous-espace G stable de C*°(G) pour la représentation réguliere droite,
et

o fo) 1oy = / R @) f2(g) dg*

G/Z(G)

définit sur (L?(G,x,dg*),r) un produit hermitien invariant défini positif. La représentation
(L%(G, x,dg*),r) de G est donc unitaire.

IV.3.2 Admissibilité et unitarité

Nous reprenons les hypothéses du paragraphe précédent.

Définition. Soit (7, V') une représentation lisse de G. On dit que (m, V') est de carré intégrable
modulo le centre, ou bien que (7, V') est une série discréte si

a) Le centre Z(G) de G agit sur V par un caractére unitaire x.
a) Tout coefficient matriciel ¢,  de (m, V) est dans L*(G, x, dg*).

S’il existe un caractére w de G tel que (7w, V) est de carré intégrable modulo le centre, on
dit que (m, V) est essentiellement de carré intégrable modulo le centre.

Remarque. Soit (7, V') une représentation lisse irréductible de G, dont le caractére central est
unitaire. Alors, pour que (m, V) soit de carré intégrable modulo le centre, il suffit que l'un des
coefficients matriciels de 7 soit de carré intégrable modulo le centre. Ceci est bien entendu faux
si on ne suppose pas (m, V) irréductible. Comme nous n’utilisons pas ce résultat, nous laissons
la démonstration (facile) au lecteur.

Proposition. Soit (7,V) une représentation lisse irréductible, essentiellement de carré intégrable
modulo le centre de G. Alors (w, V') est admissible.

Démonstration. D’apres le lemme on peut supposer que (m, V) est une représentation
lisse de carré intégrable modulo le centre. On reprend l'idée de la démonstration du théoréme
Supposons que (7,V) ne soit pas admissible. Alors il existe un sous-groupe compact
ouvert K de G, un vecteur v non nul dans V¥ et une suite (g,)nen d’éléments de G tels que
{m(ex)m(gn) - v} soit libre dans VE (en effet, VE est engendré par les {m(ex)n(g) - v} d’aprés
I1I.1.5). Remarquons alors que les doubles classes Kg,Z(G) sont distinctes dans K\G/Z(G).
Choisissons A € VE tel que A(m(eg)m(gn) - v) = 1 pour tout n. Soit K l'image de K dans
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G/Z(@), de sorte que K est un sous-groupe ouvert compact de G/Z(G). On a alors

/ (6or(g)? dg* = / A(r(g) - v)? dg*
G/Z(G) GQ/z(Q)
- / (nlex) - N)(lg) - v)P do*
G/Z(@)

_ / A(m(ex)m(g) - v)|? dg”
G/Z(G)

= Y AGlex)n(9) - ) Vol (K)

gEK\(G/Z(G))

oo
Z (9:) - v)|? Volgg- (K) > ZVoldg

=0

et nous aboutissons a une contradiction. O

Nous montrons maintenant qu’une représentation admissible de carré intégrable modulo le
centre est unitaire.

Lemme. Soit (7, V) une représentation lisse de G, admissible et de carré intégrable modulo le
centre. Soit x son caractére central (unitaire). Alors (w, V') est unitaire et semi-simple.

Démonstration. Soit W C V' une sous-représentation de type fini, engendrée par des vecteurs
{wi, ..., wn}. Notons Ann(W) annulateur de W dans V', de sorte que W ~ V /Ann(W). Posons,
pour Aj, Ao € W,

(A1, A2) = Z / ) - wi, M ){(m(g) - wi, A2) dg”.
G/Z(G)

Ceci définit une forme hermitienne définie positive G-invariante sur W. On en déduit que W
est unitaire, et donc que W est unitaire. D’apres le corollaire [V.2.2] W est alors semi-simple.
Comme V est I'union de ses sous-représentations de type fini, le lemme [A-VI]] nous dit que V/
est semi-simple. Toute sous-représentation de type fini de V' étant unitaire, V' 'est aussi. O

IV.3.3 Orthogonalité de Schur

Rappelons que pour toute fonction f sur un groupe G, la fonction f est définie par f (9) =
flg™h).
Lemme. (i) Soit (m, V') une représentation de G irréductible, essentiellement de carré intégrable

modulo le centre. Alors il existe un réel strictement positif d(m), appelé le degré formel de m, tel
que pour tout vi,ve € V, pour tout A1, s € V', on ait :

v 2 \
/ ¢v1,/\1 (g)¢v2,/\2 (g) dg* = M
G/Z(G)

d(m)

(i1) Soient (w1, V1), (w2, Va) deux représentations de G irréductibles, essentiellement de carré
intégrable modulo le centre, non équivalentes, et de méme caractére central. Alors pour tous
vy € V1, vg € Va, /\1€V1, /\2€V27

/ Boy a1 (9) P na (9) dg* = 0.
G/Z(G)
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Démonstration. Soit w un caractere lisse de G tel que ww est de carré intégrable modulo le centre.
Il est facile de voir que I'intégrale que 1’on cherche a calculer est la méme si ’on remplace 7 par
7w, les contributions dues a w se simplifiant. On peut donc supposer 7 de carré intégrable modulo
le centre. D’apres le lemme du paragraphe précédent, on peut munir V' d’un produit hermitien
invariant (.,.)y. Considérons la représentation V ® V de G x G : d’aprés la proposition
elle est irréductible, admissible, et sa contragrédiente est naturellement isomorphe 4 V @ V.

Considérons la forme bilinéaire B sur (V ®@ V) x (V ® V) définie par :

B(v1 ® A1, A2 ® v2) = /

(b’Ul;)\l (g)(gvz)\z (g) dg*-
G/Z(G)

Il et facile de voir que cette forme bilinéaire est G x G-invariante car G/Z(G) est unimodulaire.
D’aprés le lemme [[IT1.9] pour montrer que cette forme est non dégénérée, il suffit de montrer
quelle est non nulle. Choisissons v € V, et soit A, € V la forme linaire sur V définie par
Mp(w) = (v,w)y, w € V. Comme

Ao(m(g™h) - v) = (v, m(g™") - vhv = (n(g) -v,0)v = (v, 7(g) - v)y
= Ao(m(g) - v),

on a :

Bw®AmAv®v%=KQKQAAWQVUMMW@_U-Wdf

=/ Mul(g) - v)|? dg* > 0
G/Z(Q)

D’apres le lemme [[TT.T.9] il existe une constante complexe non nulle ¢ telle que la forme bilinéaire
Bsur (VV)x (V®V) soit égale a ¢ fois la forme bilinéaire canonique sur (V@ V) x (V@V) ~

—_—~—

VaV)x (VeV). Celleci est donnée par
( ) % ( ) P
(V1 ® A1, A2 ®v2)o = A1 (v2)Aa(v1).
Comme
(V@ Ay Ao @) = Ao (v)? = (v,0)2 >0,

la constante ¢ est réelle, strictement positive. On pose donc d(m) = ¢~ 1.

Démontrons (it). On fixe A € Vi et vy € Va. On définit un opérateur d’entrelacement entre
V1 et (Vo) =~ V5 par :

vy > <A2 H/ Do 7 (9) Do ra (9) dg*) :
G/Z(G)

Comme V; et V5 sont non équivalents, cet opérateur d’entrelacement est nul. O

Corollaire. Soient (m;,V;), i =1,...,r, des représentations de G irréductibles, essentiellement
de carré intégrable modulo le centre, non équivalentes deux d deuz , et de méme caractére central.
Pour chaque i, choisissons v; € V; et \; € ‘71 non nuls. Alors les coefficients matriciels ¢, z,
sont linéairement indépendants. La méme conclusion prévaut si l’'on considére des représentations
compactes irréductibles.
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Démonstration. Supposons que Y . ¢;dy, », = 0. Fixons j entre 1 et r, et choisissons )\9 € f/J tel
que \j(v;) = 1 et v} € Vj tel que \;(v;) = 1. Alors d’apres le (ii) du lemme, on a

0 =/ <Z Ci(bvi,ki) év;,); dg* = c; / %j,xjd;vg,xg dg*
G/Z(G) i G/Z(G)

= Cj d(’]Tj)_l.

Donc ¢; = 0. Si les représentations sont compactes, le centre de G est compact (lemme|[IV.1.3). Il
n’y a alors pas besoin de quotienter par le centre et on adapte les démonstrations précédentes. [J

Remarque. Plus généralement, si A est un sous-groupe de Z(G) tel que Z(G)/A est compact, on
peut remplacer les intégrales sur G/Z(G) par des intégrales sur G/A sans affecter la convergence
de celles-ci, et les résultats obtenus ci-dessus sont toujours valides.

IV.3.4 Notes pour le chapitre IV

Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [3]. Pour leur rédaction, je me suis aussi servi
des notes [22] et [37]. Par exemple, la condition (KF') vient de [37]. La démonstration du lemme

IV.3.2| est tirée de [44].
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Chapitre V

Structure des groupes réductifs
p-adiques

Ce chapitre est un catalogue de résultats, pas tous démontrés ici, mais dans la mesure du
possible, référencés. Nous y introduisons notre objet principal d’étude, les groupes réductifs p-
adiques. Notre exposition, jusqu’ici & peu pres < self-contained > cesse donc de 1'étre, car il ne
saurait étre question de traiter dans ce livre de la théorie des groupes algébriques, ou méme des
groupes algébriques réductifs, d’autant que ceci est fort bien fait dans de nombreux ouvrages
([B1,132], [41], [6]). De méme, nous ne nous sentons pas le courage (ou la compétence) d’exposer
la théorie de Bruhat-Tits ([13], [14],[43]). La classe de groupes que nous étudions est celle des
groupes des points rationnels d’un groupe algébrique réductif connexe défini sur un corps p-
adique. La théorie de Bruhat-Tits construit I'immeuble de tels groupes, et I’action du groupe sur
son immeuble. Nous ne saurions trop recommander de compléter la présentation sommaire faite
ici par I’étude de deux ou trois exemples concrets de groupes classiques, en commencant par le
groupe GL(n). Ces exemples sont développés dans la littérature que nous indiquons.

V.1 Les corps locaux non archimédiens

Nous renvoyons le lecteur a [20] pour plus de détails concernant les corps locaux non ar-
chimédiens, ainsi que pour les démonstrations des résultats énoncés ici.

Soit F un corps local non archimédien muni de sa valuation discréte vp a valeurs dans Z U oo,
normalisée de sorte que l'image de v soit Z U co. On note O I'anneau des entiers de F,

Or = {x € Flup(z) > 0}
et Pr son unique idéal maximal (Op est un anneau local),
Pr = {z € Flup(x) > 0}.
On note OF le groupe des unités de Op. C’est I'ensemble des éléments de Op de valuation nulle.

Fixons une uniformisante w de F, c¢’est-a-dire un élément vérifiant vp(w) = 1. On peut alors
écrire tout z € F* de maniére unique sous la forme z = uw™ oun € Z et u € OF .
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Soit k le corps résiduel Op/Pr. C’est un corps fini donc isomorphe a F,, pour une certaine
puissance ¢ d’un nombre premier p. La valeur absolue normalisée sur F est donnée par

jzle = 7", (z€F)

Cette valeur absolue munit F d’une structure d’espace métrique, ce qui en fait un groupe (pour
laddition) topologique totalement discontinu. Une base de voisinages de 0 est donnée par les
sous-groupes ouverts compacts Bp.

Le groupe additif (F,+) est muni d’une mesure de Haar dx, que l'on peut normaliser par
exemple en fixant le volume du compact Dy égal a 1. Valeur absolue et mesure de Haar sont
reliées par la formule :

/ f(az) d = |als / f(x)dz, (a€FX),(f € C>(F)).
F F

La cloture algébrique de F est notée F et sa cloture séparable F°. Le groupe multiplicatif &
une variable G, est le groupe algébrique défini sur F dont le groupe des points sur F s’identifie
alFx.

Tout espace vectoriel de dimension finie sur F est muni d’une topologie < transcendante .
C’est le cas en particulier de I’algebre M, (F) des matrices carrées de taille n a coefficients dans
F. Le groupe GL,(F) des matrices inversibles dans M, (F) est muni de la topologie induite, ce
qui en fait un groupe t.d. Une base de voisinage de l'identité est donnée par les sous-groupes
ouverts compacts

K, =1Id, + B2 M, (Or).

V.2 Les groupes réductifs p-adiques

V.2.1 Groupes linéaires algébriques

On rappelle quelques éléments de la théorie des groupes linéaires algébriques. Nous renvoyons
le lecteur & [41] pour les notions et les démonstrations des énoncés rappelés ici. On fixe un corps
local non archimédien F comme dans la section précédente.

Soit G un groupe algébrique linéaire connexe défini sur F et notons G le groupe de ses points
sur F. On identifie G et le groupe de ses points sur F. On note respectivement R(G) et R,(G)
le radical et le radical unipotent de G. Le groupe R(G) est un sous-groupe algébrique distingué
connexe résoluble de G, et maximal pour cette propriété. Il est unique. De méme R, (G) est le
sous-groupe algébrique distingué connexe unipotent de G et maximal pour cette propriété. Si
R, (G) est trivial, le groupe G est dit réductif. Si R(G) est trivial, le groupe G est dit semi-
simple. Soit DG le groupe dérivé de G. Il est toujours défini sur F. Si G est réductif, alors R(G)
est central dans G, DG est semi-simple, G est engendré par R(G) et DG, et R(G) N DG est
fini. Notons Z(G) le centre de G. Si G est réductif, R(G) est la composante neutre de Z(G) et
les sous-groupes R(G) et Z(G) sont définis sur F. On note respectivement R(G) et Z(G) leurs
points sur F.

Si G est réductif, un tore maximal dans G est son propre centralisateur. Il existe des tores
maximaux de G définis sur F et si F est de caractéristique nulle, ’ensemble des classes de
conjugaison sous G des tores maximaux de G définis sur F est fini. Tous les tores de G définis et
déployés sur F et maximaux pour cette propriété sont conjugués sous G.
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On appelle composante déployée de G un tore défini et déployé sur F, contenu dans le radical
R(G) et maximal pour cette propriété. Si G est réductif, une composante déployée de G est alors
un tore déployé maximal dans le centre de G. Comme deux tels tores doivent étre conjugués par
R(G) qui est central, on en déduit 'unicité de la composante déployée pour un groupe réductif.

Le groupe G peut étre plongé algébriquement dans un groupe GLy (F) pour un certain N, le
plongement étant défini sur F. Le groupe G se plonge donc dans GLy (F). Muni de la topologie
induite, G devient un groupe topologique totalement discontinu, pour lequel s’appliquent donc les
notions et résultats des chapitres[[T et [[TI] Cette topologie ne dépend pas du choix du plongement
dans un GLy(F). De plus, si G est réductif, G est unimodulaire.

V.2.2 Caractéres rationnels

Soit G un groupe algébrique réductif connexe défini sur F et soit X*(G) le groupe de ses
caracteres algébriques (c’est-a-dire le groupe des morphismes algébriques définis sur F de G dans
le groupe multiplicatif G,,). On note X*(G) le sous-groupe de X*(G) des caracteres définis sur
F, et on 'appelle groupe des caractéres rationnels de G (ou de G). Comme la restriction d’un tel
caractere algébrique & DG est triviale puisque G, est commutatif, X*(G) s’identifie au groupe
des caracteres algébriques de G/DG. Comme G = R(G)DG, on a

G/DG ~ R(G)/(R(G) N DG).

Or R(G) est un tore, et le groupe de ses caractéres algébriques X*(R(G)) est un groupe abélien
de type fini, sans torsion (un réseau, donc isomorphe & Z" pour un certain r € N). Le groupe
R(G) N DG étant fini, X*(G) est un sous-réseau de rang maximal de X*(R(G)). Le groupe des
caracteres rationnels X*(G) de G est un sous-réseau, pouvant étre trivial, du réseau X*(G).
Soit X, (G) le groupe dual, X, (G) := Homz(X*(G), Z). Notons (., .) la dualité naturelle entre
X*(G) et X.(G) et remarquons cette dualité induit un isomorphisme X*(G) ~ Homgz (X, (G), Z).

On note aussi X, (G) le réseau Homz(X*(G),Z). De méme X*(G) ~ Homgz(X.(G),Z).

Remarques. Cas des tores.

—1. Si T est un tore algébrique défini sur F, on peut en plus identifier X, (T) au groupe des
morphismes de G,,, dans T de sorte quesit € T, ¢ € X, (T) et x € X*(T),

x(6(0) = 1.

Les éléments de X*(T) forment une base de I’espace vectoriel des fonctions polynomiales sur
T. L’algebre de groupe F[X*(T)] est I’algebre des fonctions polynomiales sur T, et T s’identifie
au spectre de cette algebre.

— 2. Un tore T défini sur F est dit anisotrope si X*(T') = {0} et déployé si X*(T') = X*(T).
Tout tore T défini sur F admet un unique sous-tore déployé maximal A, et un unique sous tore
anisotrope maximal T,,, et T est le produit presque direct de A et T,, (ceci veut dire qu’ils
engendrent T et que leur intersection est finie).



116 CHAPITRE V. STRUCTURE DES GROUPES P-ADIQUES

V.2.3 Caracteres non ramifiés
Soit G un groupe algébrique réductif connexe défini sur F. Définissons un morphismeﬂ
(V.2.3.1) Hg: G — X.(G)

par la formule :
(x,Hea(g)) =vr(x(9)), g€G xeX(G).

Soit G le noyau de ce morphisme, et A(G) son image. On a donc une suite exacte :
159G —GH23AG) =1
Il est immédiat quune définition équivalente de °G est donnée par

G = m ker |x|r-
xX€X*(G)

Lemme. Soit x € X*(G). Alors |x|r : G — R% est un caractére lisse de G dont le noyau
contient tous les sous-groupes compacts de G.

Démonstration. Le noyau de |x|r est 'image réciproque par x de l'ouvert compact Oy de F*,
c’est donc un ouvert de G. Par conséquent, |x|r est un caractere lisse de G, a valeurs dans R .
En particulier son noyau contient des sous-groupes ouverts compacts aussi petits que ’on veut.

Pour tout sous-groupe compact K de G, prenons un sous-groupe ouvert compact K; C K
dans le noyau de |x|r. Comme K/K; est fini (lemme [[1.3.2)), et que le seul sous-groupe fini de
R% est {1}, K est dans le noyau de |x|r. O

Proposition. Le groupe °G est un sous-groupe ouvert, fermé et distingué unimodulaire de G.
Tout sous-groupe compact de G est contenu dans °G. Le groupe dérivé DG est contenu dans °G.

Démonstration. D’apres le lemme, tout sous-groupe compact de G est dans °G. D’autre part,
ker |x|r est un sous-groupe distingué de G, et 'intersection de sous-groupes distingués est encore
distinguée, donc °G est distingué dans G. Comme les caractéres |x|p sont lisses, les ker |x|r sont
fermés dans G. 1l s’ensuit que °G est fermé dans G. Comme G contient des sous-groupes ouverts
compacts, il doit étre ouvert dans G. Il est donc unimodulaire car G 'est. La derniere assertion
résulte du fait que tout caractére est trivial sur le groupe dérivé. O

Définition. Un caractére non ramifié de G est un morphisme de groupes de G dans C* trivial
sur °G. On note X(G) I'ensemble des caractéres non ramifiés de G.

V.2.4 Structure de variété de X (G)

Un caractére non ramifié de G est de la forme w o v ot u est un morphisme de A(G) dans
C*. Les caractéres non ramifiés de G s’identifient ainsi aux caractéres de A(G), c’est-a-dire
aux éléments du groupe Homy (A(G), C*). Remarquons que A(G), sous-groupe de X, (G), est un

1. Le lecteur prendra garde au fait que le groupe X« (G) étant un réseau, on note sa loi additivement, alors
que la loi de G est notée multiplicativement.
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groupe abélien libre de type fini. Introduisons I’algébre de groupe C[A(G)]. On a un isomorphisme
naturel :

Homy(A(G),C*) ~ Homy4(C[A(G)], C).

et les objets ci-dessus s’identifient au spectre maximal de C[A(G)], un tore algébrique complexe
que l'on note U. On note ¢t — w; 'isomorphisme entre le tore complexe U et le groupe des
caractéres non ramifiés de G. Ceci munit X'(G) d’une structure de tore complexe. L’algébre des
fonctions polynomiales sur X (G) s’identific explicitement & C[A(G)] de la maniére suivante : si
f=2gea(c) 239 est un élément de C[A(G)] et si x € X(G), alors f(x) = > jen () 2gX(9), o1
les g € G relévent les g € A(G). Si l'on identifie C[A(G)] a V’espace des fonctions & support fini
sur le groupe A(G), le produit devient la convolution de ces fonctions.

Pour tout g € G, notons ev, le morphisme d’évaluation en g :
evy, : X(G) - C*, x— x(9).

Il est clair que ev, est une fonction polynomiale sur X(G), qui est donné dans I'identification
ci-dessus par la classe g de g dans G/°G, vu comme élément de A(G) C C[A(G)]. On note Xun
le morphisme

Xun 1 G = CIA(G)]*, g+ evy.

Tout point x € X(G) détermine un morphisme d’algebres ¥, de C[A(G)] dans C, et 'on a la
relation

Le groupe G agit sur G/°G par translation & gauche, donc il agit sur A(G) et sur C[A(G)].
Un calcul simple montre que pour tout g € G, pour toute f € C[A(G)], et pour tout x € X(G),

(V.2.4.2) (g- X)) =x(9)f(x) = (Xun(9) f)(X)-

L’action de G sur C[A(G)] est donc donnée par .,. Elle se factorise par G/°G et I'on retrouve
I'action naturelle de A(G) = G//°G sur son algébre de groupe par translation & gauche.

La variété X (G) est un tore complexe, donc un groupe, qui agit sur lui-méme par translation
a gauche. La structure de groupe est aussi bien siir celle définie par multiplication des caractéres.
Le groupe X(G) agit donc sur 'espace de ses fonctions polynomiales F' par

O NW) =FxTM), (v e X(G), (f € F).

V.2.5 Cas des tores

Précisons les constructions du paragraphe précédent dans cas o G = T est un tore sur F.

Rappelons tout d’abord que si T est un tore algébrique défini sur [F, si A est sa composante
déployée, et T,, sa composante anisotrope, alors T est le produit presque direct T = T, A
(cf. remarques [V.2.2)). L’application naturelle de restriction de X*(7') dans X*(A) est injective,
X*(A) = X*(A) et X*(Ton) = {0}, et X*(T), vu comme sous-réseau de X*(A), est d’indice fini
(c’est le sous-réseau des caracteéres dont la restriction & A N Ty, est triviale).

Soit A un tore déployé sur F. On a alors :

A~ HomZ(X*(A),]FX) ~ HOmz(X*(A),Z) KRz F* = X*(A) X7z IFX7
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les isomorphismes étant naturels. Soit o € F* une uniformisante de F. L’ensemble de ses puis-
sances forme un sous-groupe Z. de F*, et comme par définition vp(w) = 1, vy réalise un
isomorphisme entre Z, et Z. Posons

Ca = Homz (X" (A),Z) ~ Homgz(X*(A4),Z) = X.(A).

Ceci identifie C'4 & un sous-groupe de A, H4 donnant I'isomorphisme entre Cy et X, (A4). En
particulier, H4 est surjective, donc A(A) = X, (A) et C4 est une section de H 4.

Remarquons aussi que si A est un tore déployé, alors A est isomorphe a un produit de F* et
le groupe YA est le sous-groupe compact maximal de A. En effet, on a trivialement °F* = Or,
le groupe des unités du corps F.

Si Ay et Ay sont deux tores déployés définis sur F, avec A; C Ao, alors A(A4;) C A(Az). En
effet, d’apres ce qui précede, on voit facilement que YA; = A; N YA,. On peut aussi identifier
C4, a un sous-groupe de Cly,.

V.2.6 Caractéres non ramifiés (suite)

On revient aux hypotheses et notations de Soit Ag une composante déployée de G.
Les constructions faites en [V.2.3] et [.2.5] fournissent des suites exactes

1 =% = G—=AG) =1

et
1— OAG — Ag = MAg) = X (Ag) — 1.

Lemme. On a °Ag =°G N Ag. Le réseau A(Ag) = X.(Ag) s’injecte dans A(G) C X.(G). De
plus Vindice de X (Ag) dans A(G) (et méme dans X.(G)) est fini (ce sont des réseaux de méme
rang).

Démonstration. Considérons l'application de restriction de X*(G) dans X*(A¢g). Nous affirmons
que c’est une injection. En effet, nous avons vu en que X*(G) = X*(G’) ou

G’ = G/DG = R(G)/(R(G) N DG).

Posons A, = Ag/(Ag N DG). 1l est clair que Ay, est une composante déployée de G’. Comme
G’ est un tore, le réseau X*(G) = X*(G’) est d’indice fini dans X*(Af;) et donc d’indice fini
dans X*(Ag). Ceci implique directement que °Ag est contenu dans °G'N Ag. Pour la réciproque,
prenons g € °G N Ag et x € X*(Ag). Alors pour un certain m € N*, x™ est dans X*(G). On a
donc

IX™(9)lr = [x(9)lF = 1.

Or |x(g)lr € R% donc [x(g)|r = 1. On en déduit que g € “Ag. On a maintenant un morphisme
bien défini et injectif :

X, (Ag) = A(Ag) ~ Ag/°Aq — G/°G = A(G) C X.(G).

Comme X, (Ag) est de méme rang que X.(G), on en déduit la derniére assertion. O

Proposition. Le quotient G/°GAg est fini, et °G N Z(G) est compact. Si Z(G) est compact,
alors °G = G.



V.2. LES GROUPES REDUCTIFS P-ADI QUES 119

Démonstration. On a

(G/°G)/(Ac/*Ac) = G/°GAg.

La finitude du cardinal du membre de gauche de cette égalité ayant été établie dans le lemme,
on en déduit que G/°GAg est fini. Si Z(G) est compact, on a Ag = {1}, et °G est alors d’indice
fini dans G. Supposons G # °G, et soit ¢ € G\ °G. Alors il existe un caractére rationnel
X € X*(G) tel que |x(g)|r # 1. Or une certaine puissance de g est dans °G, disons g™. On a
alors |x(¢™)|r = 1 = |x(g)|% et I'on obtient une contradiction. Donc on a G = °G dans ce cas.

Le groupe R(G) est d’indice fini dans Z(G) (R(G) est la composante neutre de Z(G)) et
R(G)anAc est d’indice fini dans R(G) (R(G) est le produit presque direct de R(G)q.n et Ag),
donc dans Z(G), ot R(G)ayn est compact. Donc R(G)a, C °G et comme Ag N°G =%Ag, on a
R(@)anAg N G = R(G)an Ag, qui est compact. Par conséquent °G' N Z(G) est compact. O

V.2.7 Classes d’inertie de représentations irréductibles

Le groupe des caractéres non ramifiés X' (G) agit sur 'ensemble des classes d’équivalences de
représentations irréductibles lisses de G, Irr(G) par

(wym)=»TRw, (weX(G)), (melrr(G)).
Le stabilisateur de 7 € Irr(G) est noté X (G)(w), c’est-a-dire
X(G)(m)={we X(Q)|mQ@w~mr}.
Lemme. Soit m € Irr(G). Alors X(G)(m) est fini.

Démonstration. On reprend les notations de la section précédente. En particulier nous rappelons
que X(G) s’identifie & Pensemble des caractéres du réseau A(G), que celui-ci posséde un sous-
réseau d’indice fini A(Ag), et que I'on peut relever ce dernier en un sous-groupe Cy,, contenu
dans A¢g (donc en particulier central dans G). Le groupe X (G) agit sur X' (Ag) par multiplication,
via la restriction naturelle des caractéres X(G) — X(Ag). De plus, pour tout © € Irr(G), le
lemme de Schur nous donne un caractere du groupe central C 4, par lequel ce groupe agit dans
I’espace de m. Ceci définit une application

Irr(G) — Homy(Cy,,C*) ~ X(Ag)

dont il est facile de voir qu’elle est équivariante pour les actions de X'(G) sur Irr(G) et X(Ag)
décrites ci-dessus. Il suffit donc de montrer que I'action de X(G) sur X(Ag) admet des stabili-
sateurs finis. Ceci vient du fait que A(Ag) est d’indice fini dans A(G), et donc que le nombre de
caracteres de A(G) qui sont triviaux sur A(Ag) est fini. O

Corollaire. Les orbites de X(G) dans Irr(G) sont isomorphes (mais de maniére non canonique)
a des tores algébriques complexes.

Démonstration. On sait que X (G) est muni d’une structure de tore algébrique complexe (cf.
section [V.2.4)), et le quotient d’un tel tore complexe par un sous-groupe fini est encore un tore
complexe. La non canonicité vient du fait qu’il faut choisir un point de base. O
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Notations. Les orbites de I'action de X(G) dans Irr(G) sont appelées des classes d’inerties. On
note [r] la classe d’inertie d’une représentation 7 et [Irr(G)] I'ensemble des classes d’inertie.

Notons F' 'algebre des fonctions polynomiales sur la variété X' (G). Nous avons vu dans la
remarque que F ~ C[A(G)]. Soient D une classe d’inertie dans Irr(G) et (m,V) une
représentation dans cette classe d’inertie et X'(G)(m) le stabilisateur de 7. Alors D s’identifie &
I’espace homogene X (G) /X (G) (). L’algebre des fonctions polynomiales sur D est alors F* (@)™
lalgebre des invariants de F' sous l'action du groupe fini X' (G)(). Il est commode de dire que f
est une fonction polynomiale sur D s'il existe une fonction polynomiale f sur X (G) telle que

flr@x) = fx).

De méme, si U est un ouvert de Zariski de D, on dit que f est une fonction rationnelle sur U
il existe f1 et fo dans F telles que fo(x)f(m ® x) = f1(x) et f2(x) # 0 pour tout x € X(G) tel
queT®yx €U.

V.3 Sous-groupes paraboliques

Nous renvoyons le lecteur & [6] ou [41] pour la démonstration des résultats énoncés dans cette
section. Soit G un groupe algébrique connexe, réductif, défini sur F et posons G = G(F). Un
sous-groupe algébrique (en tant que groupes définis sur F) P de G est un sous-groupe parabolique
si la variété P\G est projective. Un sous-groupe parabolique P de G est le groupe des points
dans F d’un sous-groupe parabolique P défini sur F. On dira < P est un sous-groupe parabolique
de G »pour exprimer le fait que P est le groupe des F-points d’un sous-groupe parabolique P de
G défini sur F. On fera de méme pour d’autres sous-groupes de G défini sur F.

Le radical et le radical unipotent d’un sous-groupe parabolique P de G défini sur F sont définis
sur F.

V.3.1

Soit P un sous-groupe parabolique de G et N son radical unipotent. Alors il existe un sous-
groupe réductif (non unique) M de G dans P normalisant N tel que P = M x N. On dit alors
que M est un facteur de Levi de P et un sous-groupe de Levi de G. Les facteurs de Levi sont
obtenus de la maniére suivante. Soit A une composante déployée de P et posons M = Z(G, A).
Alors M est un facteur de Lévi de P. De plus A est la composante déployée de M. Si I'on se
donne P, le choix d’une composante déployée de P est donc équivalent au choix d’un facteur de
Levi. Le radical unipotent N agit transitivement par conjugaison sur I’ensemble des composantes
déployées de P, et donc sur I’ensemble des facteurs de Levi de P. Les facteurs de Levi M de
G sont les centralisateurs de tores déployés A dans G tels que A est la composante déployée de
M. On emploiera souvent une expression du genre <« P = M N est un sous-groupe parabolique
de G >, pour résumer la situation ou P est un sous-groupe parabolique de G, N est son radical
unipotent, et M un facteur de Levi. Si M est un sous-groupe de Levi de G, on note P(M)
I’ensemble des sous-groupes paraboliques de G admettant M comme facteur de Levi. C’est un
ensemble fini. Soit P € P(M). On note alors P = MN le sous-groupe parabolique opposé a
P, c’est-a-dire I'unique sous-groupe parabolique Q € P(M) tel que PN Q = M, et Ay (ou
simplement A) la composante déployée de M.
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V.3.2

Les sous-groupes paraboliques minimaux de G sont ceux dont les composantes déployées sont
des tores déployés maximaux de G. Deux tores de GG, déployés et maximaux pour cette propriété
sont conjugués dans G. Deux sous-groupes paraboliques minimaux de G sont donc conjugués
dans G.

V.3.3

Soient P = M N un sous-groupe parabolique de G, et A la composante déployée de M. On
pose :
a=X,(4)@zR, o =X*"(A)ezR.

La dualité parfaite entre X.(A) et X*(A) s’étend en une dualité d’espaces vectoriels entre a et
a*, ce qui est cohérent avec les notations.

V.3.4

Soient P = M N un sous-groupe parabolique de G, et A la composante déployée de M. Notons
¥'(A) 'ensemble des racines de A dans Lie(G). Alors ¥'(A) s’identifie & une partie de a*. On
note X(A) 'ensemble des racines réduites de X/(A), c’est-a-dire les éléments a de X' (A) tels que
a/n ¢ X'(A) sin > 2.

Si P =MN € P(M), on note ¥'(P) le systéme des racines dans ¥'(A) positives relativement
a P (les racines de A dans N) et X(P) le systéme des racines positives réduites.

V.3.5

Soient P = M N un sous-groupe parabolique de G, et A la composante déployée de M. Le
groupe de Weyl

(V.3.5.1) W(A) = Ng(A)/Za(A) = Ng(A)/M = Na(M)/M

agit sur X*(A) et donc sur X, (A4) ~ A(A). Par conséquent, W (A) agit aussi sur a* et a. L’action
de W(A) sur X*(A) ou sur X, (A) ~ A(A) est fidele.

V.3.6

Soit P = M N un sous-groupe parabolique de G, de composante déployée A,;. Soit Ag la
composante déployée de GG. On a

Ag C Ay C M CG,

ce qui induit des morphismes, donnés par la restriction des caractéres, formant un diagramme
commutatif :
X*(M) —— X*(An) .

]

X(G) — X*(40)
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Tensorisons par R. On obtient, d’apres le lemme

GM :X*(M) ®ZR*>X*(AM) ®ZR:C{7M s

T |

ag :X*(G) ®ZR*>X*(A(;) Rz R = az;

les fléches horizontales étant des isomorphismes. Notons (a$;)* le noyau de la fléche verticale de
droite. On a alors

De méme, dualement, on obtient

V.3.7

On continue avec les mémes notations. On supposera ays et aj, toujours munis de produits
scalaires (notés (.,.), la dualité entre aps et a}, étant notée (.,.)) invariants sous 'action de
W (An).

Lorsque P est un sous-groupe parabolique minimal, ¥(A,/) est un systéme de racines dans
a},; muni d'un produit scalaire comme ci-dessus ([6], cor. 5.8) et on peut par ce biais identifier
W (Apr) au groupe de Weyl du systéme de racines X(Aps) ([6], 5.3). De plus, si o € X(Aps), on
note & sa coracine, c’est-a-dire 1’élément de aj; vérifiant

(@, A)

<5‘7>‘> = 2(04,04)7

(Aea").

L’ensemble des coracines, noté 3V (Ajs) est un systéme de racines dans a,;. Les racines (resp.

les coracines) engendrent le sous-espace (a§,)* (resp. a§;) défini en

V.3.8

Fixons un tore déployé maximal Ay de G et notons My son centralisateur dans G. C’est un
facteur de Levi d’un sous-groupe parabolique minimal dans G. On fixe un sous-groupe para-
bolique minimal Py = MyNy, de facteur de Levi My. Si P est un sous-groupe parabolique de
G, on dit que P est semi-standard si Ay C P et standard si Py C P. Dans ces deux cas, P
posséde un unique facteur de Levi M contenant Apy. Comme la composante déployée de M est
clairement contenue dans Ay, on a My C M. On dit alors que M est un sous-groupe de Levi
semi-standard de G. On dit qu’un tel M est standard s’il est facteur de Levi d’un sous-groupe
parabolique standard de G. Le tore déployé Ay est encore maximal pour cette propriété dans
tout sous-groupe de Levi standard M, et 'on peut ainsi définir les sous-groupes de Levi et les
sous-groupes paraboliques standards ou semi-standards de M en référence a ce méme Ay.

V.3.9

Fixons un sous-groupe parabolique minimal Py = MyNy de G, de composante déployée Ay.
Alors tout sous-groupe parabolique de G est conjugué a un sous-groupe parabolique standard.
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V.3.10

Soient P = MN et Q = LU deux sous-groupes paraboliques semi-standards de G. Alors
M N @ est un sous-groupe parabolique semi-standard de M de facteur de Levi M N L et de
radical unipotent M N U. De plus N N Q se décompose en NNQ = (NNL)(NNT).

V.3.11

Soit P = M N un sous-groupe parabolique semi-standard de G. Il existe une bijection entre
Pensemble des sous-groupes paraboliques standards (resp. semi-standards) de M et 'ensemble des
sous-groupes paraboliques standards (resp. semi-standards) @ = LU de G contenus dans P, dont
linverse s’obtient ainsi : & Q = LU, on associe le sous-groupe parabolique M NQ = L(M NU).
Le sous-groupe parabolique minimal standard de M est donc My(M N Ny).

V.3.12

On fixe un sous-groupe parabolique minimal Py = MyNy, de composante déployée Ay. On
pose
0 =3 (4p), Ty =2(4y), Tf =2(Py),
et I'on note Ay = A(FPp) l'ensemble des racines simples dans Ear . De méme, on emploie les
notations E%V7 ¥y, (X)) pour les coracines.
L’ensemble des racines simples Ay est une base de (ag)* et ’ensemble des coracines simples
A} est une base de af. Soit Ay = {wa, @ € Ay} la base de a* duale de A}/, dont les éléments

sont appelés les poids fondamentaux, et AY = {wY, a € Ay} la base de a duale de Ay, dont
les éléments sont appelés les co-poids fondamentaux.

Si P = M N est un sous-groupe parabolique standard, on note Aé” lanalogue de Ay lorsque
I’on remplace G par M dans la définition.

V.3.13

Soient P = MN C Q = LU deux sous-groupes paraboliques standards de G. On a alors
Ag C AL C Ay C Ap et
ag Car Capy Cap

ol ag (resp. aps, resp. ar,) est Porthogonal des racines oo € Ay (resp. Aé”, resp. Aé) De méme
ag Cap Cay Cap

sont décrits de la méme maniere en remplagant les racines par les coracines. Notons ag (resp.
(a§)*) le sous-espace de ay (resp. de aj) engendré par les & € A} (resp. les o € Ay). On a alors

les décompositions (voir [V.3.6])
a =ac®af, af=a;® (af)"

Plus généralement, soit (a%,)* le sous-espace de a, engendré par les o € Aé \ Aé\/l . On a alors la

décomposition
*x ok L \*
ap = arp ® (ay)”.
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En particulier
* ok G \*
ay = ag @ (ag)",
ol (af;)* est engendrée par les a; € Ay \ A).

On obtient des décompositions similaires de ap; en échangeant le role des racines et des
coracines. Ces décompositions sont orthogonales pour le produit scalaire fixé.

On note pk, les projections respectivement de a; et a’, sur ak; et (a,)* dans les décompositions
ci-dessus.

V.3.14

Soient P = M N un sous-groupe parabolique de G, et A = A); la composante déployée de
M. Choisissons un sous-groupe parabolique minimal Py = MyNy, de composante déployée Ay,
contenu dans P avec A contenu dans Ay (ceci est possible d’apres [V.3.9)). L'inclusion A C Ay
induit une inclusion de a dans ay. Définissons

A(P) = {a‘u, a €Ay \Aé\/[}

A(P) == {@aje, a € Mg\ AF'}
On définit de maniere duale, en remplagant racines et poids fondamentaux par coracines et co-

poids fondamentaux, AV (P) et KV(P). Si B =, € A(P), a € Ap\ Aj’, on note 3 la projection
sur ays de la coracine ¢. on note
Remarquons que ces notations ne sont pas standards car A(P) n’est pas un ensemble de
racines simple d’un systéme de racines. En particulier, si § € A(P), 8 n’est pas une coracine.
De plus, (a§;)* est engendré par A(P), car les racines de A(P) sont les restrictions & ays des
racines dans Ay \Aé‘/f , et a§; est engendré par les projections des coracines dans A\ (A M.

V.3.15
Continuons avec les notations du paragraphe précédent. On pose

ta*]G = {x = Z Ca 0, o >0}
acA(P)

+W1€:{X: Z Co O CaZO}

aEA(P)
Bla’ T ={x ea"|(x,d) >0, a € A(P)}

Sl = {xea’ | (&) > 0a e A(P)}.

PP .\ s . =G Tt , N
On définit de maniere similaire les parties T[a]%, *[a]p, €[a]*, $[a]  en échangeant le role des
racines et des coracines. On note aussi

(@) = ~(*a®), "l = ~CTl2), Sl = (@)™, $l] = —(El).

Remarquons qu'un élément x € &[a*]* est un élément qui s’écrit

X = Z Co Wa + 1, €o >0, p€ag,
a€EA(P)
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G
(de méme pour *[a*], avec les ¢, > 0).

V.3.16

Soit P = M N un sous-groupe parabolique standard de G. La partie g[a?wrr n’est un cone
(au sens strict) convexe ouvert en général, puisque si x € g[aM]Jr, alors  + af C g[aj‘w]f En

revanche, 'intersection

Sla§) ) =Gl N (@§) ={x= Y. ca®@ar ca>0}

P
aEA(P)
est un cone convexe ouvert et son adhérence
21§ =8yl N@f) ={x= D ca@a ca>0}
a€EA(P)
est un cone convexe fermé.
On a N
G G
plan]™ = Blai)] @ ag,
G + _ @ +
plar]) = 2la§)*] @ ag.

7_‘— 7 Lt . A A~
Le cone @[(a$;)*] admet une décomposition cellulaire en cones du méme genre provenant
des sous-groupes paraboliques standards ¢ contenant P :

S5 = I Sies)"
PCQ=LU

On en déduit une décomposition

Gasd = [ Slezl*.

V.3.17

Notons le fait suivant :

Lemme. Soit P = MN un sous-groupe parabolique standard de G et soit p un élément de

Gl(a§)*1+. Alors Uensemble des racines v dans Sy telles que {(j1,%5) > 0 est l'ensemble des

racines de Ay dans N.
Démonstration. Par définition, §[(a$;)*]T est I'ensemble
{z € @f), ac A = (z,a) =0, a € Ap\ AY = (2,d) > 0}.

Toute racine v € Xy s’écrit v = ZaEA@ Ng & oU tous les ny € Z sont de méme signe. D’autre

part, v est une racine de Ay dans N si et seulement s’il existe o € Ay \ Aéw tel que n, > 0.
Comme tous les n,, sont de méme signe, ceci est équivalent a (u,¥) > 0. O
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V.3.18 Lemme combinatoire de Langlands

Soient P = M N un sous-groupe parabolique standard de G et p € a};. Le lemme combina-
toire de Langlands affirme qu’il existe un unique sous-groupe parabolique standard () contenant
P tel que p se décompose en

(V.3.18.1) p=pe+pt+p
G

—a
avec g € ag, pt € g[(aL)*]+ et p= € —pk;(Tla},]5). Cette décomposition est unique. De plus
pe est la projection orthogonale de p sur af,, u* est la projection orthogonale de p sur le cone

7+
Gl(a§;)*] et u~ est la projection orthogonale de p sur le cone ~[a%,] . Les éléments uc, pt et
p~ sont deux a deux orthogonaux. Remarquons que si 'on consideére p comme un élément de ag,
et que 'on applique le résultat ci-dessus a (u, Py), on trouve la méme décomposition.

Nous donnons une démonstration de ce lemme, reprise de [I7] & la fin du chapitre.

V.3.19

Soit P = M N un sous-groupe parabolique de G. Donnons une autre interprétation de 'espace
a*. Puisque

X.(A) C A(M) C X.(M)
sont des réseaux de méme rang, on a
a=X.(A)@zR=AM)@zR=X.(M)®zR.
Donc

a* = Homg (A(M) @7 R, R)
= HomZ(A(M)a R)
= {¢ € Homz(M,R) | ¢ops = 0}
= HOInZ,lisse (Ma R)

ol Homy, j;55¢ (M, R) est le groupe des morphismes lisses de M dans R. Il faut prendre garde a
ce que la loi de A(M) est notée additivement, alors que celle de M est notée multiplicativement.
Il reste a justifier la dernieére égalité, en montrant que tout morphisme lisse de M dans R est
trivial sur YM. On sait que le groupe R(M)DM est d’indice fini dans M et que DM C °M. Le
groupe (R(M)N°M)DM est donc d’indice fini dans °M. De plus, on a vu dans la démonstration
de la proposition que R(M)NYM est compact, et donc tout morphisme lisse de ce groupe
a valeurs dans R est nécessairement trivial (voir lemme . Bien siir, tout morphisme de M
dans le groupe abélien R est trivial sur les commutateurs. Tout morphisme de M dans R est
donc trivial sur un sous-groupe d’indice fini de °M. Comme R ne contient aucun élément d’ordre
fini autre que 0, on voit qu'un tel morphisme est trivial sur °M.

Pour tout caractére y de M, In |x| € a*.
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V.3.20
Reprenons les notations du paragraphe précédent. Posons
ac = X (A) ®z C et af = X*(A) ®z C.
On a comme ci-dessus
ac = X (A)@zC=AM)®zC=X,(M)®;C
et

CI(E = Homc(A(M) ®z C, (C)
= Homyz(A(M),C).

Rappelons que ¢ désigne le cardinal du corps résiduel Or/PBr. Le morphisme de groupes
C—C*, s—¢°

est surjectif, de noyau %Z. Il induit par composition un morphisme
at = Homgz(A(M),C) — Homz(A(M),C*) ~ X (M).

Le groupe A(M) étant un réseau, on voit facilement que ce morphisme est surjectif, en relevant
dans C les valeurs prises sur une base de ce réseau. Le noyau de ce morphisme est

2T ) = 27 Homa(A(M), Z) =~

Homy, (A(M) g

"Ing "~ Ing

ot R = Homgz(A(M),7Z) est un sous-réseau de a*.

Nous avons donc obtenu un morphisme surjectif :
at = X*(M) ®z C — X (M)
dont il est maintenant facile de vérifier qu’il est donné aussi par

X®s=[g=[x(9)lF]

2im

et dont le noyau est le réseau ;
ng

R. On retrouve ainsi la structure de tore algébrique de X'(M).
Si A € af, on note e* le caractére non ramifié de M correspondant.

Si x € X(M), relevons-le en un élément A € ag. La partie réelle $(\) € a* est indépendante
du choix de A. On la note R(x).

Tout élément x € Homyz(M,C*) se décompose en

X

== x|
x|

X

Le caractere ﬁ est unitaire, In |y| € Homz(M,R) = a* et 'on note R(x) = In|x| € a*.

On note Im (X (M)) le groupe des caractéres non ramifiés unitaires de M. C’est I’ensemble des
X € X (M) tels que R(x) = 0. C’est aussi I'image de ia* par le morphisme surjectif af — X(M).
C’est une sous-variété réelle du tore complexe X' (M), et plus précisément, c’est un tore compact,
isomorphe a ia*/%?%.
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V.3.21

Soit P = MN un sous-groupe parabolique de G. Rappelons l'application Hy; : M —
X, (M) C aps définie en On note M™* (resp. M*1) 'image inverse par Hy, de JGDWJF N
X (M) (resp G[a]tN X, (M)). Plus généralement, si H est une partie de M, on note H* = HNM+
et HTT = HN M. 1l découle directement des définitions que
AT, ={a € Ay, vr(afa)) >0, (o € A(P))}
= {CL € AJVD |a(a)‘117 < 17 (a € A(P))}

AL ={a € Ay, vs(a(a)) > 0, (a € A(P))}
={a € Ay, |afa)lr <1, (o € A(P))}.
On remarque que le choix de P n’apparait pas dans les notations, bien que les parties A}, et A7

en dépendent. Nous utiliserons surtout ces notations avec des sous-groupes paraboliques stan-
dards, ce qui rendra cette ambiguité inoffensive. Par exemple, si P est standard, la décomposition

induit une décomposition
(V.3.21.1) AL =114
Q

la somme portant sur les sous-groupes paraboliques standards ¢Q = LU contenant P.

V.3.22

Posons, pour tout € > 0,
(V.3.22.1) At(e) ={a € Ay, la(a)|r <€, (o € A(P))},
et pour tout partie Q de A, QT (e) = QN A*(e).

V.3.23

Soit P = MN un sous-groupe parabolique de G, de composante déployée A. Le réseau
A(M) = M/°M n’admet en général pas de relévement naturel en un sous-groupe de M, mais
comme nous l’avons vu en le sous-réseau A(A) = X, (A), lui, admet un relévement, noté
C4 en un sous-groupe de A. Comme X, (A) est un sous-réseau d’indice fini de A(M), il existe
un ensemble fini Fy; d’éléments de M tels que Cy := Fy;.C4 soit un relévement ensembliste
de A(M) dans M. On peut prendre les éléments de F; dans M ™. En effet, on peut toujours
remplacer f € Fj; par ft™ avec t € C’;ﬁ, et 'on aura alors ft™ € M™ pour m assez grand.
Notons Cf = Ca N M+, CF := Can M+, C}(e) = Can At(e). On peut s’arranger pour que
C’:{ = FMCX et c’est ce que nous supposerons dans la suite. Lorsque P = Py = MpNy, nous
notons A(Mpy) = Ay, Ca, = Cy, Fy = Fpy,, etc.

V.3.24

Comme Ag C Ay, d’aprés une remarque faite en Ca. est un sous-groupe de Cp.
Comme Ag C Aar, ona Cy, C C’a' . Introduisons sur C’@ la relation d’équivalence :

(V.3.24.1) ai ~ as si alagl € Cyg,-
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Alors S = C’g /Cap = CJ / ~ est isomorphe & N? pour un certain entier naturel d, égal au
cardinal de Ay. On déduit de[V.3.21.1] une décomposition

S:HSZ_+3
QR

la somme portant sur les sous-groupes paraboliques standards Q = LU et Sz"" = C’X;" /Cag.

V.3.25

Soit P = M N un sous-groupe parabolique de G, de composante déployée A. On suppose
P # G, de sorte que Ag est strictement inclus dans A. D’aprés la remarque on peut voir
Ca, comme un sous-groupe de C4. Comme Ag est le produit direct de YAg et de Ca,., et que

A NG =YAg (lemme [V.2.6) on a :
Cag ﬂOGZCAG ﬂAgﬁOGZCAG OOAG = {1}

On en déduit que
Cy ﬁOGAG = CAG(CA ﬂOG)

et donc que 'inclusion C'4 < G induit une inclusion
CA/CAG(CA n OG) — G/OGAg.

Le membre de droite étant fini d’apres la proposition [V.2.6] celui de gauche aussi.

Prenons un élément ¢ dans C}*. Ses puissances ¢”, n € N* sont dans O} " et 1'une d’elles est
dans Ca,(Ca N°G). Ceci montre que CLT NOG est non vide.

V.4 Groupes de Weyl

On fixe un sous-groupe parabolique minimal Py = MyNy de G et 'on utilise les notations de
Pour tout v € Xy, on note U, le sous-groupe unipotent de G normalisé par Ay tel que
laction adjointe de Ay sur l'algebre de Lie de U, admette les seuls poids v et 27 et maximal
pour cette propriété.

V.4.1 Décomposition de Bruhat

Le groupe de Weyl
W(Ag) = Nc(Ap)/Zc(Ap) = Na(Ag) /My

est noté Wg. On note Sy l'ensemble des réflexions s, dans Wy associées aux racines simples
o € A@.

Proposition ([0]). Le quadruplet (G, Py, Na(Ag), Sg) est un systéme de Tits. En particulier, on
a la décomposition suivante de G (décomposition de Bruhat)

G= ][] nwP.
weWg
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V.4.2

Soit T une partie de ¥y. On dit que T est fermée si
(T+T)NXEyCT.

On dit que T est convexe si T est 'intersection de ¥y avec un cone convexe fermé de a*. Une
partie fermée T de Xy est dite symétrique si T'= —T. Dans ce cas, T est un systéme de racines,
et I'on note Wy C Wg son groupe de Weyl. Une partie fermée T de Xy est dite unipotente si
TCw- Eg pour un certain w € We.

Pour toute partie fermée 7" de ¥y, on note G(T') le sous-groupe algébrique de G engendré par
My et les Uy, v € T. Si T est unipotent, on note U(T) le sous-groupe de G engendré par les U,,
vyeT.

Le résultat suivant est démontré dans [6], 3.22.

Proposition. Soient S, T des parties fermées de 2.
(i) Si S et T sont convezes, alors G(S)NG(T) =G(SNT).
(1) Si T est unipotent, alors G(S)NU(T)=U(SNT).

On appelle une partie fermée P de ¥y parabolique si Ea’ C P. Dans ce cas, on pose M =
PN (=P), N =P\ M, et I'on dit que (P, M, N) est un triplet parabolique dans Xg.

Proposition ([6], 5.12-5.18). Soit © une partie de Ay, et soient P, M les parties fermées
de Yy engendrées par ¥ U (—0) et (—0) U O respectivement. Alors (P, M,N = P\ M) est
un triplet parabolique dans Xy et P = MN est un sous-groupe parabolique standard de G, ot
P=G(P), M =GM) et N =U(WN). Tout sous-groupe parabolique standard P = MN de G
est obtenu ainsi. De plus, la partie © est uniquement déterminée par la donnée de (P, M, N') ou
de P = MN. En particulier, les parties P, M et N sont convexes.

V.4.3
Pour tout sous-groupe de Levi standard M de G, de composante déployée A, posons
(V.4.3.1) Wi = Na(Ag)/Z i (Ag).

Comme
Za(Ap) = My C M,

on obtient une injection canonique Wy, < Wg. Si w € W, et si g est un relevement de w dans
G, on pose, pour tout sous-groupe de Levi standard de G, w- M = gMg~'. Comme My C M,
il est clair que ceci ne dépend pas du relevement choisi. Posons, pour deux sous-groupes de Levi
standards M et L de G,

(V.4.3.2) W(L,M)={weWg|w-L=DM}.
On a bien str Wy - W(L, M) - Wy, = W(L, M). Notons que

W(M, M) = (Ng(M) N Ng(Ag))/ My,
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et que My C M. Donc on a une application bien définie
W (M, M) — W(A) = Na(A)/Za(A) = Na(M)/M
dont le noyau est Wj,. Il s’ensuit que l'on a une injection
W(M,M)/Wy — W(A),

et ’on vérifie immédiatement qu’elle est surjective car les tores déployés maximaux sont conjugués
dans M. Ainsi 'on obtient

(V.4.3.3) W (M, M)/ Wi ~ W(A).

V.4.4

Soit M un sous-groupe de Levi standard de G. Posons
W (s, M) = JW(L,M), WM, «)=|JW(,L),
L L

et
UM) = [Wa\W (s, M)| = [W(M, *)/ W

ol la somme porte sur I'’ensemble des sous-groupes de Levi standards de G. Si M est un sous-
groupe de Levi non standard, on pose [(M) = I(M') ot M’ est un sous-groupe de Levi standard
de G conjugué a M.

V.4.5
Notons la conséquence suivante de la décomposition de Bruhat. Nous renvoyons le lecteur a

[6], 5.15-5.20 pour une démonstration.

Lemme. Soient P = MN et Q = LU deux sous-groupes paraboliques semi-standards de G,
ou M et L sont des sous-groupes de Lévi standards. Alors l’ensemble des orbites de @ dans
X = P\G est en bijection avec I’ensemble des doubles classes Wy \Weq /WT,.

On munit alors Wy \W¢g /Wy, de 'ordre de Bruhat
w1 gpQ Wy si PU71Q C P’LEQQ
Dans cette situation, on choisit alors un ordre total <pg plus fin que 'ordre de Bruhat sur
Way\Weg/Wrp.
Corollaire. Soient P = MN et Q = LU deux sous-groupes paraboliques de G. Alors l’ensemble

des orbites de Q dans X = P\G est fini.

Démonstration. Ceci se déduit immédiatement du lemme ci-dessus et du fait que tout sous-groupe
parabolique de G est conjugué & un sous-groupe parabolique standard. O
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V.4.6

Soient P et @) des sous-groupes paraboliques standards de G. Nous allons décrire un systeme
explicite de représentants des doubles classes Wi \W¢ /W, possédant d’utiles propriétés. Posons :

(V.4.6.1) WM = L e W |w- (LN Py) C Py, w™' - (MNPy) C Py}

On a alors

Lemme. (i) Dans chaque double classe Wy \Wq/Wr, il existe un unique élément de WM,
C’est l’¢lément dont la longueur est minimale dans cette double classe.

(i) Siw € WM glors M Nw-Q est un sous-groupe parabolique standard de M, de facteur
de Lévi MNw- L et de radical unipotent M Nw-U et w™'- PN L est un sous-groupe parabolique
standard de L, de facteur de Lévi w™' - M N L et de radical unipotent w=' - NN L. On a aussi
les décompositions

Pnw-Q=(PNw-L)(PNw-U), QNnuw '-P=Qnuw - -M)(Qnw™'-N),
NNnw-Q=(NNnw-LY(NNw-U), Unw'-P=UnNw ! - M)(UnNw*-N).
(ii3) WEM AW (L, M) ~ W \W (L, M)/Wr, ~W(L,M)/Wrp.

Démonstration. Commengons par (iz). Soient P, M, N, Q, L, U les parties de Xy correspondant
par la bijection de la proposition respectivement aux sous-groupes P, M, N,Q, L, U de G.
Posons M™ = MNY) et LT =LN%;. On a clairement Wy, = Wy et Wi, = We. De plus,

WEM = fweWe|w- LM CcSf, w™ - MM CEf}
Soit w € WEM_ Alors M Nw - Q contient M*. C’est donc une partie parabolique de M, et
MnNw-QMnNw-LLMNw-U)
est un triplet parabolique de M. On déduit de la proposition [V.4.2] que
MnNw-Q=Mnw-L)(Mnw-U)
est un sous-groupe parabolique standard de M. On montre de la méme maniére que
Lnw™-P=(LNnw ! M)(LNw™"-N)

est un sous-groupe parabolique standard de L. Les autres décompositions s’obtiennent sans
difficulté.

(7) On utilise les résultats suivants, dont on trouvera une démonstration dans [42], Append.
III:

- la longueur I(w) d’'un élément w € W¢ est égale au nombre de racines vy dans Ear telles que
w-y € —23.

- Siw e W, alors w- (S5 \ L) C X5\ LT

- Siw € Wg et y € Ay, alors I(ws,) > I(w) si et seulement si w -y € X5
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Il s’ensuit que

(V.4.6.2) WEM =fwe Wg|Vy e ApNL, l(wsy) > l(w),
Vy € AgNM, L(w tsy) > (w1}
Le résultat voulu découle alors de [§], Chap. IV, §1, exercice 3. Voir aussi [I§], Prop. 2.7.3.
(1) est évident. O

V.4.7

On suppose maintenant que P et @ sont des sous-groupes paraboliques quelconques de G.
Nous allons déduire du paragraphe précédent l'existence d’un systéme de représentants W&
dans G des doubles classes P\G/Q vérifiant les propriétés suivantes :

Siz € WP alors M Nz-Q est un sous-groupe parabolique de M, de facteur de Lévi M Nz-L
et de radical unipotent M Nz-U, 2z~ - PN L est un sous-groupe parabolique de L, de facteur de
Lévi 2~ - M N L et de radical unipotent z~! - N N L. De plus

Pnz-Q=(Pnz-L)(PNz-U), Qnz'-P=Qnz"'-M)(Qnz"'-N),
NNnz-Q=(Nnz-L)(NNz-U), Unz'-P=Unz"' M)Unz' N).

En effet, le paragraphe précédent traite le cas ou P et @) sont standards et ot I'on prend pour
WP un systeme de représentants dans G des éléments de WM, Or P et @ sont conjugués
respectivement a des sous-groupes paraboliques standards P, = M1 Ny et Q1 = LUy, disons par
des éléments g et h respectivement :

Pl:g'P7 lehQ
On suppose aussi que

]\4129-]\47 lehL
De la décomposition

G = H Pl’lUQl
weWR1:P1
du paragraphe précédent, on tire

¢= JI Pwoi= ][] G -Pwr-@= ][ @6 wnn
wew®@t:F1 wew®@1P1 weWwQ1:F1

On a donc
G= H P(g~'wh)Q.

weWRL:P1

On choisit donc W@ = ¢g=IW®@u:P1h Montrons maintenant que pour tout z =€ g~ lwh €
MnNz-L, MNz-Q est bien un sous-groupe parabolique de M, de facteur de Lévi M Nz - L et
de radical unipotent M Nz-U. On a

MNz-Q= (g -M)Nn (g 'wh)- (A1 Q1) =g - (MiNw-Q,),
et donc M Nz - @ est un sous-groupe parabolique de M. De plus
MNz- Q=g ' - (Minw-L))(MyNw-Uy))=(MnNz-L)(Mnz-U).

Les assertions restantes se démontrent de la méme maniere.
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V.4.8 Sous-groupe de Levi maximaux

On dit qu’un sous-groupe de Levi est maximal s’il est facteur de Levi d’un sous-groupe para-
bolique maximal propre de G. Les sous-groupes de Levi maximaux standard de G correspondent
par la proposition aux parties de Ay de la forme

0 =Ap )\ {a},

a étant une racine simple. Il n’est pas difficile de voir en utilisant les considérations de la section
qu’un sous-groupe de Levi M est maximal si et seulement si (M) = 2, ou [(M) est définie
en[V.4.4

Supposons M standard donné par la partie Ag \ {a}. Soit w un représentant de ’élément
non trivial de W (M, x) /Wy dans G. Alors si P = M N est le sous-groupe parabolique standard
contenant M, et si P’ est le sous-groupe parabolique standard contenant M’ =w - M, on a

w-P=P.

V.5 Sous-groupes compacts

Les résultats de cette section sont démontrés dans [13].

V.5.1 Sous-groupes compacts maximaux

On fixe un sous-groupe parabolique minimal Py = MyNy de G comme dans la section
précédente.

Théoréme. Il existe un sous-groupe compact mazximal Ky de G, ouvert, tel que
(1) G = KoPy = PyK,.
(2) Pour tout s € Wg, il existe un représentant de s dans Ky.
(3) Soit P = MN un parabolique standard. Alors

KNP =(KonM)(KyNN).
(4) (Décomposition de Cartan)

G= H KoaKO = H KoafK().

aeCy aeCyf,feFy

(Voir pour les notations.)

(5) Pour tout parabolique standard P = M N le sous-groupe compact mazimal Ko N\ M de M
vérifie les propriétés (1) a (4) pour le parabolique minimal Py N\ M de M.

Un tel sous-groupe compact maximal Kq est dit adapté a Ay.

Corollaire. Si P est un sous-groupe parabolique quelconque de G, il est conjugué sous Ko a un
sous-groupe parabolique standard. De plus G/ P est compact.
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V.5.2 Décomposition d’Iwahori des sous-groupes compacts ouverts
On fixe Py, Ay, Ko comme dans le paragraphe précédent.

Théoréme ([23], 2.1). II existe une base de voisinages de l’identité dans G constituée de sous-
groupes ouverts compacts K tels que :

(i) K est un sous-groupe distingué de K.

(#i) Pour tout sous-groupe parabolique standard P = M N, on a une décomposition
K=KyKyKy, Ky=KNN, Ky=KNN, Ky=KnM

dite décomposition d’Iwahori de K selon P. De plus, Ca normalise Ky, CN'X normalise Ky et
Cy = (Ch)! normalise K.

(iii) Soit m € C{T. Alors N =J, m™"Knm", et N = |J, m"Kgm™". Le radical unipotent
d’un sous-groupe parabolique est donc la réunion de ses sous-groupes ouverts compacts. Plus
généralement, pour toute partie compacte T' de N (resp. T de J\_f), il existe € > 0 tel que pour tout
m e Ch(e), L Cm™Kym (resp. T C mKym™!).

(iv) Avec les notations de (iii), ’ensemble des N; := m'Kym~™", i € N, forme une base
de woisinages de Uidentité dans N. De méme Uensemble des N; := m~ Kym®, i € N, forme
une base de voisinages de Uidentité dans N. Plus généralement, pour tout sous-groupe ouvert
compact T de N (resp. T de N), il existe € > 0 tel que pour tout m € CX(E), mKym™ cT
(resp. m ' Kgm CT).

%

V.5.3 Décomposition de l’algébre de Hecke H(G, K)

On fixe Py, Ay, Ko comme dans le paragraphe précédent. Rappelons que si K est un sous-
groupe ouvert compact de G, et si g est un élément de G, nous avons défini en remarque
2, la distribution a4 x := ek * 04 * ex dans H(G, K). Lorsqu’il n’y a pas de risque de confusion,
par exemple si K est fixé, nous noterons cette distribution simplement a,.

Fixons un sous-groupe ouvert compact K de G, contenu et distingué dans Ky et admet-
tant une décomposition d’Iwahori selon les sous-groupes paraboliques standards. Choisissons un
systéme de représentants {z1,...,x,} des classes de K dans Kj.

Posons Hg := H (Ko, K). Il est clair que Hg est une sous-algebre de dimension finie de H(G, K)
dont une base est {ay, }i=1,.. r

Lemme. Pour tout g € G, on a :
Aglg; = Qgg;, QAg;0g = Qg,g-
Démonstration. Comme K est distingué dans Ko, ex * 65, = 05, * e, d’'out

Agly, = (ex *dg * €) * (€ * 0z, % eK) = €K * 0g * € * O, * €)

= ek *0g* 0y, * €K = Qgy, -
De méme, az,ay = Gz,gq. 0

Lemme. Soient zq, 20 € CJ. Alors az, a5, = 2y 2, -
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Démonstration. Ceci n’est pas complétement trivial car les élément de C’J ne normalisent pas K.
Nous allons donc utiliser la décomposition d’Iwahori de K selon Py que nous écrivons simplement
pour alléger les notations K = Ky K Kn. Donc, nous avons I'égalité suivante dans £'(G) (cf.

proposition [I1.3.11])

CK = eKN *CK ) ¥FEKNy = CKpN ¥ECK,, X eKN.
La seconde égalité étant obtenue par passage a 'inverse. On a de plus
nKnz ' CKN CK, 2'Kyzn CKy CK, z1Kyz'=KyCK
d’ou :
eK*eleszl = €K, €Z;1Kﬁz2*eK:6K, eK*eKM =e€eK.

Finalement

Gy 0y, = (€ %0, *ef) * (€ %05, x €K) = €k * 0,y % € % 0, * €
=eg * 0y *eKy * €K, *CK * 0y k€K

= €K K€, %0y % €Rc,, * 0y * €l K g2y ¥ OK

=ex %0y *€x,, %0, k€K = €K ¥ €F,, * 0y * 0y k€K

= €K *0zy2y ¥ €K = Gzy 2y

Comme Cj est un groupe abélien, on en déduit :

: + —
Corollaire. Pour tous z1,22 € Cy , a,a., = a,a., .

Soit D le sous-espace vectoriel de H (G, K') engendré par les af, f € Fp, et C le sous-espace
vectoriel de H(G, K) engendré par les a,, z € Car. Alors C est une sous-algebre de H(G, K).
Rappelons que 1'on a posé Hy = H(Ky, K).

Théoréme. L’algébre de Hecke H(G, K) se décompose en :

H(G, K) = HoDCH,.

Démonstration. Partons de la décomposition de Cartan G = KOF@C'JKO. Comme Ko = {J;_, Kz; =
Ui, :K, on en déduit

G= | Ez:FCfz,K.

i,j=1
Une base de H(G, K) est donc donnée par les
{0z, f20,},0,=1,...,0, f € Fy,z € C'a'.

Or Oy, frm; = Qg QfQy0y; d’apres les deux lemmes ci-dessus. O



V.5. SOUS-GROUPES COMPACTS 137

V.5.4 Calculs de fonctions modulaires

On a fixé une mesure de Haar a gauche pg sur G.
Proposition. Le groupe G est unimodulaire.
Démonstration. 11 s’agit de montrer que la fonction modulaire §g définie en est identique-
ment égale a 1. D’apres la décomposition de Cartan de G, |, A, KoAp Ky est d’indice fini dans
G. Comme d¢g est un caractére a valeurs dans R, il est trivial sur tout groupe compact, et il
suffit donc de montrer que dg(a) = 1 pour tout a € Ay. Soit K un sous-groupe ouvert compact
de G admettant une décomposition d’Iwahori selon Py. Choisissons aussi un sous-groupe ouvert

compact K; contenu dans K Na~'Ka, admettant lui aussi une décomposition d’ITwahori selon
Ppy. Simplifions les notations en posant P = Fy = M N. Ecrivons ces décompositions d’Iwahori :

K =KyKuKy, K=K, yKiuKin.

Une formule pour d;(a) est donnée par 1’équation (II.3.8.1) :

[a™'Ka: K]

dala) = (K : K]

(K : Ki] = [KyKu KN Ky g K v KN
= [Ky : K gl[Kn : K1 m][Kn 2 KN,

et de méme

[a™'Ka: Ki] =o' KyKyKna: Ky g K1y Ki ]
=[a'Kya: Kl’N][a_lKMa Ky vl ' Kya : Ky n).

Or a 'K ra = Ky, ot finalement

[a™'Kya: K, §][a~"Kya : K; ]

dg(a) = Ky : K, ] [Kn : KiN]

Rappelons que N est engendré par les sous-groupes unipotents U_,ve Ea'. Si l'on note m. la
multiplicité de la racine v dans E’@ et mo, la multiplicité de la racine 27, on a donc

II |7 1nw+2mg”

vesy

l[a”™ KNa Kl ~]
Ky : K

et de méme

—1
[a 'Kna: K1 N] H (@)~ (mat2ma) |
Ky : K1n] ot

Ceci montre que dg(a) = 1. O

Nous allons maintenant donner une autre expression pour dp\g(a). Soit pp une mesure de
Haar & gauche sur P et dp la fonction modulaire correspondante. On a alors, par définition

/ X ke (apa™) dpup (p) = 6p(a) / Viasten (9) dup (0),
P G
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c’est-a-dire up(a 'Ky Kya) = dp(a)up(KyKy)-
Comme K ;K est un sous-groupe compact de P, I’équation ([I1.3.8.1) donne ici

[a_lKMKNa : KLMKI,N]

opla) = [KmKn 2 Ky K N

De plus on a

(K KN - KK n) = K Koul][Kn 2 KN,
[ailKMKNa : KI,MKLN] = [ailKMa : K17JVIHCL71KNG : KI,N]-

Comme a~ 'K ra = Kjs, on obtient

[a_lKNa : Kl,N]

5P(a): [KN :Kl,N]

Comme ci-dessus, N est engendré par les sous-groupes unipotents U, v € 3(P). Un calcul
similaire a celui fait ci-dessus montre que 1’on a alors

opa) = [T Il tmt2m.
YEX(P)
Remarquons que ce calcul montre au passage que
dp(a) = dn(a) = 5 (a) "

pour tout a € A. Par le méme raisonnement que ci-dessus utilisant la décomposition de Cartan
(mais cette fois pour le groupe M plutot que G), I'égalité ci-dessus est valable en fait pour tout
a € M. On déduit de tout cela le

Lemme. Avec les notations ci-dessus, pour tout a € A,

op\cla) = ngDEZ; =6pla)™' =dn(a)™! =65(a) = H Iy (a) ™ T2m2 |,

YEX(P)

V.5.5 Démonstration du lemme combinatoire de Langlands

Le lemme combinatoire de Langlands est basé sur les propriétés de la projection sur un céne
dans un espace euclidien. Soit donc V un tel espace, de dimension finie, ot l’on note (.,.) le
produit scalaire. Fixons un cone ouvert C' de V', et notons "C' son dual

C={veV|Vwel, (v,w) >0}
Notons C et "C' les adhérence respective de C et "C.

Proposition. Pour tout v € V, il existe un unique élément vo = ps(v) de C, appelé projection
de v sur de C, vérifiant
(i) Yw € C, ||v — o] < [Jv — w]].
De plus, I’élément vy est caractérisé par l'une des propriétés suivantes, équivalentes d (i),
(ii) Yw € C, (v — g, w — vg) <0,

(iii) le vecteur vy — v est dans C et (v — vg,vo) = 0.
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L’existence de la projection est un résultat établi plus généralement pour toute partie convexe
fermée d’un espace de Hilbert. L’équivalence des conditions (7), (i4) et (iii) pour les cones est
élémentaire et laissée au lecteur.

Fixons maintenant une base {aq,...,a,} de V, et notons {w,...,w,} la base duale. On
suppose désormais que C' est le cone ouvert engendré par les vecteurs wy, ... ,wy, c’est-a-dire :

C={v= Ztiwi, t; > 0}.
1=1

On a alors .
C={w= Zsiai, s; > 0}.
i=1
Corollaire. Pour tout v € V, il existe une partie unique F(v) de {1,...,n} telle que
v = Z tyw; — Z sj aj,
i¢ F(v) JEF(v)

avec t; >0, s; > 0. On a alors

vy = ps(v) = Z t; w.

Démonstration. Soit v € V. Sa projection vg sur le céne C' s’écrit

n
Vo = Z ti W
i=1
ou les ¢; sont positifs ou nuls. Soit F'(v) = F(vg) 'ensemble des i tels que t; est nul, de sorte que

vy = Z t; Wi, t; > 0.
i¢F(v)

Décomposons v — vy dans la base {ay,...,an} :

n
Vo — V= E S5 0.
i=1

D’apres le (i4i) de la proposition, vy — v est dans“C, se qui se traduit par s; > 0, et d’autre part
vo — v est orthogonal & vy, ce qui donne s; =0si j ¢ F(v).

Réciproquement, si v = Zig{F(v) t; wi_ZjeF(v) 55 auj, on voit que vg = ps(v) = ZW:F(U) t; wi,
ce qui montre I'unicité de F(v).

On reprend les notations de|V.3.16] L’espace vectoriel V est maintenant (a$;)*, dont une base

est A(P) = {ou,..., a1}, les a; étant les restrictions & ap; des racines dans Ay \ A}’. Notons
{w1,...,w;} la base duale. Le cone C' ci-dessus est donc le cone noté G[(a§;)*]* en [V.3.16] le

cone "C étant celui noté +[(a§,)*]G.

Soit u € (a$))*. D’aprés ce qui précede, il existe une partie F(u) de {1,...,1} telle que u

s’écrive
on = E ti W; — E S5 0y,

igF () JEF (1)
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avec t; > 0 et s; > 0. Or, une telle partie F((u) de {1,...,l} détermine un unique sous-groupe
parabolique standard @ = LU de G contenant P tel que A(Q) soit la restriction & ay, des racines

a; avec i dans {1,...,1}\ F(u).
On pose pt = Y opytiwi et = = sja;. Il est clair que p* € G[(aF)*]" et p~ €

—pii (M(afp) g



Chapitre VI

Représentations des groupes
réductifs p-adiques

Ce chapitre constitue le cceur du livre. Il expose la théorie du “centre de Bernstein”, qui
donne une description explicite du centre de la catégorie M(G) des représentations lisses sur
un groupe réductif p-adique G. Défini abstraitement, le centre d’une catégorie abélienne A est
I’ensemble, muni d’une structure d’anneau, des transformations naturelles du foncteur identité
de la catégorie A vers lui-méme. Dans le cas ou A est la catégorie des modules non-dégénérés sur
une C-algebre a idempotents A, nous avons donné dans le chapitre I une description de ce centre
comme centre de ’'anneau complété A. Lorsque A = M(G), la catégorie des représentations lisses
sur un groupe totalement discontinu G, I’équivalence de catégorie M(G) ~ M(H(G)) établie
au chapitre II permet de donner une description du centre de cette catégorie comme algebre de
convolution de distributions invariantes essentiellement compactes. Cette description est d’une
nature géométrique. La théorie de Bernstein en donne une autre, de nature < spectrale >». Pour
mieux comprendre de quoi nous parlons, il peut étre utile de rappeler ce qui se passe pour les
groupes finis. Si G est un groupe fini, la catégorie des représentations de G est équivalente a la
catégorie des C[G]-modules unitaires, C[G] étant 'algebre (sur C) du groupe G, que l'on voit
comme l'algeébre des fonctions sur G a valeurs dans C, muni du produit de convolution. Dans
ce cas, nous savons que le centre de la catégorie s’identifie naturellement au centre de 'anneau
C[G], c’est-a-dire a l'algebre C[G]¢ des fonctions constantes sur les classes de conjugaisons de
G. Or il existe deux bases naturelles de C[G]® : une provenant de la géométrie, et constituée
des fonctions caractéristiques des classes de conjugaison de G, et lautre, spectrale, constituée
des caracteres des représentations irréductibles. Nous avons vu en quoi consiste ’analogue pour
les groupes t.d. de la premiere de ces bases. La théorie du centre de Bernstein donne I’analogue
pour les groupes réductifs p-adiques de la deuxieme.

La structure des groupes réductifs p-adiques rappelée dans le chapitre précédent met en
évidence le fait qu’un tel groupe posséde des sous-groupes remarquables, les sous-groupes de
Levi, qui sont encore des groupes réductifs p-adiques. L’idée qui sous-tend toute la théorie des
représentation de ces groupes depuis l'origine est que 'on peut étudier les représentations du
groupe G via les foncteurs d’induction parabolique, définis par les constructions générales du
chapitre III, entre catégories des représentations lisses des sous-groupes de Levi et catégorie des
représentations lisses de G.

Nous commencons donc par définir ces foncteurs, notés ig, ou P = MN est un sous-groupe
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parabolique de G, comme composition de foncteurs étudiés au chapitre III. Nous en déduisons
immédiatement ’existence d’un adjoint a gauche, noté rg, donné de maniére explicite (foncteur
de restriction parabolique, aussi appelé foncteur de Jacquet), et existence d’un adjoint & droite.
La détermination de cet adjoint & droite comme étant le foncteur de Jacquet Tg est un résultat
profond, appelé second théoréme d’adjonction de Bernstein, et viendra beaucoup plus loin dans
le chapitre. Ces foncteurs sont normalisés de sorte que ig préserve 'unitarité des représentations.

Ces foncteurs sont d’autre part exacts, les foncteurs d’induction étant de plus fideles.

Ayant défini les foncteurs d’induction, se dégage naturellement la notion de représentation
supercuspidale. Heuristiquement ces représentations sont celles qui ne proviennent pas des sous-
groupes de Levi, par les foncteurs d’induction. Plus précisément, une représentation est super-
cuspidale si son image par tous les foncteurs de Jacquet rg est nulle, ou P décrit ’ensemble
des sous-groupes paraboliques propres de GG. Une représentation irréductible lisse de G est soit
supercuspidale, soit elle apparait comme sous-représentation d’une représentation induite d’un
sous-groupe de Levi. Ainsi une bonne partie de la théorie des représentations des groupes réductifs
se ramene a deux problemes : I’étude des représentations supercuspidales et I’étude des foncteurs
d’induction parabolique.

Un premier résultat, le théoreme d’Harish-Chandra, caractérise les représentations supercus-
pidales par une condition de support de ses coefficients matriciels : leur support est compact
modulo le centre Z(G) de G. On retrouve donc presque la définition des représentations com-
pactes du chapitre IV, a cette nuance pres apportée par le centre du groupe. Il est donc im-
portant de comprendre les conséquences de cette nuance, et de voir quels résultats de la théorie
des représentations compactes peuvent étre conservés. Tout d’abord, comme les représentations
compactes, les représentations supercuspidales irréductibles sont admissibles. On en déduit ’ad-
missibilité de toutes les représentations lisses irréductibles par le fait que les foncteurs d’induction
parabolique préservent ’admissibilité. Ce résultat est une généralisation assez immédiate du cas
des représentations compactes, mais on peut ’améliorer de maniere cruciale en tirant partie
de la structure des groupes réductifs par un théoreme d’admissibilité uniforme : si G est un
groupe réductif p-adique, et K un sous-groupe ouvert compact de G, il existe une constante
positive ¢ tel que la dimension de VX, pour toute représentation irréductible lisse V' de G,
soit majorée par c. Ce fait est la base de tous les développements ultérieurs de la théorie de
Bernstein. Il permet d’obtenir une premiére décomposition de la catégorie M(G), a partir des
décompositions de catégories obtenues au chapitre IV en utilisant les représentations compactes.
Il faut tenir compte du rdle joué par le centre, lorsque celui-ci est non compact, et introduire
une relation d’équivalence sur les représentations supercuspidales, dont les classes sont appelées
classes d’inertie : deux représentations sont dans la méme classes si elles different par un caractere
non ramifié de G. L’ensemble des caractéres non ramifiés de G étant muni d’une structure de
variété algébrique complexe (c’est un tore), et D étant isomorphe (non canoniquement, il faut
choisir un point de base) & un quotient de ce tore par un sous-groupe fini, D admet aussi une
structure de variété algébrique complexe, et c’est encore un tore. Ayant fixé une classe d’iner-
tie D de représentations supercuspidales irréductibles de G, toute représentation lisse (w,V)
s’écrit comme somme directe d’une représentation dont tous les sous-quotients irréductibles sont
dans D, et d’une représentation dont aucun sous-quotient irréductible n’est dans D. Mais le
théoréme d’admissibilité uniforme, par le biais du critére de finitude (KF') du chapitre IV, en-
traine une décomposition beaucoup plus fine de M(G) : toute représentation lisse (m, V') s’écrit
comme somme directe d’une représentation supercuspidale, elle-méme somme directe sur les
classes d’inertie D de représentations dont tous les sous-quotients irréductibles sont dans D,
et d’une représentation dont aucun sous-quotient irréductible n’est supercuspidal. Ceci consti-
tue une premiere étape du théoréme de décomposition de Bernstein, qui décrit M(G) comme
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produit de catégories indécomposables. Il reste a décomposer la partie non cuspidale, ce que
nous ferons par ’étude fine des foncteurs d’induction parabolique. Mais avant cela, décrivons
completement les facteurs supercuspidaux de la décomposition. Fixons donc une classe d’inertie D
de représentations supercuspidales irréductibles de G, et notons M(G)p la sous-catégorie pleine
des représentations lisses dont tous les sous-quotients irréductibles sont dans D. Cette catégorie
admet un petit (c’est-a-dire de type fini) progénérateur, que nous exhibons, et qui donne par
des arguments généraux de théorie des catégories, une équivalence de catégories entre M(G)p
et la catégorie des modules a droite sur 'anneau des endomorphismes de ce progénérateur. La
structure de cet anneau est bien comprise : c’est une C-algebre de polynémes de Laurent, un
peu tordue, c’est-a-dire qu’elle n’est commutative qu’a multiplication par des facteurs scalaires
pres. En revanche, le centre de cette algebre est bien une algebre de polyndémes de Laurent. C’est
en fait I’algébre des fonctions polynomiales de la variété D. Un élément z du centre de M(G)p
est identifié & une fonction sur D, et ’évaluation de cette fonction en un point 7 de D est le
scalaire par lequel, selon le lemme de Schur, z agit dans ’espace de la représentation m. Ceci
termine lanalyse de la partie supercuspidale de M(G). Remarquons au passage qu’il découle
de la description du centre de M(G)p comme algeébre de polynémes de Laurent que c’est une
algebre noethérienne.

Le résultat clef permettant d’analyser la partie induite de M(G) est le lemme géométrique
de restriction induction, qui analyse la composition des foncteurs TS o ig lorsque P = M N et
@ = LU sont deux sous-groupes paraboliques de G. Ce lemme, basé sur la structure des orbites de
Q dans la variété compleéte P\G donne une filtration de 7‘8 OiIGD dont le gradué associé est somme
directe de foncteurs de la forme ié, ow o r%, ot P = M’'N’ est un sous-groupe parabolique de
M, w désigne a la fois un élément de G et ’automorphisme intérieur qu’il définit, et Q' = L'U’
est un sous-groupe parabolique de L conjugué & P’ tel que w - L' = M’. Grace a ce résultat,
il devient possible de comprendre la structure des représentations induites de représentations
supercuspidales irréductibles d’un sous-groupe de Levi. En premier lieu, on obtient le fait qu’une
représentation induite n’admet aucun sous-quotient supercuspidal et est de longueur finie.

Une donnée cuspidale est un couple (M, p) o M est un sous-groupe de Levi de G et p
une représentation supercuspidale irréductible de M. Deux données cuspidales sont associées si
elles sont conjuguées sous G. Si (Mq, p1) et (Ma, p2) sont deux données cuspidales, et si Py, P,
sont des sous-groupes paraboliques de G respectivement de facteur de Levi M; et N, alors les
représentations induites iIGDIpl et i% p2 admettent un sous-quotient irréductible commun si et
seulement si les données cuspidales (M, p1) et (Ma, p2) sont associées. Les suites de Jordan-
Holder de iglpl et i]% p2 sont alors équivalentes.

Nous poursuivons I’étude des foncteurs ig, rg, en établissant qu’ils préservent certaines classes

de représentations. Il est élémentaire que les foncteurs i% préservent 'admissibilité, et que les
foncteurs Tg préservent le type fini. Le lemme de Jacquet, dans une premiére version ne s’ap-
pliquant qu’aux représentations admissibles, montre que les foncteurs r§ préservent aussi I'ad-
missibilité. C’est une conséquence simple du lemme géométrique que les foncteurs iIGD préservent
les représentations de longueur finie. Le théoréme de Howe établit qu'une représentation est de
longueur finie si et seulement si elle est de type fini et admissible. Il en découle que les foncteurs
rg préservent les représentations de longueur finie.

Nous continuons ensuite ’étude de la partie induite de la catégorie M(G). Pour cela, il
faut munir Pensemble des classes d’équivalence (pour la conjugaison) de données cuspidales
Q(G) de G d’une structure de variété. Celle-ci est héritée du fait que les classes d’inertie de
représentations supercuspidales irréductibles des facteurs de Levi de GG sont munies d’une telle
structure, nous avons méme vu que ce sont des tores complexes. Il faut tenir compte de la
conjugaison, et nous voyons alors que 2(G) est une union disjointe (infinie) de composantes
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connexes, elles-mémes étant des variétés algébriques complexes, plus précisément des quotients
de tores par l'action d’un groupe fini. Nous notons B(G) 'ensemble des composantes connexes de
Q(G). A chaque représentation lisse irréductible de G, on peut associer, grace aux propriétés des
induites énoncées ci-dessus, un élément de Q(G) appelé support cuspidal (ou encore, par analogie
avec la théorie des groupes réels, caractére infinitésimal) de la représentation, ne dépendant
que de la classe d’isomorphie de celle-ci. Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme de
décomposition de Bernstein. Pour tout élément s de B(G) (c’est-a-dire une composante connexe
de Q(Q)), soit M(G)s la sous-catégorie pleine des représentations de M(G) dont tous les sous-
quotients irréductibles ont un support cuspidal dans s. Alors M(G) est le produit sur B(G) des
catégories M(G)s. La démonstration de ce théoréme s’appuie sur les propriétés des foncteurs
d’induction et de restriction précédemment établies. Comme corollaire, nous en déduisons une
propriété de noethérianité de la catégorie M(G), ce qui implique que les foncteurs i préservent
les représentations de type fini.

Suivant les idées ayant présidé a ’analyse de la partie cuspidale, nous souhaiterions main-
tenant analyser chacune des composantes M(G)s, en décrivant ces catégories comme catégories
de modules sur une algebre unitaire, et obtenir par ce moyen une description de leurs centres.
Pour cela, comme pour les composantes cuspidales, il nous faut exhiber un petit progénérateur
de ces catégories. L’idée naturelle est d’obtenir celui-ci par induction parabolique a partir du
petit progénérateur d’une composante cuspidale D d’un Levi M tels que (M, D) détermine la
composante connexe 5. Nous avons vu que les foncteurs d’induction préservent le type fini, ce
qui montre que I'objet obtenu ainsi est petit. Un résultat technique nous permet de voir que cet
objet ne dépend pas des choix faits de M et D, et il en résulte assez facilement que c’est bien
un générateur de la catégorie. Il reste a montrer que c’est aussi un objet projectif. Comme z‘g
admet un adjoint & droite, un résultat général nous dit qu’il suffit que cet adjoint soit un fonc-
teur exact. Nous avons affirmé ci-dessus que ’adjoint & droite de ig est rg, et donc est exact.
La démonstration de ce résultat, le second théoreme d’adjonction de Bernstein, est délicate. Elle
passe par deux résultats intermédiaires, qui serviront encore par la suite. Le premier est la version
forte (sans hypotheése d’admissibilité) du lemme de Jacquet, qui affirme que si K est un sous-
groupe ouvert compact de G admettant une décomposition d’Iwahori K = K 5Ky K selon les
sous-groupes paraboliques standards, alors pour toute représentation lisse (m, V') de G, I'applica-
tion naturelle de VX dans son module de Jacquet r& (V) réalise une surjection sur 7§ (V)% De
plus, on obtient une section canonique de cette surjection. De ceci, on tire le second résultat, qui
est l'existence d’une dualité non dégénérée M-équivariante entre les espaces r§(V) et rg(f/),
pour toute représentation lisse (7, V) de G, et tout sous-groupe parabolique P = MN de G.
La dualité de Casselman est équivalente au second théoréme d’adjonction, et I'on a donc des
progénérateur explicites des catégories M(G)s. A partir de 14, on obtient comme pour les com-
posantes cuspidales, une description du centre de la catégorie M(G)s comme algebre de fonctions
polynomiales sur la variété s, le fait que les catégories M(G)s sont indécomposables, et la des-
cription du centre de la catégorie M(G) toute entiére comme algebre de fonctions polynomiales
sur (G).

Dans toute ce chapitre, G désigne un groupe réductif p-adique au sens du chapitre précédent,
dont on suit les notations.

1. Dualité de Casselman, qui I’a établie dans le cas ol 7 est admissible. Il est nécessaire de s’affranchir de cette
hypothése pour obtenir le second théoréme d’adjonction.



VL1. LES FONCTEURS I$ ET R$ 145

VI.1 Les foncteurs i% et 7§

VI.1.1 Propriétés d’adjonction

Soit P = M N un sous-groupe parabolique de G. Particularisons a la situation présente les
résultats des paragraphes [[I1.2.9] et [[T[.2.10] Comme M normalise N, on a d’aprés la remarque

un foncteur

jn : M(G) > M(M), (=, V) (7N, VN).

Plus exactement, ce foncteur est la composition du foncteur d’oubli F§ : M(G) — M(P)
et du foncteur jy : M(P) = M(M). Le fait que 'on ait deux objets mathématiques différents
notés de la méme fagon ne devrait pas poser de probléme ici.

Dans le sens opposé, si (7, E') est une représentation lisse de M, on la prolonge trivialement
a P, c’est-a-dire 7(mn) = 7(m) pour tout m € M et tout n € N (si ¢ : P — M est donnée
par la composition de la projection canonique P — P/N et de I'isomorphisme P/N ~ M, cette
représentation de P est FA(E) ott FA est le foncteur d’oubli associé a ¢, mais remarquons
que d’apres c’est aussi "FAM(E)). En induisant ensuite de P & G, on obtient ainsi une
représentation de G. Nous simplifierons les notations en écrivant simplement Indg(T, E) au lieu
de Ind$(FM (7, E)). Ceci définit un foncteur de M(M) dans M(G). Donnons les premiéres
propriétés de ces foncteurs.

Théoréme. Le foncteur jy : (m,V) — (7N, Vy) de M(G) dans M(M) est est l'adjoint d gauche
du foncteur d’induction Indg. Pour toute représentation lisse (1, E) de M et toute représentation
lisse (7, V) de G, on a un isomorphisme naturel

HomM((TrNy VN)? (7-7 E)) = HOIng((ﬂ', V)a IndIGD(Tv E))
Les foncteurs IndIGg et jn sont exacts.

Démonstration. Comme nous 'avons remarqué ci-dessus, jy : M(G) = M(M) est la composi-
tion du foncteur d’oubli F§ : M(G) — M(P) et du foncteur jn : M(P) — M(M). Nous avons
vu en que ce dernier est I'adjoint & gauche de "FA ~ FM. Comme F§ est I'adjoint &
gauche de Indg, on en déduit la premiere assertion. En résumé :

G .
N T M(G) T M(P) 225 M(M)
Ie, F=FY Ind§
Ind3 : M(M) " "—" M(P) — M(G)
sont adjoints par composition des foncteurs adjoints.

L’exactitude de jx : M(G) — M(M) provient de I'exactitude du foncteur d’oubli F§ et
de l'exactitude de jy : M(P) — M(M) (corollaire . L’exactitude de Ind% : M(M) —
M(G) provient de 'exactitude de Ind% : M(P) — M(G) (proposition , et du fait que
le foncteur d’oubli FA! étant isomorphe au pseudo foncteur d’oubli "F37, il admet un adjoint &
droite et a gauche, et est donc exact.

Gréce aux propriétés des foncteurs adjoints (A.V]), nous déduisons le :
Corollaire. Le foncteur jy préserve les colimites et le foncteur IndIGg préserve les limites.

Remarque. Il se trouve que IndIGp admet aussi un adjoint & droite. En effet, la variété G/P
étant compacte, d’apres le lemme [[T1.2.3]

nd$ = Ind% o FA = ind% o FA.
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Or le foncteur d’oubli FA admet un adjoint & droite, le foncteur I} . D’autre part, ind% =
PS(e ® (5;{6:) d’apres le théoreme [I11.2.6, Or PS (resp. @ ® 5;%0) admet le pseudo-foncteur

d’oubli V}'g (resp. ® ® dp\, cf. remarque 3) comme adjoint & droite. Par conséquent,

Indg préserve les colimites.

VI.1.2 Normalisation

Soit P = M N un sous-groupe parabolique de G. Nous normalisons le foncteur d’induction
parabolique comme dans la section en tenant compte du lemme pour obtenir un
foncteur qui commute avec le foncteur 7 — 7 de la section [[IL.1.6] Nous posons donc, pour toute
représentation lisse (7, F) de M,

(VL1.2.1) iS(m,E) = Ind%(r ® 6,"/%, E)

De méme, nous normalisons le foncteur jy de restriction parabolique pour obtenir I'adjoint &
gauche de ig. Pour toute représentation lisse (m, V') de G, on pose

(VL.1.2.2) r§(m, V) = (mn @ 6%, Viv).

Remarque. Il semble que nos conventions different de celles généralement adoptées, qui rem-
placent dp par son inverse dans les formules ci-dessus. Ceci vient de notre choix initial de la
fonction modulaire en On remarque les calculs du lemme font aussi apparaitre ce
probleme, et qu’a défaut d’étre standard, nos conventions sont cohérentes.

Proposition. Les foncteurs
iG: M(M) = M(G), r8: M(G) — M(M)
sont exacts. Le premier est l’adjoint a gauche du second.

Démonstration. Ceci résulte sans difficulté du théoréme puisque les effets des normalisa-
tions se compensent (cf. remarque [[I1.1.15] 3). O

Les foncteur ig et rg seront respectivement appelé foncteur d’induction et de restriction
parabolique.

Corollaire. Le foncteur ig préserve les limites. En adaptant la remarque du paragraphe précédent,
on voit facilement qu’il préserve aussi les colimites. Le foncteur ’I"IGD préserve les colimites.

Remarques. Comme dp est a valeurs dans R’ sa restriction a tout sous-groupe compact de
P est triviale. Comme le radical unipotent IV est réunion de ses sous-groupes compacts ouverts,
la restriction de dp & IV est nulle. La représentation ig (1, E) a donc pour espace ’ensemble des
fonctions f : G — F telles que pour tous m € M, n € N, g € G,

(VL1.2.3) f(mng) = 6p"/*(m)r(m) - f(g).
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VI.1.3 Le foncteur 7§ préserve le type fini

Proposition. Soit P = MN un sous-groupe parabolique de G. Soit (mw, V') une représentation
lisse de type fini de G. Alors (mn, Vi) est de type fini. Il en est de méme de r&(m, V).

Démonstration. Soit {vy, ..., v} un ensemble de vecteurs de [ engendrant V' comme représentation
de G. Choisissons un sous-groupe ouvert compact K de G fixant tous les v;, pour i = 1,...,[.
Comme P\G est compact, P\G/K est fini. Soient {g1,...,gn} un systéme de représentants de
ces doubles classes. Alors V' est engendré comme P-module par les vecteurs de la forme 7(g;) - v;,

it =1,...,0, 7 = 1,...,n. Comme N agit trivialement sur Vy, Vy est engendré comme M-
module par les images des m(g;) - v; dans V. La normalisation n’y change rien, et I'on en déduit
la derniére assertion. O

VI.1.4 Transitivité de & et i%.

Soient P = M N et Q = LU deux sous-groupes paraboliques semi-standard de G avec P C Q.
Alors LN P = M(LN N) est un sous-groupe parabolique de L, N = (NN L)U et (LN P)U =
MN = P.

Lemme. Soient P = MN C Q = LU deux sous-groupes paraboliques semi-standard de G. Alors

G _ ;G L G _ L G
Up =15 0lpnr €L TP =TLApOTH-

Démonstration. Remarquons tout d’abord que nous commettons un abus de langage, ce que nous
écrivons comme des égalités de foncteurs n’étant en fait que des isomorphismes naturels. On a

TP 07”8 = (- ®5}19/F?L) o jnnL o Fpapo (- ®5c12/2) o ju O]:8~
Or, on voit facilement que
Fharo (- ®5¢%) = (- ®8g”) 0 Fhr,
Fhapoju =juo ]"(Qmp)w
JnaLo (- ® 522/2) =(-® 552) °jNNL-
Cette derniere égalité provient du fait que g\ est trivial sur VN L. On obtient donc
1/2

1/2 . .
. ®6PQL)O(' ®6Q/ )O]NQLO]UO]:(?DQL)UO]:S

/2 ¢1/2

rinporG = (

= (- ®0p g )ojn o Fp
(
r

On a utilisé la transitivité des foncteurs j (lemme [[I1.2.9)) et des foncteurs d’oubli et les égalités
dp=90n, dg =4y

de la section L’expression de ces derniéres en termes de racines montre que d vy = Oy .
On a donc montré la seconde assertion. La premiére en découle par adjonction des foncteurs r
et 7 et unicité de l'adjoint (cf. |A.V]). O
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VI.2 Représentations supercuspidales et admissibilité

VI.2.1 Représentations supercuspidales

Définition. Une représentation lisse (7, V') de G est dite supercuspidale si pour tout sous-groupe
parabolique propre P = M N de G, r4(V) est nul.

Remarques. 1. Une représentation lisse (7, V') de G est supercuspidale si pour tout sous-groupe
parabolique standard P = M N de G, r§(V) est nul.

— 2. Comme r}Cj est exact, tout sous-quotient d’une représentation supercuspidale est supercus-
pidal.

Le sous-groupe °G a été défini en

Théoréme. Soit (7, V) une représentation lisse de G. Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) (m,V) est supercuspidale,
b) Les coefficients matriciels de (m,V') sont & support compact modulo le centre Z(QG),

¢) la restriction de (w,V) a °G est compacte.

Démonstration. [b) = ¢)] Soient v € V, A € V. On veut montrer que la restriction du coefficient
matriciel ¢, x & OG est & support compact. Notons C' le support de ¢, » dans G et soient °C' =
C N°G, 0C Timage de °C dans °G/(°G N Z(@G)) et C I'image de C' dans G/Z(G). L’inclusion
naturelle °G/(°G N Z(G)) < G/Z(G) permet de voir °G/(°G N Z(G)) comme un sous-groupe
fermé de G/Z(G). Comme par hypothése C' est compact,

0C =Cn(°G/(°G N Z(G)))

est compact.

Le théoréme 2.6 de [31], affirme que si H est un sous-groupe compact d’un groupe topologique
G, et si G/H est compact, alors G est compact. Soit K un sous-groupe compact de °G/(°G N
Z(G)), et K son image inverse dans °G. En vertu de ce résultat, et du fait que °G N Z(G) est
compact , K est un sous-groupe compact. On peut recouvrir °C' par un nombre fini de
translaté de K, et I'on peut donc recouvrir °C' par un nombre fini de translatés de K. Ceci
montre que °C' est compact.

[¢) = a)] Soit P = MN un sous-groupe parabolique propre de G, de composante déployée
A. En particulier, Ag est strictement inclus dans A. Sans perte de généralité, on peut supposer
que P est standard. Soit v € V. On veut montrer que v € V(NN). Soit K un sous-groupe compact
ouvert de G admettant une décomposition d’Iwahori selon P,

K=KyKyKy

(cf. et tel que v € VE,

Soit t € A** N %G (un tel élément existe d’aprés [V.3.25). Pour toute racine a € A(P),
|a(t)|r < 1, et donc, pour toute partie compacte C' de R? , il existe mg € N tel que si |m| > my,
|a(t™)|F n’est pas dans C. Il s’ensuit que pour toute partie compacte de AN°G, il existe mg € N
tel que si |m| > mq, ™ est en dehors de cette partie compacte. Comme la restriction de (w, V)
a G est compacte par hypothese, on a

mleg)m(t™) v =0
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pour m assez grand. Donc, pour m assez grand,

m(eg-mucpm) -0 = T(€—m gy pm )T (€4=m ey ppm )T (€=m g gom ) - v = 0.

Comme t € A, il est central dans M et t™" Kt = Kpy C K. De méme, t 7" Kzt"™ C Ky C K,
d’ou
T(ep—mppyem) - v = 0.

Comme t~™Kpnt™ est un sous-groupe compact de N, on a v € V(N) d’aprés la proposition

MT2.9

[a) = b)] Montrons que si (m, V) n’est pas compacte modulo le centre, alors il existe un
parabolique P = MN tel que Vi # 0. Par conjugaison, et par transitivité des foncteurs de
restriction, on pourra chercher un tel parabolique qui soit standard et maximal. Soit ¢,  un
coefficient matriciel dont le support n’est pas compact modulo le centre. La décomposition de
Cartan G = KOF@C’JKO montre qu’il existe un f € Fj et une suite d’éléments distincts
tneCJ,nENtelsque

Supp ¢, x N Ko ft, Ko # 0,

et tels que I'ensemble des t,, n’est contenu dans aucune partie compacte modulo le centre de
G. 1l existe alors une racine o € Ay telle que {|a(ty)|r tnen ne soit contenu dans aucune partie
compacte de R, et donc, quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que

(VI.2.1.1) lim |a(t,)|r = 0.

n—oo

Considérons le sous-groupe parabolique standard maximal P = M N = P, = M,N,, associé
a la partie Ay \ {a} de Ay. Choisissons un sous-groupe compact ouvert K de G, ouvert et
distingué dans Ky, admettant une décomposition d’Iwahori selon P, K = KKy Ky, et tel que
veVE XeVE. Comme [Ko, K] est fini, on peut trouver ki, ko dans K tels que

Supp ¢px N k1 K ft, Kky # 0
pour une infinité de n. Pour chacun de ces n, choisissons k], et k// dans K tels que

Go(k1kl, ftok,ka) # 0.

On a :
bu (k1 kl, ftokll ko) = N (kiklky ) (ky ftoke)m(ky kllks) - v)
/\(W(klft ko) - v) = /\1( (tn) - v1)

= (mery) - M) (m(tn) - v
1(7T(€KN) (tn) - v1)
L (tn)m(e-15 s, ) - v1) # 0.

A
A

La deuxieme égalité vient du fait que K est distingué dans K et que v et A sont fixés par K. On
pose ensuite v; = 7(fks) - v et Ay = #(k;') - A (on remarque que ¢, et f commutent). Comme
A1 est fixé par K, et donc par K, on arrive facilement au bout du calcul. On obtient donc que

m(e;-1peye,) - v1 # 0. Or (VL2.1.1) entraine que N = (J,,¢ t 1 Knt, et donc v; ¢ V(N). Ceci

montre que Vy est non nul. O
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Remarques. 1. Si le centre de G est compact, une représentation est compacte si et seulement
si elle est supercuspidale.

— 2. Une autre condition équivalente pour qu’une représentation (m, V') soit supercuspidale est
que les fonctions fx ., définies en [[V.1.3| soient & support compact modulo Z(G). Ceci se voit
facilement en adaptant la démonstration du théoréme [[V.1.3]

Corollaire. Soit (m,V) une représentation lisse irréductible de G. Alors il existe un sous-
groupe paraboligue P = MN de G (que l'on peut supposer standard) tel que rG(m, V) soit une
représentation supercuspidale de M. Par réciprocité de Frobenius, il existe une représentation su-
percuspidale irréductible de (1, E) de M telle que (7, V') soit une sous-représentation de i%(t, E).

Démonstration. Soit P = MN un sous-groupe parabolique standard de G, minimal pour la
propriété rG(V) # 0 (ceci existe car pour P = G, r§(V) = V # 0). Rappelons (cf. |V.3.13)
que les sous-groupes paraboliques standards de M sont les traces des paraboliques standards
P’ = M'N’ de G tels que P’ C P. D’aprés le lemme onarM . or§(V) =rS (V).
Par minimalité de P, on a r§, (V) = 0, et donc r§(m, V) est supercuspidale. De plus, le lemme
affirme que 7§ (7, V) est de type fini, donc admet un quotient irréductible. Soit (7, E) un
quotient irréductible de 7§ (w, V). Comme les foncteurs r sont exacts, (7, E) est supercuspidale
et ’on a par la réciprocité de Frobenius :

0 # Homp (r§(m, V), (1, E)) = Homg ((7,V),i% (7, E)).

O

Nous notons M(G) . la sous-catégorie pleine de M(G) dont les objets sont les représentations
supercuspidales de G. Comme M (G),. est stable par passage aux sous-quotients, c’est une
catégorie abélienne. Nous notons Irr(G),. 'ensemble des classes d’isomorphie de représentations
supercuspidales irréductibles de G.

VI.2.2 Admissibilité des représentations irréductibles

Le rapport établi entre représentations supercuspidales et représentations compactes et les
propriétés de 'induction parabolique permettent de montrer le résultat suivant.

Théoréme. Soit (7,V) une représentation lisse irréductible de G. Alors (m,V) est admissible.

Démonstration. D’apres la proposition toute représentation compacte de type fini est
admissible. Or, une représentation supercuspidale irréductible & une restriction a °G qui est
compacte, d’apres le théoréme et de type fini, car le quotient G/°GZ(G) est fini (propo-
sition , et Z(G) agit par des scalaires sur une représentation irréductible d’apres le lemme
de Schur [[IT.T.8] Cette restriction est donc admissible. Tout sous-groupe compact de G étant
contenu dans °G, I'admissibilité d’une représentation ne dépend que de sa restriction & °G. Il est
donc clair qu'une représentation supercuspidale irréductible est admissible. En général, d’apres
le corollaire du paragraphe précédent, on peut plonger (7, V') dans une représentation de la forme
i%(7, E), avec (7, E) supercuspidale irréductible, et donc admissible. D’aprés le lemme
i%(7, E) est admissible, et donc (7, V) aussi. O



VI.2. REPRESENTATIONS SUPERCUSPIDALES ET ADMISSIBILITE 151

Corollaire. Soit (m, V) une représentation lisse de G. Alors m est irréductible (resp. supercus-
pidale irréductible) si et seulement si 7 est irréductible (resp. supercuspidale irréductible) .

Démonstration. Ceci découle du théoréme et du corollaire O

VI.2.3 Théoréme d’admissibilité uniforme

Le théoreme du paragraphe précédent montre que si K un sous-groupe compact ouvert de
G, pour toute représentation lisse irréductible (7, V) de G, dim VX est finie. Mais a priori, cette
dimension peut devenir arbitrairement grande lorsque (7, V') varie. En fait, il n’en est rien, comme
le montre le

Théoréme. Soit K un sous-groupe compact ouwvert de G. Il existe une constante positive ¢ =
c(G, K) telle que pour toute représentation lisse irréductible (7, V) de G, dim VE < c.

Démonstration. On peut reformuler ce résultat en utilisant le théoreme [IL.T.5] Il est équivalent
au fait que tous les modules simples de l'algebre H(G, K) sont de dimension bornée par une
constante positive ¢ = ¢(G, K). L’ingrédient principal de la démonstration est la décomposition

H(G, K) = HoDCHg

du théoreme Soit (p, W) un H(G, K)-module simple. Le résultat d’admissibilité
réinterprété comme ci-dessus, nous dit qu'un tel module est de dimension finie, disons ici dim W =
k. Par le théoréme de Burnside ([35], corollaire XVI1.3.3) p: H(G, K) — End(W) est surjective.
Comme p(C) C End(W) est commutative et engendrée par les a,, ol z parcourt une base du

cone Ca’, de cardinal disons [, d’apres le lemme on a dim p(C) < k22" Posons h = dim Ho
et d =dim D. On a alors

K = dim End(W) = dim p(H(G, K)) < h*ddim p(C) < h*dk*">",
d'ott k < (h2d)?"". On peut donc prendre ¢ = (G, K) = (h2d)?". 0
p p ,

Remarque. Un résultat analogue est vrai pour les représentations lisses irréductibles du groupe
0G. On le déduit du résultat pour G de la maniére suivante. D’abord, rappelons que tout sous-
groupe compact K de G est inclus dans °G. Soit (o, E) une représentation lisse irréductible de
G, Formons (m,V) = indo& (0, E).

La réciprocité de Frobenius pour les induites compactes s’écrit alors (cf. [[IL.2.6.5) :

Homg((m, V), (,W)) ~ Homog((o, E), Reso&(r, W)).

Comme V = indo&(E) = RS (E) = H(G) ®0) E, il est clair que V' est une représentation de
type fini. En effet, siv € E, v # 0, et si K est un sous-groupe ouvert compact de °G fixant v,
alors

H(G) @npe) E = H(G) @noa) HG) - v =H(G) @yoa) v
= ,H(G) ®npq) ex -V = H(G)(GK & U).
La représentation (m, V') admet donc un quotient irréductible. En prenant pour (7, W) ce quotient

irréductible dans la formule de réciprocité de Frobenius ci-dessus, on voit que sa restriction a °G
contient (o, E), et donc dim EX < dim W& < ¢(G, K).
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VI.2.4 Conséquences de ’admissibilité uniforme

Soit K un sous-groupe compact ouvert de GG. Etant donnés une représentation supercuspidale
irréductible (p, W) de G et un vecteur v € W, la fonction

g frwl(g) =plex)plg™) v

a son support compact modulo Z(G) dans G. Grace au théoréme d’admissibilité uniforme, nous
allons établir le résultat suivant.

Proposition. Etant donné un sous-groupe ouvert compact K de G, il existe une partie ou-
verte compacte modulo le centre Q dans G telle que pour toute représentation supercuspidale
irréductible (p, W) de G, pour tout v € WX le support de g — p(ay i) - v soit inclus dans Q.

Démonstration. Comme v € WX on a p(a, k) v = plex)p(g)plex) - v = plex)plg) - v =
frw(g7h). Si K’ C K est un autre sous-groupe ouvert compact de G, comme exer: = exrex =
ex, on voit que Supp fx ., C (Supp fx’)K. Donc il suffit de montrer le résultat pour certains
sous-groupes ouverts compacts K bien choisis. Nous supposons donc que K est distingué dans
Ky et admet une décomposition d’Iwahori le long des paraboliques standards. Le théoreme
d’admissibilité uniforme montre qu'il existe une constante N € N telle que dim WX < N.
Soit z € Ca' dont la classe modulo la relation d’équivalence 1) est non triviale. Alors la
suite des puissances successives z, 22, z3, ... ne reste dans aucune partie compacte modulo Z(G).
En effet, d’apres la décomposition de Cartan toute partie compacte de G est contenue
dans une réunion finie disjointe de parties de la forme KoaKy ot les a € Cy. Donc toute partie
compacte modulo Z(G) est contenue dans une réunion finie de parties de la forme KqaKyZ(G).
Comme le groupe abélien Z(G) admet comme sous-groupe d’indice fini Z(GQ)anAg, ot Z(G)an
est un groupe abélien compact contenu dans Ky, on voit que toute partie compacte modulo Z(G)
est contenue dans une réunion finie de partie de la forme KqgaAq Ky, a € Z(G)C’@. Tel n’est pas
le cas de la suite des 2™.

Pour tout v € W, montrons que

plazn k) -v = plex)p(z")pler) - v =0.

Si WK =0, alors p(ex) - v = 0 et 'assertion est valide. Supposons donc que WX # 0 et soit
v € W non nul. Comme (p, W) est supercuspidale, la fonction

g plex)plg) v = frnlg™")

est a support compact modulo Z(G) dans G (cf. remarque . Il existe donc un entier ng
tel que pex)p(z™~1) v # 0 et pler)p(2™) - v = 0. On veut montrer que ng < N. Nous allons
montrer que la famille {p(ex)p(27~1) - v}j=1.. n, est libre dans WX ce qui est évidemment
suffisant. Soient ¢y, ... ¢y, des scalaires tels que

> ¢ plex)p(z71) v =0.
j=1

Comme p(eg)p(2/ 1) - v = plag,.i-1) - v et que d’apres le lemme
p(azj',K)p(az-77K) = p(azj+j/7K),

on obtient successivement ¢c; =0, c2 =0,..., ¢y, =0.
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Identifions CJ/CAG avec N! (cf. (V.3.24.1))). Soit Sy l'ensemble des z € Car dont la classe

modulo Cyu,, s’écrit (ay,...a;) dans l'identification avec N, avec a; < N pour tout ¢ =1,...,1.
Soit z € CJ dont la classe modulo C4,, n’est pas dans Sy . Il existe alors une coordonnée a; > V.

Posons z; = (0,...0,1,0...) le i-iéme vecteur de la base canonique de 7', identifié¢ & un élément
de CJ/CAG, et soit z; un relévement dans CJ. Pour tout v € W, et tout f € Fp, on a d’apres

le lemme [V.5.3]
P(afz,K) U= p(afZZ;N7K)p(azZN,K) ~v=0.

On utilise encore la décomposition de Cartan de G (V.5.1) : pour tout g € G, il existe
ki,ko € Ko, f € Fpet z € Cg tels que ag x = g, f2ky, k- Comme K normalise K, p(ag x)-v =0
si et seulement si p(af. k) - p(k2) - v = 0. Donc le support de g — p(ag, i) - v est contenu dans

H KofzKy

fEFy.2€Cf|zeSN

qui est une partie compacte modulo Z(G). Ceci termine la démonstration de la proposition. O

VI.3 Décomposition de M(G) : la partie cuspidale

VI1.3.1 Action de G sur Irr(°G)

Nous allons utiliser les résultats du paragraphe [[V.1.7] concernant les représentations com-
pactes pour obtenir des résultats analogues sur les représentations supercuspidales, en exploitant
le rapport entre représentations supercuspidales et représentations compactes établi en

Comme G est un sous-groupe distingué de G, G agit sur Irr(°G) par (g,0) — o9 (notations
de I'exemple [IT1.2.1]).
Lemme. (i) Les orbites de laction de G sur Irr(°G) sont de cardinal fini.

— (i1) Soient (m, V') une représentation lisse de G, (o, W) une représentation lisse irréductible
de °G, et V(o) la composante o-isotypique de la restriction de (m,V) a °G. On a alors, pour
tout g € G,

m(g)- V(o) = V().

Démonstration. (i) L’action se factorise par le groupe G/°GZ(G), qui est fini. Les orbites sont
donc de cardinal fini.

(i) Rappelons que par définition V(o) est 'image de
Homog((o, W), (7, V) @ W = V
par lapplication canonique f ® w — f(w). De méme V(09) est I'image de

Homog((o?, W), (m,V)) @ W — V.

Définissons, pour tout f € Homog((o, W), (7w, V)), f(w) = 7(g) - f(w), w € W. Vérifions que
f € Homog((c9, W), (7, V)) :

flolg™"hg) -w) =n(g) - f(o(g~ " hg) - w)
= f(o(9)a(g™ hg) - w) = f(o(hg) - w)

m(h) - (n(g) - f(w)) = m(h) - f(w)
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Il est clair que f — f réalise un isomorphisme
Homog((o, W), (7, V)) ~ Homog((c?, W), (m, V)).

Le résultat voulu en découle immédiatement. O

VI1.3.2 Restriction a °G

Rappelons que nous avons noté X'(G) 'ensemble des caractéres non ramifiés de G, c’est-a-dire
les caractéres de G triviaux sur °G. Nous avons vu en que X (G) posséde une structure de
tore algébrique complexe.

Proposition. Soit (7,V), une représentation irréductible de G.

(i) Les éléments de Irr(°G) apparaissant dans la restriction de (w,V) a °G forment une seule
G-orbite.

(ii) La restriction de (m,V) a °G est semi-simple et de longueur finie.

(i4i) Sotient (m;, Vi), i = 1,2, des représentations irréductibles de G. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) ResoZ(m1, V1) = Reso& (g, Va).
b) Il existe x € X(QG) tel que my = T ® X.
C) HOmog(ReSOgﬂ'l, RGSOgﬂ'Q) }é 0.

Démonstration. Fixons un ensemble I' de représentants dans G des classes de G/Z(G)°G : cet
ensemble est fini (proposition , et comme d’aprés le lemme de Schur, Z(G) agit par des
scalaires sur V' (notons x. le caractére central de 7), on en déduit que Resog(w7 V') est de type
fini et donc posséde un quotient irréductible (o, W). Soit f € Homog(Reso& (, V), (0, W)) non
nul. Alors, pour tout v € T,

fom(y) € HOmoG(ReSog(ﬂ', V), (a7 ), W)).

Considérons »
¢ = @yerf o m(y) € Homog(Resogs (7, V), ®yer(a?, W)).

Vérifions que ker ¢ est stable sous action de G. Soit v € ker ¢, c’est-a-dire f om(v)(v) = 0, pour
tout v € T, et soit g € G, que l'on écrit g = v'yz, ¥ € T, y € °G, z € Z(G). Pour tout v € T,
posons vy = y"2"+", avec v € T, 3y’ € °G, 2" € Z(G). On a alors

$(m(g)-v) =Y for(y)(n(y)m(y)m(2) - v)

yel

= xx(2) D FE Y - (r(ry) - v)

yel’
=xx(22") > o(ryyy Iy Do) - f((=(y") - v)
—0.

Comme ¢ est non nul, on en conclut par irréductibilité de V' que le noyau de ¢ est nul. Ainsi ¢ est
injective et ResoG(ﬂ' V) est isomorphe & une sous-représentation de @ er(c? , W), qui est de
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longueur finie et semi-simple. On en déduit, par exemple en utilisant le critére de semi-simplicité
du lemme [A.VII| (iii), quil en est de méme de Reso& (7, V). On obtient donc (i4).

Ecrivons maintenant :

Reso&(m, V) = @ V(o)

c€lrr(°G)

ot V(o) est la composante o-isotypique dans Reso& (mr, V). L'identité 7(g) -V () = V(¢9) montre
que l'ensemble des o tels que V(o) # 0 forme exactement une G-orbite, car (m, V) est irréductible.
En particulier, cet ensemble est fini, d’apres le lemme [VI.3.1} Ceci montre (7).

Démontrons maintenant (ii7). Comme tout caractére non ramifié de G est par définition trivial
sur °G, b) implique a). Comme a) implique trivialement c), il reste & montrer que c¢) implique
b). Supposons que l’'on ait ¢). D’aprés (i) et le lemme de Schur, Homog(V7, V2) est de dimension
finie. Munissons cet espace de I'action de G donnée par

g fi=mlg) Ofowl(g)_l, (f € Homog(V1, V2)), (g € G).

Sige G, g-f = f pour tout f € Homog(Vy,Vs), donc cette action de G se factorise par
G/°G, qui est commutatif car °G contient le sous-groupe dérivé de G. Toute famille commutative
d’opérateurs linéaires sur un espace vectoriel complexe de dimension finie admettant un vecteur
propre commun, il existe f € Homog(V1,V2) non nul et un caractére x de G/°G (c’est-a-dire
un caractére non ramifié de G) tel que g - f = x(g) f, pour tout g € G. Par construction,
f € Homg(m ® x,m2), et donc par irréductibilité, m ® x = ma. O

VI1.3.3 Classes d’inertie de représentations supercuspidales

Soit (mw, V) une représentation supercuspidale irréductible de G. De méme que ci-dessus,
introduisons la décomposition de Resog(w, V') en composantes isotypiques :

V= P Vi),
1=1,....m

ot les o; forment une orbite pour I'action de G dans Irr(°G).. Remarquons que cette décomposition
ne dépend en fait que de la classe d’inertie [rr]. Soit (p, W) une représentation lisse de G. En tant
que représentation de °G on a, d’apres le théoréme [[V.1.5

Resogi(p, W) = plea,) - W & ples,) W& - @ ples,,) - W W'

ot W’ est I'unique supplémentaire °G-invariant de p(e,,) - W @ -+ @ p(e,, ) - W. Une autre
caractérisation de W’ est d’étre I'unique sous-représentation de °G dont aucun facteur de com-
position n’est isomorphe a 1'un des o;.

Proposition. Le sous-espace W' de V est G-invariant et pour tout i = 1,...,m, pour tout
9@,
p(g) o ples;) = plego,) © p(g)-

Démonstration. Soit g € G. Si (7, F) est un sous-quotient irréductible de (p, W’), alors (79, E) est
un sous-quotient irréductible de p(g) - W', et comme les o; forment une G-orbite dans Irr(°G).,
79 n’est équivalent & aucun des o;. Il s’ensuit que 7(e,;)p(g) - W’ = 0 pour tout . Par 'unicité
de W' ona p(g) - W =W".
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Soit w € W. Alors w s’écrit
w=wi + ... 0wy, +w, avecw; € ples,) W, i=1,...m, w' € W'.

Fixons i, soit g € G, et posons o; = of. Alors, comme

-1 1

ples;)(p(g)”" - w) = p(g)”" - wy,

' p()plea)ple) ™" - w = w; = ples,) - w.

Ceci termine la démonstration de la proposition. O

Posons p(ejr)) = > ples;) + W — W. C’est un opérateur d’entrelacement de (p, W) dans
elle-méme. Comme p(es,)p(es;) = 0 si i # j, p(ejr)) est un idempotent, et I'on a donc une
décomposition de W en sous-représentations :

W = ple)) - W (1—plegr)) - W

Si 'on note M(G)n (resp. (M(G) \ [7])) la sous-catégorie pleine de M(G) dont les objets
sont les représentations de G dont tous les sous-quotients irréductibles sont dans [7] (resp. aucun
sous-quotient irréductible n’est dans [r]), on obtient une décomposition de M(G) en

(VI.3.3.1) M(G) = M(G)m) x (M(G)\ [7]).

Remarques. 1. Les classes d’inertie de représentations supercuspidales ne sont rien d’autre
que les orbites de l'action de X(G) sur Irr(G)s. définie en Nous avons vu qu’elles sont
munies (non canoniquement) d’une structure de tore algébrique complexe. Si (m, V') est une
représentation irréductible supercuspidale de G, la variété Irr(G)(, est isomorphe (non canoni-
quement, cela dépend du choix de 7 dans sa classe [7]) au tore complexe X (G)/X(G)(7), quotient
du tore X (G) par son sous-groupe fini X(G)(r), le stabilisateur de 7. L’algébre des fonctions sur
la variété affine Irr(G)(, est donc l'algébre des invariants C[G/°G)X (),

— 2. La restriction de G & °G induit une bijection entre I'’ensemble [Irr(G)s,.] des classes d’inertie
de représentations supercuspidales irréductibles de G et I’ensemble des orbites sous l'action de
G dans Irr(°G)...

V1.3.4 Décomposition de M(°G)

Revenons aux décompositions de M(°G) et de M(°G).. obtenues au paragraphe [[V.1.7, On
a vu quétant données des représentations compactes 71, ..., 7, de °G, on a une décomposition

M(OG) = HM(OG)ﬂ X [M(OG) ARGTRRE AR

et que d’autre part M(°G), se décompose en
M@= ] M@G)-.
T€Irr(°G).

Nous allons utiliser les conséquences du théoréme[VI.2.3|pour combiner les deux en une décomposition
plus fine de M(°G).
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Théoréme. La catégorie M(°G) se décompose en

MG = ] MCOG)rx M(°G)ne

T€Irr(°G).

ot M(°GQ)ye désigne la sous-catégorie pleine des représentations lisses de °G' dont aucun sous-
quotient n’est une représentation compacte.

Démonstration. D’apres la proposition il suffit de vérifier la condition (KF) donnée dans
cette proposition. Soit K un sous-groupe ouvert compact de G, et soit (o, ) une représentation
irréductible compacte de °G. Comme dans la remarque choisissons une représentation
irréductible (7, V) de G dont la restriction & °G contient (o, E). Elle est alors supercuspidale.
Soient v € EX ¢ VE et A € EX ¢ VX grace auxquels nous formons le coefficient matriciel

g = Ar(g) -v) = Mr(ag k) - ).

D’apres la proposition ce coefficient matriciel est a support dans une partie compacte 2
modulo Z(@). L’argument de la démonstration du théoréme plus précisément 'implica-
tion [b) = c)] montre que la restriction de ce coefficient matriciel & °G est & support compact,
disons €21, et d’apres le choix de v et A, il est égal & g — A(o(ag i) v). D’autre part, ce coefficient
matriciel est K-bi-invariant, donc dans D(;, K). Or cette algebre est de dimension finie. Par
orthogonalité des coefficients matriciels des représentations compactes irréductibles (corollaire
, on en déduit que le nombre de représentations irréductibles compactes de °G ayant des
vecteurs non nuls fixés par K est fini. O

Remarque. Notons le corollaire suivant de cette démonstration et de la remarque :
pour tout sous-groupe ouvert compact K de G, le nombre de classes d’inertie de représentations
supercuspidales irréductibles de G ayant des vecteurs non nuls fixés par K est fini.

VI.3.5 Décomposition de M(G)

Nous allons maintenant utiliser les résultats du paragraphe précédent pour en déduire une
décomposition analogue de M(G).

Théoréme. La catégorie M(G) se décompose en

M(G) = M(G)oe x M(Gina= [ MG x M(G)ing

[T]€Irr(G)sc)

o0t M(G)s¢ (resp. M(GQ)ina) désigne la sous-catégorie pleine des représentations lisses de G dont
tous les sous-quotients sont des représentations supercuspidales (resp. aucun sous-quotient n’est
supercuspidal).

Démonstration. Soit (7, V') une représentation lisse de G. Les résultats du paragraphe précédent
nous donnent une décomposition

ResoZ (V) = Vo @ Ve
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Par unicité de cette décomposition, les deux facteurs du membre de droite sont stables sous
laction de G. D’aprés le théoréme une représentation de G est supercuspidale si sa
restriction & G est compacte, et donc V. est dans M(G),. et V,,. est dans M(G)ina-

Il reste & voir que M(G);. se décompose & son tour en

M@= [ MG
[r]EMrr(G)ec]

Soit (m,V) € M(G)sc. Ecrivons

Resoll(V)= € V9
(o)EIrr("G)./G

ot I'on somme sur les orbites de I'action de G dans Irr(°G). et V(?) désigne le facteur direct
de RosUg(V) dont les sous-quotients irréductibles sont dans l'orbite de o. Alors il est clair que
V() est G-stable et supercuspidale, et que deux sous-quotients irréductibles de V(%) sont dans
la méme classe d’inertie. O

VI1.3.6 Propriété d’injectivité et de projectivité des représentations su-
percuspidales

Nous avons vu en que toute représentation compacte est projective et injective dans
M(G). Si °G # G, on aimerait avoir un résultat analogue pour les représentations supercuspi-
dales dans M(G). Or, en général, une représentation supercuspidale, méme irréductible, n’est ni
projective, ni injective dans M(G). Nous allons néanmoins établir des résultats plus faibles qui
nous serviront dans la suite.

Lemme. Soit (m,V) une représentation lisse admissible de G et soit (1, E) une représentation
supercuspidale irréductible de G. Supposons que (w,V) admette un sous-quotient isomorphe d
(1, E). Alors (1, E) se réalise comme quotient et comme sous-représentation de (w, V). Autrement
dit les espaces

Homg(m,7) et Homg(r,m)

sont non triviaur.

Démonstration. D’apres la décomposition , on peut supposer que (m, V) est dans M(G),.
Tous les sous-quotients irréductibles de (mw, V') sont alors de la forme 7 ® w, pour un certain
w € X(G). Soit K un sous-groupe ouvert compact de G tel que EX # {0}. Comme K C °G, tous
les sous-quotients non triviaux de (7, V') ont un sous-espace fixé par K non trivial. Puisque (7, V')
est admissible, on voit qu’elle doit étre de longueur finie. On veut montrer que Homg (7, 7) # {0}.
Considérons la restriction a °G' de ces deux représentations. Comme ces restrictions sont toutes
deux compactes, donc semi-simples, on a

Homog(7,7) # {0}.

et puisque (m,V) est de longueur finie, dim Homog (7, 7) < +00. Soit A = A(G) = G/°G. Ce
groupe agit sur S = Homog(7, ) par

go=mlg)opor(g™),
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oil g est un représentant dans G de la classe § € G/°G. On a alors Homg(7,7) = S*. Or,
I’hypothese que 7 est un facteur de composition de 7 se traduit par le fait qu’il existe V3 C Vs,
sous-représentations de V, telles que V5/V; ~ E. Comme Tjo est projective dans M(@G), on a
une suite exacte

0 — Homog(F, Vi) — Homog(E, Va) — Homog(E, Vo /V1) — 0.

Le groupe A agit sur chacun des termes de cette suite, qui devient une suite de A-modules.
D’autre part 'inclusion V5 < V' induit une injection de A-modules

HOmog(E, Vg) — HOHloG(E7 V)

On voit donc que T' = Homog(E, V2 /V}) est un sous-quotient de S et que T* = Homg(E, Vo /V7) #
{0}. Il s’agit donc de démontrer que si S est un A-module de dimension finie (en tant qu’espace
vectoriel sur C) admettant un sous-quotient T' tel que T # {0}, alors S* # {0}. Rappelons
que A est un groupe abélien libre de type fini, donc isomorphe & Z! pour un certain entier na-
turel [. Se donner une structure de A-module sur 'espace vectoriel S revient donc a se donner
[ endomorphismes aq,...,a; de S qui commutent. Dire qu’il existe un sous-quotient 7" tel que
TA # {0}, c’est dire qu’il existe des sous-espaces S; C So de S stables par ay,...,aq; tels que
les endomorphismes induits par ai,...,a; sur T = S3/S5; soient triviaux. On en déduit que 1 est
valeur propre simultanée des a1, ...,a;. Autrement dit S* # {0}. La démonstration du fait que
Homg(m, 7) # {0} est similaire. O

Ce résultat admet une variante : fixons un caractére central (lisse)
x: Z(G) — C*

et notons M(G),, la sous-catégorie pleine de M(G) dont les objets sont les représentations lisses
admettant le caractere central x.

Proposition. Soit (1, W) une représentation supercuspidale irréductible de G de caractére cen-
tral x. Alors (1, W) est projective et injective dans M(G),.

Démonstration. Démontrons la projectivité, la démonstration de l'injectivité étant similaire. Il
s’agit de démontrer que si p : (7, V) — (7,W) est un G-morphisme non nul (donc surjectif
puisque 7 est irréductible), alors il existe une section G-équivariante sg : (7, W) — (7, V) telle
que p o sp = Idwy. Comme dans la démonstration du lemme, on peut supposer (m,V) dans
M(G)7- Comme les restrictions de (m,V) et de (7,W) & °G sont semi-simples, il existe une
section YG-équivariante s : (1, W) — (m,V) telle que p o s = Idyy. Soit S 'espace vectoriel (non
nul, nous venons de le voir) de ces sections. L’action de Z(G) sur V et W étant donnée par ¥,
s0 est de fait °GZ(G)-équivariante, et le groupe abélien fini G = G/°GZ(G) agit sur S par

g-s=m(g)osor(g").

Soit s € S non nul. Posons sy = |G| ™! > gec 9 - s- Ll est clair que so est G-équivariante et que
pos=Idwy. O

VI.4 Le centre de M(G)

Nous allons maintenant étudier plus précisément la catégorie M(G)(,), en particulier son
centre. La définition du centre d’une catégorie se trouve en [AX]
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VI.4.1 Progénérateur de M(G)y

Dans toute cette section, on fixe une représentation supercuspidale irréductible (7, V') de G.
Notre but est de décrire la catégorie M(G)(;) comme la catégorie des modules a droite unitaires
sur un certain anneau unitaire. Nous allons pour ceci exhiber un petit progénérateur (au sens de
A.VIIL2) de M(G)(. Le théoreme assure alors qu’une telle description est possible.
Comme le théoreme [A.VIIT.2] est donné sans démonstration, et que nous avons de toutes fagons
besoin d’une version explicite propre a notre contexte, nous démontrerons completement tous les
résultats.

Nous avons vu dans la proposition [VI.3.2| que la restriction ReSog(w) est une somme directe
de représentations compactes irréductibles de °G. Soit (p, W) I'une de ces représentations de °G,

et posons
(I1, Vir) = indoG(p, W).

Remarquons que la classe de II ne dépend pas du choix de (p, W). Elle ne dépend en fait que de
[rr]. Ceci découle du fait établi dans la proposition [VI.3.2|que toute les composantes irréductibles
de la restriction de 7 & °G sont conjuguées.

Proposition. La représentation I1 est un petit progénérateur de M(G) ).

Démonstration. Comme °G est ouvert dans G, et unimodulaire, I’adjonction (II1.2.6.5) nous
donne, pour toute représentation lisse (7, ) dans M(G)5], un isomorphisme naturel :

(VI4.1.1) Homg (11, 7) ~ Homog(p, ReSogT).

Comme p est projective dans M (°G), d’apres la proposition et que d’apres la proposition
et le corollaire la restriction a °G' de toute représentation dans M(G) 7] est semi-
simple, il s’ensuit que II est projectif. (C’est un résultat de nature générale : un adjoint a gauche
d’un foncteur exact préserve les projectifs.) Montrons maintenant que Home (I1, 7) est non nul,
pour tout (7, ) € M(G)[4. Toute composante irréductible de la restriction de 7 & 0G est iso-
morphe & une composante irréductible de la restriction de 7 & °G. Comme celles-ci sont toutes
conjuguées sous G, et que T est G-stable, on voit que la restriction de 7 & °G contient une compo-
sante irréductible isomorphe & p. Donc, comme la restriction & °G de toute représentation dans
M(G) [z est semi-simple, Homog(p, ReSogT) est non nul. Ceci montre que II est un générateur
d’apreés une remarque faite en De plus, II est de type fini. En effet, 'espace "G\G est
discret puisque °G est ouvert dans G. Choisissons un systéme de représentants (g;); dans G de
OG\G. L'espace Viy = indo& (W) est alors engendré par les fonctions (fi.)iw caractérisées par

(VI1.4.1.2) fiw(gi) =w et Supp fiw C 0Gy;.

Or on a H(g;lgi) - fiw = frw. L'espace indog(W) est alors engendré en tant que représentation
de G par les fonctions f;, ., oit I'on a fixé arbitrairement un indice 4. Il est commode de prendre
i tel que °Gg;, = YG, et bien sfir rien ne nous empéche de supposer que g;, = 1. Posons alors
fio,w = fw. D’autre part, I'espace vectoriel engendré par les f,,, w € W est stable sous 'action
de YG, et isomorphe a (p, W). Comme (p, W) est de type fini, on en conclut que II est de type

fini et ceci achéve de démontrer la proposition. O

Remarque. Le progénérateur (II, V1) n’est pas unique, d’autre choix sont possibles. Nous en
donnons ici un autre qui sera utile par la suite. Posons

(ITy, Vi1,) = indo& (Reso& (7, V).
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La démonstration du fait que c’est bien un progénérateur est similaire a celle donnée pour (II, Viy).
Pour montrer que II; est bien de type fini, on utilise le fait que Resog(ﬂ', V) est de longueur finie.
D’autre part, le deuxiéme isomorphisme de Mackey dont les hypothéses sont vérifiées
grace & la remarque finale de la section [[I[.2.6] nous donne

IT; ~ (indo@Triv) @ ,

ot Triv est la représentation triviale de °G. Or indogTriV n’est rien d’autre que l'algebre de
groupe C[A(G)], qui rappelons-le, est ’algébre des fonctions sur la variété X (G) des caractéres

non ramifiés de G (voir [V.2.3)).

Posons R = Endg(IT) = Homg (11, IT). Pour toute représentation lisse (7, E') de G, Homg (II 7)
est un R-module & droite. Considérons maintenant le foncteur

(VI1.4.1.3) Fr: M(G)[ﬂ — M(R)q, (7,FE)+— Homg(II, 7).

Comme V1 est naturellement un R-module a gauche, pour tout R-module a droite unitaire M,
on peut former M ®% Viy. Le groupe G agit sur M @z Vi par g - (m ® f) = m @ U(g) - f, on
g€ G, me M, et fe Vi Remarquons que cette représentation de G est dans M(G), car
M ®5 Vi1 est un quotient d’une somme directe de représentations isomorphes a II. Ceci définit
un foncteur

(V14.1.4) Gn: M(R)qg — M(G)[ﬂ.], M— M ®pr V.

Théoréme. Le foncteur Fyy établit une équivalence de catégories entre M(G)ix et M(R)q, un
quasi-inverse étant donné par Gry.

Démonstration. Regardons tout d’abord la composition
F: M(G)) = M(G)jm), (1, E) = Homg(II, 7) @% Vir
Construisons une transformation naturelle entre F et le foncteur identique de M(G) 5 en posant :
evgp : Homg(IL,7) @r Vi — E, a®ww— a(w).

Nous laissons au lecteur la vérification (élémentaire mais fastidieuse) du fait que ceci est bien
une transformation naturelle. Montrons que cette transformation naturelle est un isomorphisme.
Remarquons pour cela que

]:(VH> = Homg(H, H) Rr V=R r Vi

et que evy est le morphisme naturel R ®z Vi ~ V. D’autre part, le foncteur Fpy est exact
((IL, Vi) est projective) et commute avec les sommes directes ((II, Vi1) est de type fini, donc petit
au sens de la théorie des catégories). Le foncteur Gy est exact a droite et commute avec les
sommes directes (c’est un adjoint a gauche, cf. . Il s’ensuit que le foncteur composé F
possede aussi ces propriétés. Soit (7, E) un objet de M(G)[5. Comme II est un progénérateur de
cette catégorie, on peut réaliser (7, E') comme le quotient de deux modules qui sont des sommes
directes (éventuellement infinies) de modules isomorphes a Vi1 (lemme [A-VIII.2).

On dispose donc d’une suite exacte de la forme

®icrVin = BicsVn — F — 0.
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Comme F commute aux sommes directes et est exact a droite, on obtient un diagramme com-
mutatif

@ig]—'(Vn) _— EB]'GJ}—(VH) —_— }—(E) — 0

(VI.4.1.5) l l levE

@BiciVn — @jGJVH — F —— 0

Comme F (V1) ~ Vi, les deux fleches verticales de gauche sont des isomorphismes. Il en découle
que evg est un isomorphisme, et donc que ev est un isomorphisme naturel.

Soit maintenant G le foncteur
G: M(R)g,— M(R)g, M — Homeg(Vir, M @% V).

Pour terminer la démonstration, nous devons montrer maintenant qu’il existe un isomorphisme
naturel de G vers l'identité de M(R)q. Pour tout module M dans M(R)4, définissons un mor-
phisme de R-modules a droite

Op : M — HOmG(VH,M@)R Vn).

Posons, pour tout m € M, et pour tout v dans Vi1, fin(v) = m ® v et définissons Oy, par
Opr(m) = frm. Il est clair que les 0y, définissent une transformation naturelle de l'identité de
M(R)q vers G, et que de plus O réalise I'isomorphisme naturel entre R et Homg (Vir, RQ% Vi1)-
Comme pour F, on voit que G est exact a droite et commute avec les sommes directes, et que
pour tout module M, on peut trouver une suite exacte de la forme

DiciR — ®icgR — M — 0.

On peut alors utiliser le méme argument que ci-dessus qui montre que chaque 6, est un isomor-
phisme. O

VI.4.2 Une autre description de M(G)

Nous continuons avec les notations de la section précédente. En particulier, (7, V) est une
représentation supercuspidale irréductible de G, (p, W) est une composante irréductible (com-
pacte) de la restriction de (m, V) & 9G et (IT, Vi) = indo&(p, W).

Il est bien connu, au moins dans le cadre des groupes finis, qu’une algebre d’opérateurs d’auto-
entrelacement d’une représentation induite est isomorphe & une certaine algebre de convolution.

Nous allons faire de méme ici et établir un isomorphisme entre R et une algebre de convolution.
Notons H(G, p) 'ensemble des fonctions ¢ : G — End¢ (W) vérifiant :

(VL4.2.1) (i) o(hgh') = p(R)¢(9)p(h'), (9 € G), (b, 1" €°G)

(i) Supp (4) est une union finie de classes a gauche modulo °G

Définissons sur H(G, p) le produit de convolution donné par

pxpx) = D dglg ).

GEG/OG
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(On somme sur un systéme de représentants, on vérifie que le résultat ne dépend pas du choix
de ceux-ci. L’associativité du produit de convolution se vérifie par le calcul). L’élément neutre
¢ de cette algebre est caractérisé par ¢.(1g) = Idw et ¢.(g) = 0 si g ¢ °G (c’est-a-dire que
®e = fiy,Idy @vec nos notations précédentes, si I'on a choisi g;, = 1¢ comme représentant de la
classe °G dans °G\G).

Rappelons que nous avons défini en (VI.4.1.2)), pour tout w € W, une fonction f, dans
Vo= indog(W) caractérisée par les propriétés f,(1g) = w et Supp f, C °G.

Proposition. Les applications :

R — H(G,p), > Qo
ot da(9)(w) = a(fu)(g), (9€G), (weW).

et
H(G,p) — R7 (;5 = Qg
o ag(fw)= Y d(9)(flg '), (zeq),(f€ V).

geOG\G
sont des isomorphismes de C-algébres inverses l'un de autre.

Démonstration. On peut vérifier que ag, = a et ¢, = ¢ par un calcul direct qui ne présente
pas de difficultés, des lors que I’on remarque que toute fonction f € Vi peut se décomposer en

(V1.4.2.2) F=Y g freo

gePG\G

cette somme étant a support fini d’apres la propriété du support de f. Montrons que a — ¢,
est un morphisme d’algebres. Soient o, 5 € R. On calcule, pour tout x € G et tout w € W,

(V1.4.2.3) Pap(@) (W) = (af)(fuw)(@) = a(B(fuw))(@)
=al|l Y g fsgme | @)= D rle™)alfai)e) @)
geOG\@ geoG\a
= > alfsrne) @)
geOG\G

On a utilisé dans ce calcul, outre la finitude des sommes, la décomposition (VI.4.2.2)) de 5(fw),
et le fait que a commute a I’action de GG par translation a droite. On a d’autre part

(V1.4.2.4) (b * p)(@))(w) = Y ¢ay)(dsly™ z)(w))
yeELG\G
= > alfswr0w)® = Y. alfstn)w-12)®)
yeG/°G yeOG\G

Un simple changement de variable dans cette somme montre qu’on a bien égalité entre (VI1.4.2.3))
et (VI1.4.2.4)). O

Posons A = H(G, p) pour alléger les notations. On peut interpréter I'équivalence de catégories
entre M(G)[x et M(R)q comme une équivalence entre M(G)( et M(A)q, grace a Iisomor-
phisme R ~ A.
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Soit (7, E) une représentation dans M(G)(,. L’algebre R = Endg(II) agit (a droite) sur
Homg (11, 7). On obtient une structure de A-module a droite sur Homg (11, 7) par transport de
structure, c’est-a-dire

s-p=soay, (s€Homg(Il,7)), (¢ € A).

Il faut remarquer que ceci dépend de 7, et non pas seulement de ReSogT.

D’autre part, l'algebre A agit & droite sur Homog(p, ReSOgT) par

W-o)w)= > T(e(e(g™") w),

GEG/OG

pour tout 1» € Homog(p, Resogr)7 pour tout ¢ € A , et pour tout w € W. L’isomorphisme

naturel d’adjonction (VI.4.1.1))
Home (I, 7) ~ Homog(p, Reso&7)

est alors un morphisme de A-modules a droite. Ceci se vérifie sans probléme en utilisant la forme
explicite I'isomorphisme d’adjonction. Il est réalisé par 'application

(VL1.4.2.5) a= o, Ya(w)=alfu), (weWw)

ou f, est la fonction dans indo%W caractérisée par Supp f,, = °G et f,(1g) = w. Comme le

montre un calcul sans difficulté (en utilisant (VI.4.2.2))), son inverse est

(V1.4.2.6) b ay, ay(f)= > T(@e(fgh), (f €ind§GW).

geLG\G
Il en découle aisément que le foncteur
M(G) ) = M(A)g, 7+ Homog(p, Reso 7).
est une équivalence de catégories dont 'inverse est donné par
M(A)g = M(G)z), M= M®4Vn

ou 'on considére Vi comme un A-module a gauche par transport de structure.
D’autre part, dans le cas 7 = II, les isomorphismes (VI.4.2.5) et (VI.4.2.6) donnent

R = Homg (1L, IT) ~ Homog(p, ResoG11).

Regardons de plus prés le membre de droite. Rappelons que I'espace °G\G est discret, et fixons
un systeme de représentants {g;};. L'espace Vi1 est engendré par les fonctions f;,, définies en
(V1.4.1.2). Notons (Vi1); le sous-espace de Vi des fonctions a support dans °Gg;. Alors il est clair

que
Vi = P (V)i
i

et de plus, comme °G est distingué dans G, chaque (Vi7); est stable sous I'action de °G. En effet,
pour tout go € °G, I1(go) - fi.w est encore a support dans °Gg;. On calcule

I1(g0) - fi,w(9i) = finw(9i90) = fiw((9:909; )gi) = p(9:909; ") * finw(9:)
= p% (g0) - w,



VL4. LE CENTRE DE M(G)( 165

ce qui montre que
W— V)i, ww fiw

entrelace les représentations (W, pgfl) et (Reso&IT, (Vir)y).-

En tant qu’espace vectoriel, on voit donc que

Homog(p, Reso&1T) = Homog (p, 3(Vin)i)) = € Homog (p, o ).

Si pgfl ~ p alors Homog (p, pgfl) est de dimension 1, nulle sinon.

Placons nous dans le cas ot p% b p. Un opérateur d’entrelacement entre p et pJ " est un
endomorphisme A de W tel que, pour tout gy € °G

(VL4.2.7) p(gigog; 1) 0 A = Ao p(go)

Si A est un tel opérateur, définissons la fonction
fia: G — Endc(W),
a support dans °Gg;, et caractérisée par

fi,a(gi) = A et fia(909i91) = p(g0) © Ao p(g1)

quelques soient go, g1 € °G. La relation (VI.4.2.7) montre que f; 4 est bien définie. Réciproquement,

une telle fonction f; 4 définit un opérateur d’entrelacement A entre p et p%: e qui précede
permet de voir apparaitre naturellement 1’algébre de convolution A4 = H(G, p), et 'isomorphisme
entre Homog (p, ResSIT) et A = H(G, p).

V1.4.3 Structure de A

Nous continuons avec les notations des sections précédentes. Pour tout « € G, notons F,(p)
I'espace des fonctions ¢ de A dont le support est contenu dans °Gz. Soit ¢ € F,.(p). On a alors :

p(x)p(z " gz) = ¢(gz) = p(g9)d(x), (g €°q),

et donc on a pour tout x € G un isomorphisme linéaire

¢ = ¢(x), Fau(p) = Homog(p”, p).

On en déduit que dim F,(p) < 1 pour tout z € G et que dim F,(p) = 1 si et seulement si
est dans le stabilisateur N = Ng(p) de p (c’est-a-dire que N est I’ensemble des g € G tels que
p9 ~ p, avec les notations de [I11.2.4]). En particulier, on a A = H(N, p).

Soient ¢, € A avec Supp ¢ = °Gx et Suppt) = °Gy, z,y dans N. Un calcul direct montre
que

(V1.4.3.1) Supp ¢« = "Gry et ¢ x Y(xy) = d(x)Y(y).

On en déduit que si ¢ est non nul, il est inversible dans A, son inverse étant donné par un élément
dont le support est dans °Gx~!. D’autre part, comme “G\G est abélien (V.2.6), °Gzy = °Gyz,
et donc si ¢ et 1 sont comme ci-dessus,

¢ *1 =c1*¢ pour un certain ¢ € C*.
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Comme N contient °GZ(G) et que ce dernier est d’indice fini dans G' (proposition ,
OYG\N est un groupe abélien libre de méme rang que A(G) = °G\G. Choisissons alors une
base °Gxy,...9Gx, du réseau °G\N et fixons des éléments ¢;, i = 1,...n non nuls tels que
¢; € Fu,(p). Pour chaque couple (i, j) d’indices, on a un nombre complexe ¢;; tel que

(V1.4.3.2) i * Q5 = Cij Qj * 5.

L’algebre A est engendrée par les ¢;, i = 1,...n, et les relations permettent d’écrire
tout élément de A comme une combinaison linéaire de mondémes en les ¢; et leurs inverses. En
d’autre termes, A est en tant qu’algeébre une algébre de polynémes de Laurent < tordue > a n
variables. Il est alors facile de voir que le groupe des inversibles A* est constitué des monoémes

(V1.4.3.3) cPt ki, ceCXleq,... e, €L

Lemme. Pour tout A-module d droite M, notons
A—>End([j(M), ¢l—>¢M

le morphisme donnant la structure de A-module. Fixons un systéme de représentants des classes
d’isomorphismes de A-modules da droite simples, et considérons le morphisme

A= [[Ende(M), (¢~ én)
ot le produit porte sur ce systéme de représentants. Alors ce morphisme est injectif.

Démonstration. Le lemme de séparation [B.IT]|montre qu'un élément ¢ du noyau de ce morphisme
est nécessairement nilpotent. Il en découle immédiatement que v = 14 + ¢ est inversible. De
méme, u' = 14 — ¢? est inversible et u’ = 2u— u?. La forme des inversibles de A étant donné par
(VL.4.3.3)), on en déduit que u doit étre un scalaire. Ainsi ¢ est un scalaire, et alors nécessairement
¢ =0. O

Corollaire. (i) L’algébre A est intégre donc sans élément nilpotent non nul.

(ii) L’algébre A est commutative si et seulement si la restriction de m a °G est sans multi-
plicité.

Démonstration. Le point (i) est immédiat, d’aprés le lemme. Soit m la multiplicité de p dans
Reso&mr. L'équivalence de catégories M(G) [z ~ mod — A montre que les A-modules & droite
simples sont isomorphes a

Homo g (p, Reso& (1 @ w))

pour un certain caractére non ramifié w de G. Bien sﬁr Reseg (7 ® w) = Reso&(7) et donc
chaque A-module a droite simple est de dimension m. Si m = 1, le lemme montre alors que A
est commutative. Réciproquement, si A est commutative, chaque A-module & droite simple est
de dimension 1. O

2. Attention, ’égalité qui suit est une égalité de Y9G-modules, mais pas de .A-modules
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VI1.4.4 Le centre de A

Nous continuons avec les mémes notations que dans les sections précédentes. Nous com-
mengons par quelques remarques préliminaires. Nous avons déja introduit la notation N = Ng(p)
pour le stabilisateur dans G de p. L’espace W de la représentation p est un sous-espace °G-stable
de V.

Posons

H={geG|n(g)- W=W}

et soit py la représentation de H sur W obtenue par restriction de 7. Comme pg étend p, elle est
irréductible. D’autre part H contient °GZ(G), et le groupe G/°GZ(G) est abélien, donc H est
distingué dans G et d’indice fini dans G. Pour tout g € G, le sous-espace m(g) - W est alors stable
sous l'action de °G. Notons (Tix(g)-w > T(g) - W) cette représentation de OG. Ainsi par exemple,
avec g = 1g, (mw, W) = (p, W). L’application 7(g) entrelace (p?, W) et (m|x(g).w,7(g) - W). 1l
est alors clair que H C N. De plus, les espaces 7(g) - W sont stables par H, et isomorphes & p,
comme représentation de H.

De plus, comme V est irréductible, on a

(V1.4.4.1) V= > n(g)-W
geG/H

Introduisons le groupe
H={g€G|py ~pul
le normalisateur dans G de la représentation py de H. Si H = H, les représentations {r(g) - W},
ol g varie dans un systéme de représentants de G/H, sont inéquivalentes deux a deux. En effet,
si pour g1, 92 € G,
m(g1) - W = m(g2) - W

comme représentation de H, on a
-1
m(g1 g2) - W =W,

d’ou gy lgo € H = H. On en déduit que les composantes m(g)-W sont linéairement indépendantes

et donc que la somme ([VI.4.4.1f) est directe.

Si H # H, soit Hy # H, Hy C H tel que Hy/H soit cyclique (rappelons que H/H est
abélien fini). Alors (pm, W) admet une extension (pp,, W) & H; : si hg € H; est tel que son
image dans H;/H soit un générateur de ce groupe, on fixe un opérateur d’entrelacement non nul
¢:(pg, W) — (p};}’, W), bijectif par irréductibilité, et si hy = h)h, hy € Hy, h € H, on pose

PH, (hl) = ¢]pH(h),

ce qui définit pg, .
Posons E =} -, /iy m(g) - W. Cest une représentation de Hy, dont la restriction & H est

somme directe de représentations isomorphes & pg. Soit (p1, W1) une représentation irréductible
de Hy, W7 C E. On a donc
Hom g (W, W7) # 0.

De plus, H; agit sur cet espace par

h-¢=pi(h)ogopm (h)™, heH, ¢cHomy(W,W).
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Cette action se factorise par le groupe cyclique Hy/H, et donc il existe un vecteur propre ¢ non

nul simultané pour tous les h € Hy/H, c’est-a-dire qu’il existe x € H1/H et ¢ € Hompy (W, W7)
tel que h - ¢ = x(h)¢ pour tout h € Hy/H, ce que l'on peut traduire par

d) € HOHlHl (pH17p1 & Xﬁl)'

Comme pp, et p1 sont irréductibles, ¢ est un isomorphisme, et 'on en déduit que la restriction
de p1 & H est irréductible. En remplacant W par Wi, on remplace H par un groupe contenant
Hy, et en réitérant le procédé, on peut supposer finalement que 'on a choisi W de sorte que
H = H (ce que nous ferons dans la suite), et qu’ainsi

(V1.4.4.2) V=P (g W

9eG/H

On a alors 7 ~ indg(pH). Plus précisément, la décomposition (VI.4.4.2)) est une décomposition
en sous-représentations irréductibles de H, et 7 est isomorphe a 'induite de n’importe quelle de
ces composantes. Il s’ensuit que m, la multiplicité de p dans Resf)gw est égale & [N : H].

Introduisons maintenant un autre sous-groupe de G contenant °G. Rappelons pour cela
quelques éléments de la dualité entre tore complexes et réseaux. Si U est un tore complexe,
le groupe de ses caractéres algébriques X*(U) est un réseau (un Z-module libre de rang la di-
mension de U) et C[X™*(U)] est I’algebre des fonctions polynomiales sur U. Si J est un sous-groupe
fini de U, le quotient U/J est encore un tore complexe, et X*(U/J) s’identifie au sous-réseau
L de X*(U) des caractéres triviaux sur J. L’algébre des fonctions polynomiales sur U/.J est
ClL] ~ C[X*(U)]’.

Appliquons ceci & X(G), qui d’aprésest un tore dont le groupe des caracteres algébriques
est A(G) = G/°G et a son sous-groupe fini (voir

X(G)(m)={we X(G)|rn@w~m}.

Le groupe des caractéres algébriques du tore X(G)/X (G)(r) est donc un sous-réseau de A(G) =
G/°G, que nous pouvons voir comme un sous-groupe de G contenant °G. Plus explicitement, il
s’agit du groupe :
T = ﬂ ker w.
WEX(G)(r)

Si w € X(G)(n) alors la restriction de w & Z(G) est triviale, d’ou °GZ(G) C T et donc T est
d’indice fini dans G.

Remarque. La dualité entre tores et réseaux montre que X (G)(m) consiste exactement en
les éléments de X (G) dont la restriction & T est triviale. De plus l'algébre des fonctions po-
lynomiales sur X(G)/X(G)(n) est alors C[T/°G] ~ C[A(G)]*@), D’autre part, rappelons
(remarques que le tore X'(G)/X(G)(r) s’identifie a la variété Irr(G)(,). L'algebre des
fonctions polynomiales sur Irr(G) [, s'identifie donc a C[T'/°G].

Lemme. OnaT C H C N avec [N : H| = [H : T] = m. Soit pr la restriction de pg a T. Alors,
toute composante irréductible de Resg(w) dont la restriction a °G contient p est isomorphe d pr.
Le morphisme de restriction

(V1.4.4.3) Homy(pr, Res$ (7)) — Homog (p, Reso& (7))

est un isomorphisme.
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Démonstration. Nous avons déja vu que H C N avec [N : H| = m. Montrons que T C H : soit
w € X(G). On a alors
TQw~ (indGpy) @ w ~ind% (py ® WiH)-

Par conséquent, si wyg est trivial, 7 ® w ~ 7, donc w € X(G)(7) et wjr = 1. La dualité entre
tore et réseaux montre alors que T' C H.

Soit (7, E) une composante irréductible de la restriction de 7 & T dont la restriction a °G
possede une composante p-isotypique non triviale. Comme p est aussi égale a la restriction de
pr a %G, ceci signifie que I'on a

Homog (ReS()ng, ReSOET) # {0}.

D’apres la proposition [VI.3.2| (zi¢) (plus précisément, il s’agit de constater que la démonstration
du point ¢) = b) s’adapte sans difficulté & notre contexte), il existe un caractére n de T', trivial
sur °G tel que

T~ pr @M.
La représentation 7 est contenue dans la restriction a 7" d’'une composante irréductible, disons
7, de la restriction de w & H. On a

T~pg 1N
pour un certain caractére 7 de H prolongeant n (on applique encore le point ¢) = b) de la

proposition [V1.3.2] (iii)). On en déduit que 7 ~ indg (pa ® 1), puisque py ® 7 est isomorphe &
I'une des composantes de la décomposition (VI.4.4.2)). Prolongeons & nouveau 7] en un caractere
7 de G. Alors 7 =1 et

™~ indf (pir ©7]) =~ (indfpr) @9 = 7 @ .

Ceci montre que /) € X(G)(7) donc 7 = 1. Par conséquent, n =1 et 7 ~ pr.

Utilisons maintenant I'isomorphisme d’adjonction
(V1.4.4.4) Homy (pr, Res$ (7)) = Homg (ind$ (pr), 7).

Montrons que ce qui précede implique que le membre de gauche est de dimension m. En effet, la
restriction 4 °G définit une application naturelle de Homy(pr, Res$ (7)) vers Homog (p, Reso&gm),
puisque les espaces de p et de pr sont les mémes. Réciproquement, on vient de montrer que
tout morphisme de Homog(p, ReSOg(ﬂ')) se prolonge de maniére unique en un morphisme 7-
équivariant. Les deux espaces sont donc isomorphes (en tant qu’espaces vectoriels), et ceci
démontre que est un isomorphisme. Intéressons nous maintenant au membre de droite
de l'isomorphisme d’adjonction. On a, comme H/T est abélien, fini,

ndl (o)~ B ot
£€Homy (H/T,C%)

Chaque ¢ € Homyz(H/T,C*) se prolonge en un caractére non ramifié é de G trivial sur T, et par
conséquent dans X (G)(w). Il ’ensuit que

ind% (pr) ~ ind (indf! (pr)) = indF (Sepm ©€)

~ P indG(pn ® €) = P ind§ (pr) ® €
¢ ¢
=[H:T] .



170 CHAPITRE VI. REPRESENTATIONS DES GROUPES P-ADIQUES

Le membre de droite de (VI.4.4.4]) est donc de dimension [H : T, et donc [H : T] = m. O

Nous allons maintenant décrire le centre Z de l'algebre A.

Théoréme. Le centre de A =H(N,p) est Z = H(T,p). En particulier, A est un Z-module libre
de rang m?.

Démonstration. Soit ¢ € A. Ecrivons le support de ¢ comme une union disjointe de classes a
droite °Gg;, i = 1,...r et ¢ comme une somme ¢ = ¢; + - - - + ¢,. ot Supp ¢; = °Gg;. Nous avons
décrit dans la section [VI.4.3] Palgebre A comme une algebre de polynomes de Laurent tordue.
La décomposition de ¢ ci-dessus correspond & une décomposition d’un polynéme en monémes. Il
est alors clair que ¢ est dans Z si et seulement si chaque ¢; est dans Z. On peut donc supposer
que le support de ¢ est constitué d’une seule classe °Gg.

Supposons que ¢ € Z et montrons que ¢ € H(T,p), c’est-a-dire que g € T. Pour tout
w € X(G), ¢ agit sur le A-module simple Homog(p, 7 ® w) par un certain scalaire, que nous
allons noter A, (¢). L’inclusion ¢ : W — V définit un élément de Homog(p, 7 ® w). On a alors,
d’apres la définition de Paction de A sur Homog(p, 7 @ w),

(VI1.4.4.5) Ao(@)w = (1 ¢)(w) = m(g™wlg™ ) (e(g)w), (w e W).

En particulier, si w est trivial, Atrip(@)7(g) = ¢(g). Comme ¢ est inversible, \yip(¢) # 0 et
donc g € H. Supposons maintenant que 7 ® w ~ 7. Alors A\, (¢) = Airin(@) et ceci entraine que
w(g) =1, pour tout w € X(G)(w), dongeT.

Notre but est maintenant de montrer la réciproque, c’est-a-dire que si g € T', alors ¢ € Z. Soit
n un élément de N. D’apres le lemme précédent, p. >~ pr. Soit T}, un opérateur d’entrelacement
entre pr et ph et F,, = m(n)T,,. On a alors pour tout w € W et tout h € °G :

F, 0 p(h)(w) = 7(n) o Ty, 0 p(h) (w) = 7(n) 0 p(n~"hn) o T, (w)
(VI1.4.4.6) = 7(hn) o T(w) = 7(h) 0 Fy(w)

et donc F), est dans Homog(p, 7). On peut montrer facilement grace a que lorsque
n varie dans un systéme de représentants 7 de N/H, l'ensemble des F,, ainsi obtenus est une
base de Homog (W, V). Pour g € T, ¢(g) est égal, & un facteur scalaire non nul pres, a pr(g).
On peut renormaliser ¢ pour avoir ¢(g) = pr(g), ce que 'on suppose dans la suite. On a, pour
tout w € W, pour tout n € T, et tout w € X(G), par définition de l’action a droite de A sur
Homog(p, 7 @ w),

(VL.4.4.7) (Fu - ¢)(w) = w(g™)m(g™") o Fu(e(g) - w)
=w(g™)m(g™") o m(n) o Tulpr(g) - w)
=w(g~ (g™ o m(n) o pr(n~" gn) T (w)
=w(g™)m(n) o Tn(w) = w(g™ ") Fa(w)

et donc ¢ agit sur Homog(p, 7 ® w) par multiplication par w(g~!). En particulier, ¢ agit par
multiplication par un scalaire sur tout A-module a droite simple. On en déduit que ¢ € Z.
En effet, I'image de ¢ par I'injection du lemme est centrale. On sait que [N : T| = m2.
Choisissons un systéme de représentants ni,...,n,,2 des classes a droite de T dans N et pour
chaque i, 1 < i < m?, une fonction non nulle ¢; dans A = H(N, p) de support *Gn;. On vérifie
facilement grace aux propriétés des supports (VI.4.3.1) que (¢;)1<ij<m2 est une base de A sur
son centre H(T, p). O

Nous pouvons tirer une autre conséquence importante des résultats ci-dessus :
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Corollaire. La C-algébre A est noethérienne.

Démonstration. En effet, Z est isomorphe & une algeébre de polynomes de Laurent a plusieurs
variables, donc noethérienne ([24], 3.6.2). D’autre part, A est un module de type fini sur Z.
On conclut grace a ([24], 3.6.1). La catégorie M(G)[y est donc équivalente a la catégorie des
modules a droite sur une algeébre noethérienne.

Proposition. Pour tout g € T, notons 4 l’élément de Z dont le support est 9Gg~! normalisée

comme ci-dessus, c’est-a-dire que ,(97) = pr(g~t). Alors Uapplication g — 1, induit un
isomorphisme C|[T/°G| ~ Z. Ceci montre que Z est isomorphe a lalgébre des fonctions de la
variété Irr(G) -

Démonstration. Le fait que g — 1), induise un isomorphisme C[T'/°G] ~ Z résulte facilement de
(VI.4.3.2)). Nous avions remarqué en que P'algebre des fonctions sur Irr(G) ;) est C[T/°G].
La derniere assertion en découle. O

Pour conclure cette section, récapitulons les résultats obtenus sur le centre de M(G).
L’équivalence de catégories entre M(G)r et M(A)g montre que le centre de M(G)[5) est iso-
morphe & Z, le centre de A. D’autre part, Z est isomorphe a I’algebre des fonctions polynomiales
sur la variété Irr(G)(). On obtient donc une description du centre de M(G)(, comme algebre
des fonctions polynomiales sur Irr(G),]. Les isomorphismes ci-dessus ne sont pas canoniques :
Irr(G)y est déerit comme espace homogene pour X(G), et ceci dépend du choix d'un point de
base (ici 7) dans la classe d’inertie [r]. D’autre part, nous avons choisi un progénérateur parti-
culier de M(G)(5, dont dépend la définition de I'algebre R, et donc celle de A. Dans la section
suivante, nous verrons comment rendre cette description indépendante des choix.

VI.4.5 Le centre de M(G)[; : conclusion

Soit M un A-module & droite simple. Le centre Z de A agit par un caractére Ay : Z2 — C.
Posons I; = ker Ay, de sorte que I3 A soit contenu dans 'annulateur de M. Le morphisme de
structure

én 0 A — Ende(M)

induit un morphisme d’algebres, surjectif d’apres le théoréme de Burnside ([35], corollaire XVII.3.3) :

¢M : IM.A\.A — End(;(M).

Remarquons que I37.A\A est de dimension m? sur C car A est libre sur Z de rang m?, et Ip/\Z ~
C. Comme Endc(M) est aussi de dimension m?, on en déduit que (/;M est un isomorphisme
d’algebres. De plus End¢ (M) est isomorphe en tant que Ende (M )-module & droite & une somme
de m copies de M. On en déduit qu’il en est de méme de I A\ A. Il s’ensuit que M est déterminé
entierement par l'action de Z, ou plus précisément par 'idéal I, de Z. Réciproquement, pour
tout idéal maximal I de Z, le A-module & droite de type fini I.4\.A admet un quotient simple
M, I =1y et IA\A~ mM. En résumé, si M; désigne I'unique facteur de composition simple
du A-module & droite semi-simple I.A\ A, alors

I'— M, SpecMax(Z) — Irr(A).
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définit une bijection entre l’ensemble des idéaux maximaux de Z et I’ensemble des classes
d’isomorphismes de A-modules & droite simples. Ceci munit Irr(A) d’une structure de variété
algébrique affine sur C, d’algebre de fonctions Z.

L’équivalence de catégories entre M(A)q et M(G)5] induit donc un isomorphisme d’algebres
entre Z et le centre Zi,) de la catégorie M(G)(,, que nous notons ¢ ~— z4. Cette équivalence
induit aussi une bijection entre Irr(A) et Irr(G).

Pour tout I € SpecMax(Z), le module LA\ A dans M(A)q correspond au module
(IA\A) @ 1T ~ I1/11I.

Il existe une unique représentation irréductible (a isomorphisme pres) 77 dans M(G)5) telle que
IT/ITI ~ mmy. Notons A; le morphisme d’algebres de Z dans C tel que ker A\; = I. Soit ¢ € Z.
Alors ¢ agit sur M; par multiplication par A;(¢). On en déduit que z, agit sur 77 par ce méme
scalaire A\r(o).

Proposition. Soient z € Zi5) et soit T € Irr(G) (5. Interprétons z comme un élément de l’algebre
des fonctions de la variété algébrique affine Irr(G)(n). Alors I’évaluation de z au point T est le
scalaire z(T) par lequel z agit sur 7.

Démonstration. Soient w € X(G) et x € T. 1l suffit de démontrer 'assertion dans le cas ou

z = zy,, ¥, étant I’élément de Z défini dans la proposition [V1.4.4, D’apres (V1.4.4.5)), la fonction

¥, agit sur le module & droite simple Homog (p, 7 @ w) par le scalaire w(x). Ainsi, 'élément z,,_
agit par le scalaire w(x) sur 7 ® w. O
Notons une autre conséquence de tout ceci :

Corollaire. La catégorie M(G)y est indécomposable.

Démonstration. Lorsqu’un catégorie abélienne se scinde en une somme directe de deux catégories,
les projections sur I'un et I’autre des facteurs sont des idempotents dans le centre de la catégorie.
Comme Z est un anneau intégre (d’aprés le lemme , il ne contient aucun élément idem-
potent non trivial. O

VI.5 Représentation induites

On fixe dans tout ce qui suit un sous-groupe parabolique minimal Py = MyNy de G. On
adopte les notations du chapitre [V} en particulier

Wea = W(Ag) = Na(Ap)/Za(Ag) = Na(Ag) /My

VI.5.1 Le lemme géométrique

Dans cette section, nous allons montrer le résultat suivant :

Théoréme. Soient P = MN et Q = LU des sous-groupes paraboliques de G et soit (1, E) une
représentation lisse de M(M). La représentation

rg iIG;(T, E)
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de L admet une filtration dont les composantes du gradué associé sont isomorphes d
L M
(ifw-1.p O WO TanM)(T’ E),

ou w décrit la partie W? T de G définie en .

Remarques. 1. L’ensemble W? ¥ est un systéme de représentants dans G des doubles classes
P\G/Q. D’aprés les propriétés de W établies en LNnw™! - P est un sous-groupe
parabolique de L de décomposition de Levi
Lnw ' P=(Lnw ' - M)(Lnw"'-N),
et w-Q N M est un sous-groupe parabolique de M de décomposition de Levi
w-QNM=(w-LNM)(w-UnNM).
— 2. On a noté simplement w le foncteur d’oubli
o Yo, M(w-L NM)— MLNw" M)

associé a Iisomorphisme LNw~!- M — w- LN M induit par la conjugaison par w (cf. 'exemple

111.2.1). Nous attirons 'attention du lecteur sur le fait que de nombreux auteurs préferent le

noter w~ L.

Nous allons d’abord formuler ce résultat de maniere plus précise. Considérons 'espace quo-
tient t.d. X = P\G muni de 'action de G par translation & droite :

GxX =X, (g9,Ph) Phg™ .

Le sous-groupe parabolique @ agit sur X avec un nombre fini d’orbites Zi,..., Z; (corollaire
'V.4.3). D’apreés la proposition [I1.3.3] ces orbites sont toutes localement fermées dans X . De plus,
on peut supposer que cette numérotation des orbites est telle que les ensembles

Yi=2Z1,Yo=21UZs, ...V = Z1UZoU...UZy = X

sont des ouverts de X. On supposera que tel est le cas dans la suite.

Fixons une Q-orbite Z dans X, et un point Pz de cette orbite, avec z € W2 Notons pour
abréger ¢ 'automorphisme Int(z) de G. Posons

M =MnuL), L'=Ln. M), N =MnU), U =LncN).

Alors P’ = M’'N’ est un sous-groupe parabolique de M, Q' = L'U’ est un sous-groupe pa-
rabolique de L et M’ = ((L'). Posons aussi U” = ~1(N’), de sorte que Q" = L'U” soit un
sous-groupe parabolique de ¢:~!(M). Nous avons & notre disposition les foncteurs

rpes M(M) = M(M'), ig : M(L') — M(L).
Définissons alors le foncteur ® par
Sy M(M) = M(L), (I)Z:ié,OLOT%.

Nous notons ici encore ¢ le foncteur d’oubli associé & I'isomorphisme ¢ : L' — M’. c’est-a-dire le
foncteur qui a toute représentation (o, E) de M(M’) associe la représentation (‘o, E)) de L' avec
les notations de I'exemple [IT.21]

On peut maintenant reformuler le théoréme de la maniére (plus précise) suivante. Les nota-
tions sont les mémes que ci-dessus.
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Théoréme. (reformulation) Le foncteur
F=r§if: M(M)— M(L)
admet une filtration par des sous-foncteurs
O=FCFC..CF,=F

telle que F;/F; 1 ~®z,,i=1,... k.

Précisons qu’un sous-foncteur d’un foncteur F' d’une catégorie C a valeurs dans une catégorie
de modules D est un foncteur G de C dans D tel que pour tout objet X de C, G(X) est un
sous-module de F(X).

Démonstration. Soit Y une partie ouverte @Q-invariante de X. Pour toute représentation lisse
(0, E) de M, réalisons comme en I'espace de la représentation induite i% (o, E) comme un
espace de fonctions sur G, et considérons le sous-espace iy (E) de i%(F) constitué des fonctions
f a support dans PY ou

PY ={geG|PgeY}.

Remarquons au passage que PY est une partie ouverte de G, en tant qu’'image réciproque d’une
partie ouverte par une application continue, en ’occurrence la projection canonique de G dans

X. T est clair que iy (F) est stable sous 'action de () obtenue sur i%(E) par restriction de I'action

de G. On peut donc appliquer a iy (E) le foncteur ry = jy ® 6[1]/2, et former
Fy (E) = ry(iy (E)).

Comme le foncteur 7y est exact, ry(iy (E)) est une sous-représentation de F(E) = ry (i%(E)).
Autrement dit, Fy est un sous-foncteur de F.

Proposition. Soient Y et Y’ deuz parties ouvertes Q-invariantes de X. On a alors, avec les
notations évidentes

Fyrnyr=FyNFy:, Fyoyr=Fy+Fy, Fy=0, Fx=F.

Démonstration. Comme d’apreés la proposition [VI.1.2] le foncteur 7y est exact, il suffit de montrer
que

iyny: =iy Niys, dyoyr =ty +iyr, ip=0, ix =i%.

Les deux dernieres égalités sont triviales. De plus, on a

PYuY')=PYUPY', PYNnY')=PYNPY'

Ceci montre que iynys = iy Niys et iy +iys C iyyy-. Il reste & montrer que iy yy C iy +iy.
Soit f dans iyyy. Soit W une partie compacte de G tel que Supp f C PW, et soit W I'image
de W dans P\G. On a donc W C Y UY”. Or il existe deux fonctions g; et gy respectivement
dans C®(Y) et C®(Y”) telles que gy + go = 1 sur W. On a alors f = f(g1 0 p) + f(g2 o p), avec
f(g1op) € iy et f(g2op) € iy,. Construisons ces fonctions g1 et go. Recouvrons W par des
ouverts (Uy) ey tel que x € U, C Y siz € Yet x € U, C Y' si x € Y. Extrayons de ce
recouvrement de W par les (Uz) yevir» un recouvrement fini subordonné par des ouverts compacts
disjoints (U;) (cf. lemme [IL1.1)). Prenons pour g; la somme des fonctions caractéristiques des
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ouverts U; C Y et pour go la somme des fonctions caractéristiques des ouverts U; C Y’ moins
la somme des fonctions caractéristiques des ouverts U; C Y NY’. Ces fonctions ont alors les
propriétés voulues. 0

Gréce a cette proposition, nous pouvons étendre la définition du foncteur Fy au cas ou Y est
seulement une partie localement fermée Q-invariante de X de la maniére suivante : écrivons

Y=TnNnV

ou T est fermé dans X et V est ouvert. En remplagant T par [ e 9" T et V par |J c09- V
on voit que l'on peut supposer T et V invariants sous 'action de (). Posons Y; = fX \T)
V.OnaYNY, =0, YUY] est ouvert dans X, et Y7 est Q-invariante. Posons alors Fy =
Fyy, /Fy,. La proposition montre que les foncteurs ainsi construits pour différents choix de Y3
sont naturellement isomorphes.

D’autre part, le foncteur Fy peut-étre décrit comme la composition
(VL.5.1.1) Fy =ryoiy :onFCoRi,(”g oIgo(;;[l/zof]]X[
ol

I§ : M(P) — C¥¢ — Mod,
Ry S 1 € — Mod — €55 — Mod
Lot C¥ g — Mod — M(Q)

sont les foncteurs définis en [[I.3:2] En effet, que Fy soit égal & cette composition est clair si Y
est une partie ouverte Q-invariante de X, et le cas d’une partie localement fermée découle alors
de la proposition ci-dessus et de la proposition

Avec les notations du théoréme, nous voyons maintenant que le foncteur F' admet une filtration
0:F0CFY1 CFY2 C...CFyk =F

et que pour tout ¢ =1,...,k, F;/F;_1 = Fyz,. Il s’agit donc de montrer que pour toute Q-orbite
Z dans X, on a un isomorphisme naturel &, ~ F.

Posons P = =Y (P), M = = Y(M), N = ,~}(N). Exprimons les foncteurs ®; et Fz en termes
de foncteurs similaires définis en remplacant P, M, N par P, M, N. L’automorphisme ¢ de G
induit des équivalences de catégories (que 'on notera toutes encore ¢)

L M(G) = M(G), M(M)— M(M), M(M')— M(L).

Il est clair que 1'on a
1t oré\f,, oL = r%,
d’on,

(I)ZZié/OLOT‘%Zié/OLOL_IOng//Obzié/oré\gz/OL.

Posons Z = PQ € P\G/Q et définissons le foncteur o, = ié, o rg,, : M(M) - M(L). On a
alors
Cbz = (I)Z O L.

De méme, ¢ induit un homéomorphisme

v: P\G— P\G, Pg—s P-zg.
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Appelons encore ¢ le foncteur d’image inverse

v Cplg — Mod — C]%O\G — Mod

pour cet homéomorphisme. Remarquons que l'orbite Pz(@) a pour image réciproque la partie ]5Q
de P\G.

Il est clair qu’avec ces notations, on a ¢ o Ig o7t = Ig, d’ou

— X.G _ -1 _+G -1/2 M
Fz=ryolcoRz g0t olgotody ' "oFp.

- v —1/2 _ ¢—1/2 N
D’autre part, on a aussi évidemment ¢ o F = ]-'1];4 ovetLody /2 = Og /%51 d’ont finalement

_ X.G -1 G —1/2 M
Fz=ryolcoRy 5ot OIP05N oFy ot

o X,G -1 G . s—1/2 N _ . .
Notons Fy = ry ol ORZA,Q ot OIP o 51\7 0]-'15 , de sorte que F'z = I, o 1. Posons aussi

X,G _ _ —1/2 y o PN
I,=T.0 RZ’Q o7t olg, de sorte que Fy =ryoZy 04, /26 FM 1on s'est ainsi ramené &
montrer que I, est naturellement isomorphe & ® ;. Pour cela, nous allons analyser le diagramme
de foncteurs suivant.
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TUN
TUN dUT
m?\%@@CE.& v,
dUT = dUT oun = oun
dJuT oUW
T 4PUl &T&.
nud HUN bud
m?\%@mvc&?.m.
T Oud
Ny bud dud
HPU aT
T = @ z
~. °z
or " Ipug
)
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Les catégories de départ et d’arrivée des foncteurs sont représentées par les sommets de
ce graphe. Le sommet indicé par un groupe H représente la catégorie des représentations lisses
M(H). Les fleches représentent les foncteurs. Celles en pointillés n’interviennent pas directement
dans ce qui suit et doivent étre considérées comme décoratives. Le foncteur F, est obtenu en
suivant le chemin < du haut >menant de M a L, et le foncteur ® , est obtenu en suivant le chemin

N N . . . N —1/2¢1/2
< du bas >, a ceci prés que nous avons introduit une torsion par les caractéres e; = § & /25 1\7/m Q

de M N Q et e = 6[;1/ 2611/0215 de PN L . Pour montrer que ces foncteurs sont naturellement
isomorphes, nous allons montrer que chaque petit sous-diagramme a quatre (ou trois pour celui
du haut) sommets est commutatif & isomorphisme naturel pres, puis que les effets de €; et
€s se compensent. Ceci est évidemment suffisant. Nous expliquerons les notations non encore

introduites de ce diagramme au cours de la démonstration.

Commencons par le diagramme

]_-MmQ® —1/2
PNQ y

MNQ

On a, grace aux propriétés des représentants choisis (cf. ,
PNnQ=(MNLY(NNLYMNU)NNU).

Comme les groupes N, U sont réunions de leur sous-groupes ouverts compacts, tous les caracteres
modulaires intervenant dans ce diagramme sont triviaux sur ces groupes. Il suffit donc de voir
comment agit un élément [ de M NL sur les représentations obtenues a partir d’une représentation

lisse (o, E) de M , d’une part en suivant le chemin du haut, et d’autre part celui du bas. Pour la
premiére, [ agit par (5];1/2(1) (1) et pour la seconde par el(l)éN;/;(l)a(l). Or

V212512 512 se1/2
€1 6NmQ =05 6N0Q6NHQ =0y

ce qui prouve la commutativité du diagramme.

Considérons maintenant le diagramme

PnQ

MmQ —1/2
PDQ NﬁQ &U

ne

k 4 —1/2

Frnp ®xar
MNL

Le foncteur rp.;; est le foncteur jps.,, tordu par le caractere (5}3/;U et le foncteur ry ., est

) L <1/2 . , L “
le foncteur jy-,; tordu par le caractere 65~ . Soit (0, E) une représentation lisse de M N Q.
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Vérifions tout d’abord que les représentations 7 et mo de L N P obtenues respectivement en
suivant le chemin du haut et celui du bas dans le diagramme agissent bien dans le méme espace.
L’espace de m est E quotienté par ’espace engendré par les vecteurs de la forme
—1/2 A
J(U)&NOQ(U) v—v, (veEE), (ue PNU).
Mais comme PNU = (M NU)(NNU) et que N NU agit trivialement, cet espace est en fait
I’espace engendré par les vecteurs de la forme

a(u)ajglm/;(u) w—v, (vVEE), (ueMnNU).

D’autre part, M NU étant réunion de ses sous-groupe ouverts compacts, 5]5;/5

we MNU. Finalement, I’espace de 7 est le quotient de F par I’espace engendré par les vecteurs
de la forme

(u) = 1 pour tout

o) -v—uv, (veE), (ueMNU),
et ceci est aussi 'espace de my. Il s’agit maintenant de calculer dans les deux cas le caractere tor-

e a1 . , —1/2¢1/2 , —1/2:1/2
dant I'action induite par o sur ce quotient. Pour 7y, c’est 5]%@5150[] et pour mo c’est 5]\7r‘|L 51\?mU'
/2 <1/2 1/2

o= 0% 0

_ 5. . : ) : _
Comme 6NQQ =05nu05nL €t 5150 MmO o on voit que 'on a bien 7 = mo.

Passons maintenant a

(VL5.1.2) Q=1LU

PNQ TU
L
ﬁu /
Ind®

LNP
LNP

Nous allons nous placer dans un contexte un peu plus général, qui par spécialisation entrainera
la commutativité d’une version sans les twists du diagramme ci-dessus. On adopte localement de
nouvelles notations :

Soient J un groupe t.d., H un sous-groupe fermé et /N un sous-groupe fermé distingué réunion
de ses sous-groupes ouverts compacts (donc en particulier N est unimodulaire) et supposons que
HN soit fermé. Soit (o, E) une représentation lisse de H. Considérons la représentation

(iuon, Enon) de L'=H/HAN ~ HN/N C J/N.
Nous affirmons qu’on a alors un isomorphisme naturel
(VL5.1.3) jn o indf (0, E) ~ indy/\ \ (junn (0, E) © 671,

ol ¢ est le caractére modulaire de H sur H N N\N.

Nous allons maintenant prouver (VI.5.1.3) en donnant la forme explicite de I’isomorphisme
naturel.
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Pour tout v € E, notons o son image dans jgqy (E). Comme toute fonction f € ind, (E) est
a support compact modulo H, pour tout j € J, la fonction (r(j) - f)|x est & support compact
modulo H N N. De plus, quels que soient h€ HNN, ne NetjeJ,ona

f(hnj) = o(h) - f(nj) = f(ng),

et donc (r(j)- f)iv € D(N,H N N,égan\n = 1). Ainsi, ayant fixé une mesure invariante sur
H N N\N au sens de la section [[I1.3.9| 'intégrale

) = / f(nj) dvgann(n)
HAN\N

est bien définie.
On a pour tout u € N, pour tout j € J, en utilisant l'invariance a droite de la mesure
VHNN\N>

Fug) = / T v ) = / ) dvsaen (n) = 7).

HAN\N

On peut ainsi considérer f comme une fonction sur N\J = J/N (N est distingué).
Pour tout h € H, pour tout j € J,

f(hj) = / f(nhj) dvgan\n(n) = / f(h(h=inh)j) dvgan\n(n)
HAN\N HAN\N

N / \ 6=t(h)a(h) - f(nj) dvarn\n(n) = 571(h)UHﬂN(h) ’ J?(J)

La fonction f est clairement & support compact modulo HN dans J. Il découle de ce qui
précéde que f — f définit une application de ind?; (o, ) dans indf{/II\\][/N (jann (o, B)®@3571). Cest
clairement un J-morphisme, et il se factorise en un J/N-morphisme

(VL5.1.4) jn(ind}y (0, £)) = indy/y (G (0. E) @ 671 jn(f) = [
Montrons maintenant la surjectivité de f — f. Rappelons que
indy/y (N (B) @671

est 'ensemble des fonctions
¢Z J/N—)meN(E)

lisses & support compact modulo HN/N dans J/N telles que, si T désigne I'image de = € J dans
J/N, o o _ _
¢(hnj) = 6~ (W)ounn (hn)¢(j), (j € J/N),(hin € HN/N)

que 'on peut donc identifier a I’ensemble des fonctions
¢:J = jann(E)
lisses a support compact modulo HN dans J telles que

¢(hnj) =6 (h)ounn(h)o(j), (j € J),(h€ H),(n€N).
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De telles fonctions sont obtenues de la maniére suivante : fixons un élément v de E et un
élément x de J. Alors il existe un sous-groupe ouvert compact Ky de J tel que la formule

(VL5.1.5) d(hnzk) = 5 (W)ounn(h) -9, (h€ H),(n € N),(k € Ky)

définisse bien une fonction ¢ de indi,/ljvv/N (junn (E)®671) a support dans Pouvert H Nz K. Pour
cela, il faut s’assurer que si

(VI516) hlnlxkl = hgngflfkg, (hl, hQ € H), (Tll, Ng € N), (kl, kQ € Ko)
alors
(VI517) (5_1(h1)G'HmN<h1) SV = 5_1(h2)UHﬁN(h2) -v

Or (VI.5.1.6) équivaut a
h2_1h1 = ngxkgkl_lmflnl_l
(VL.5.1.8) = whoky a7 ((wkoky ta ™) Ting (wkoky T ) )Tt

Donc h = h;lhl s’écrit h = xkx~'n pour un certain k in Ky et un certain n € N.

Comme v est fixé par un certain sous-groupe ouvert compact de H, il existe un sous-groupe
ouvert K de J tel que xK2~' N H fixe v. Projetons zKz~*N H dans H/H N N. L’'image inverse
de cette partie dans H est (zKx~' N H)(H N N). Prenons alors Ko C K de sorte que

(xKoz " YNNH C (zKz~'n H)(HNN).
Alors d’apres (VL5.1.8),
h=hythy =xke™'n € (xKaz !N H)(HNN)
vérifie
oann(h) -0 =12.

D’autre part le caractéere modulaire § est trivial sur les sous-groupes ouvert compacts de H et
sur HN N, donc §(h) = 1. Ceci montre (VI.5.1.7) pour un tel choix de K.

L’espace indi{/fvv /N (jann(E) ® 671) est engendré par les fonctions ¢ construites de la sorte.

Il suffit donc de trouver f € ind{{(E) telle que f = ¢ pour ¢, z, v, Ky comme en (VI.5.1.5).
Prenons f a support dans Hx Ky telle que

f(hzk) =o(h)-v, (he€ H), (ke Kp).
Ceci est bien défini, car si hyxk, = hoxko,
h;lhl = xk‘gszlx_l cxKopz 'NHCzKz 'NH

fixe v. Il est alors clair que

(V1.5.1.9) fG) = /H . f(ng) dvann\n(n)

n’est non nulle que si j € NHzKy = HNxzKj. 1l suffit donc de vérifier que f(z) = ¢(x) = v. Or

(VL5.1.10) f(z) = /H oo T8 s )
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et si ne = hxk, avec he€ H, k € Ky, on a
h=nzk 2™ € (2Kox " )YNNH C (zKz ' N H)(NNH)
et ainsi f(nx) = f(hak) = o(h) - v =10, donc
f(z) =cv,

ol ¢ est la mesure d'un certain ouvert compact dans H N N\N pour la mesure vgnn\y. On

trouve donc que f est égal & un multiple scalaire non nul de ¢, ce qui suffit évidemment.

Montrons maintenant l'injectivité de (VI.5.1.4)). Pour cela, montrons tout d’abord ’assertion
suivante :

- Si Ny est un sous-groupe compact de N et si K est un sous-groupe compact de J, alors il
existe un sous-groupe compact N1 de N contenant Ny normalisé par K.

En effet, I’ensemble UkGK ENok™! est compact puisque K et Ny le sont, il est donc contenu
dans un sous-groupe compact ouvert No de N par hypothese sur N. Le groupe N1 = [, c x ENok—!
contient Ny, et est donc ouvert. Il est aussi clairement compact et stable par conjugaison sous
K.

D’aprés la proposition [[T1.2.9) un élément f € ind?; (E) est d’image nulle dans jy (ind?, (o, E))
si et seulement s’il existe un sous-groupe ouvert compact Ny de N tel que f soit annulé par ey,
c’est-a-dire

(VL5.1.11) fGn)dn=0 (j€J).
No

On en déduit que f € indy (E) est d’image nulle dans jy(ind} (o, E)) si et seulement si pour
tout j € J, il existe un sous-groupe ouvert compact N; de N tel que

(VL5.1.12) /N F(nj) dn = 0.

En effet, cette condition est nécessaire, puisque N; = jNpj~! convient. Montrons qu'elle est

suffisante. Si N; vérifie , et si K est un sous-groupe ouvert compact de J tel que
K fixe f, alors d’apres l'assertion démontrée ci-dessus, pour tout j € J, on peut trouver un
sous-groupe ouvert compact N; de N contenant N; et tel que K normalise j_lNJf j. Comme
eNIeN; = €N, On a, pour tout k € K,

0=exen, = f= [ foiyan= [ f(Gni~)) dn
f J

BN
ij

/ F((nk) dn = / (R nk)) dn
GINYG §7INYj
:/ f(jkn) dn.

iTIN

Comme f est a support compact modulo H, il existe une partie compacte X de J telle que
Supp (f) € HX, et X est recouvert par un nombre fini de parties de la forme 5K, j; € J,
I =1,...,m. Daprés 'hypothese sur IV, il existe un sous-groupe ouvert compact Ny de N tel
que

() i 'Njji € No.
Jj=1,...,l
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On a alors

(zn)dn=0 (z€ X).
No

Si I'on pose

fno(G) = (eny - )G) = | flan)dn (5 € J),

No

on voit que fy, est a support dans H X Ny. Mais par construction de Ny, pour tout € X, tout
h € H et tout n1 € Ny,

f(haznin) dn =o(h) - f(znin) dn =0
Ny No

et donc fn, = 0. Ainsi (VL.5.1.12)) implique (VL.5.1.11J).

Supposons maintenant f = 0, en particulier f (1) = 0, c’est-a-dire

/ W dVHﬂN\N(n) =0.
HNN\N

Comme f est a support compact modulo H, fx est a support compact modulo HNN. Choisissons
maintenant un sous-groupe ouvert compact Ny de IV suffisamment grand, de sorte que le support
de f|n soit inclus dans (H N N)Np. On a alors

[ A= [ e do

/ / f(n2) dny dng
NoNH\Ng J NonH

= Vol(Ng N H) / f(n2) dvn,nm\ N, (12)
NoﬁH\N{)

= Vol(No N H) / f(n) dvgnn\n(n) =0
HAN\N

On a ainsi obtenu que fNo f(n) dn est d’image nulle dans jy~y(E), et donc il existe un sous-
groupe ouvert compact N1 de H N N tel que

en, - f(n) dn =0.
No
Prenons alors un sous-groupe ouvert compact Nj dans N contenant N1 Ny. On a [ o f(n) dn=0.
0

Cet argument s’applique aussi & r(j) - f pour tout j € J, ce qui montre que pour tout j € J,
il existe un sous-groupe ouvert compact N J/ de N tel que

f(nj) dn =0.
N;

La condition (VI.5.1.12)) est donc vérifiée, et ainsi jy(f) = 0, ce qui montre l'injectivité de

VI.5.1.4).

Revenons au diagramme (VI.5.1.2) en appliquant ce qui précede a J = Q,H= POQ, N =U,
J/IN=Q/U~L, L’=H/HNN~HN/N=PNQ/PNU ~ PN L. Les effets des caracteres




184 CHAPITRE VI. REPRESENTATIONS DES GROUPES P-ADIQUES

1/2

. L’isomorphisme naturel entre r oind® (E)

. 1/2 o1
modulaires se compensent car & pay O = 070y Fro

et 1ndLmP(rPnU(E) ® €2) est obtenu, par passage au quotient, de
frer fo ind (B) = indf o (rpoy (B) ®e)

(VL5.1.13) () = 6u()/? /IamU\Uf(UZ)dVPﬂU\U(U)'

Vérifions maintenant la commutativité de

P=NN Q=LU

P
XPQ‘? Pm

POQ

OrZ, =T, oR)Z(”g o171 oIg et indgm 0= I, olgm o Remarquons que le stabilisateur dans Q de

lorbite Z = PzQ n’est autre que PN Q, de sorte que (13 NQ)\Q ~ Z. 1l s’agit donc de montrer
que

G X.,G
M(P) ——5CF, , , — Mod ——>CF ¢ o — Mod e C¥o — Mod
.
¢
M(PNQ) me 2 — Mod
(PRQ\Q.Q
commute.

Prenons une représentation (o, F) dans M(P ) Le faisceau qui lui correspond dans CX G

Mod par 'équivalence de catégories du [[I1.3.2[ a donc pour fibre E au-dessus de Pe P\G. Soit
X la variété des sous-groupes paraboliques conjugués a P (ou P). On a

]S\G ~ X ~ P\G.

Ces isomorphismes sont obtenus en choisissant respectivement P=r: (attention, ceci est une
égalité de points dans X, I'égalité de sous-groupes paraboliques de G qui lui correspond est
P =z ~1P2) et P comme point de base dans X, I'isomorphisme entre le terme de gauche et
celui de droite étant réalisé par ¢. Le faisceau qui correspond & (o, E) dans C;O\ GG — Mod a
donc pour fibre E au-dessus de Pz. Sa restriction a Z = Pz de méme, donc en identifiant Z

et (ﬁ N Q\Q), on obtient un faisceau sur CPHQ\Q o — Mod, de fibre E au-dessus du point de

base PN Q. L’action de Q étant transitive, cette fibre caractérise le faisceau. D’autre part, il est
maintenant clair que c’est aussi la fibre au dessus de ce point du faisceau Ian oFP P Q( o, E).
Ceci montre la commutativité du diagramme.

Il reste a se débarrasser des caracteéres €; et €. Comme ces caractéres sont triviaux respec-
: 9 \ N e LNM _ —LNM
tivement sur M NU et NN L on a €1 07y ~; = Tyny © €1 et e O]:LmP ]:LﬂP o €9. Il s’agit
donc de voir que le caractere

o 5—1/251/2 5—1/251/2

€ = €1€
182 = NnQ U unp
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est trivial sur L' = M N L. On peut supposer, en se ramenant & ce cas par conjugaison, que les
sous-groupes paraboliques P et Q sont standards. Ecrivons la décomposition de Cartan de L’ sous
la forme L' = KjApK{). Comme le caractere € a valeur dans R est trivial sur les sous-groupes
compacts de L', donc sur K|, il suffit de vérifier que € est trivial sur Ag.

On reprend les notations de [V-4] Pour toute partie unipotente S de Xy, on a

Su(s)(@) = [T @™ *2m=], (a € Ay).
YES

Notons ceci simplement §g. On a alors

| -1
€ _5/\‘/ 5ng5u 551075

Or,
NNWNNQ) =NN(8p\ Q) =Nn(-U)
U\NUNP)=UN(Zp\P) =UN(-N),
d’ou
2 _ -1 -1 _
€ =0 Oun-an = 1
Comme ¢ est a valeurs dans R , on en déduit que € = 1. O

Il sera utile par la suite d’avoir une forme un peu plus explicite de I’isomorphisme naturel
du théoréme [VI.5.1] Reprenons les notations du début de cette section : P = MN et Q = LU
sont deux sous-groupes paraboliques de G, Z est une orbite de @ dans P\G, et Y, Y’ sont deux
parties ouvertes de P\G, union de Q-orbites, telles que Y est 'union disjointe de Y’ et de Z.
Soit (o, E) une représentation lisse de M. Le foncteur F; est un quotient du foncteur iy : on
quotiente d’abord par le sous-foncteur iy, puis on applique le foncteur ryy qui est lui aussi un
passage au quotient. L’isomorphisme naturel entre

Fz(O', E) = TU(iy(U, E))/TU(iY/(G, E))
et
Pz = Z.il’TLfl(P) otLo T%HL(Q)
est induit par I’application
f — f_, ZY(E) — iémbfl(lp) [oy/e] T%NL(Q)(E)

ou

(V1.5.1.14) f() =0y ()'/? /Uﬂ e Imew) (f (e(ul)) dvgn-1pypu(u).

Ceci s’obtient a partir de (VI.5.1.13)) et des autres isomorphismes naturels du diagramme.
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VI1.5.2 Données cuspidales

Nous allons déduire du lemme géométrique[VL.5.1] des renseignements sur les suites de Jordan-
Holder des représentations induites a partir de représentations supercuspidales. Plus précisément,
soient P = M N un sous-groupe parabolique de G, et (p, W) une représentation supercuspidale
irréductible de M. On veut étudier l'induite 7 = i%p.

Définition. Une donnée cuspidale est un couple (M, (p, W)) ot M est un facteur de Levi d’un
parabolique P = M N de G et (p, W) est une représentation irréductible supercuspidale de M.

On dit que deux données cuspidales (My, (p1, W1)) et (Mas, (p2, W2)) sont associées s’il existe
g € G tel que
gMig™' =My et py=~pf

Ceci définit une relation d’équivalence sur ’ensemble des données cuspidales. On note (M, (p, W)
la classe de (M, (p, W)) et Q(G) 'ensemble des classes d’équivalence.

Rappelons que d’apres le corollaire [VI.2.1] pour toute représentation lisse irréductible (m, V')

de G, on peut trouver un sous-groupe parabolique P = MN de G et une représentation
irréductible supercuspidale (7, E) de M tels que
(V1.5.2.1) Hom (r&(m, V), (1, E)) # {0}.

De manieére équivalente, par la réciprocité de Frobenius
(V1.5.2.2) Homg((m, V), i%(r, E)) # {0}.

Le résultat qui suit < sépare > les représentations induites et les représentations supercuspi-
dales :

Lemme. Soit P = M N un sous-groupe parabolique propre de G et soit (p, W) une représentation
lisse de M. Posons (m,V) = i%(p, W). Alors aucun sous-quotient irréductible de (m,V) n'est
supercuspidal.

Démonstration. Soit 7, la partie supercuspidale de 7 dans la décomposition du théoréme [VI.3.5]
On a
Homg (7, ) = Homps (16 (704c), p) = 0

et ceci implique que 7. est nulle. O

VI1.5.3 Conséquences du lemme géométrique

Le lecteur se reportera a la section [V.4] pour certaines notations concernant les groupes de
Weyl. On tire facilement du lemme géométrique [VI.5.1] les résultats suivants :

Proposition. Soient P = MN et Q = LU des sous-groupe paraboliques de G, (p,W) une
représentation supercuspidale de M et posons T = rSiIG;p. Alors

(1) si L n’admet aucun sous-groupe de Levi conjugué d M dans G, alors T =0,

(ii) si M n'est pas conjugué a L dans G, alors T n’a aucun sous-quotient supercuspidal,

(7i1) supposons M et L standards et conjugués, alors T admet une filtration par des sous-
représentations dont les quotients successifs sont de la forme *p, w € W(L,M)/Wy,. En parti-
culier T est supercuspidale.
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Démonstration. (i) Comme p est supercuspidale, r% (p) = 0 pour tout sous-groupe parabolique
propre P’ = M'N’ de M. Donc, 7 est nulle sauf si P’ = M’ = M avec M’ = M Nw - L, pour un
certain w € WF. Le groupe M est alors un sous-groupe de Levi de w - L.

(#4) C’est une conséquence immédiate de (i) et du lemme [VI.5.2
(1) Ceci découle du lemme (4i1). O

VI1.5.4 Suites de Jordan-Hoélder des induites de supercuspidales

Soit M un sous-groupe de Levi standard de G. Rappelons que

W (s, M) = JW(L, M), U(M)= Wi \W(x, M)
L

ou la somme porte sur ’ensemble des sous-groupes de Levi standards de G (voir et
pour les notations). Si M est un sous-groupe de Levi non standard, on pose (M) = I(M') ou
M’ est un sous-groupe de Levi standard de G conjugué a M.

Théoréme. Soient P = MN un sous-groupe parabolique de G, (p, W) une représentation su-
percuspidale irréductible de M et (m,V) = i%(p, W). Alors la représentation 7 est de longueur
finie, plus petite que [(M). D’autre part si P’ = M'N’ est un autre sous-groupe parabolique de
G si (p',W') est une représentation supercuspidale irréductible de M', et si l’on pose 7' = G, p'
alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) il existe g € G tel que gMg=' = M’ et p? = p/, ie. les données cuspidales (M, (p, W)) et
(M, (p',W")) sont associées,

(#4) Homg(m,7") # 0,

(i31) les suites de Jordan-Holder de ' et de w sont équivalentes,

(iv) les suites de Jordan-Holder de ©' et de m ont au moins un élément commun.

Enfin si 'on suppose P et P’ standards, et que l’on pose
W(p,p') ={we Wg|w-M=M"p" = p},
alors dim Home (m, 7') < |[Wp \W (p, p')|-

Démonstration. On peut, par conjugaison, supposer P et P’ standards, ce que nous ferons dans
la suite de la démonstration. Soit (7, Vo) un sous-quotient irréductible de (m, V). Le corollaire
affirme qu’il existe un sous-groupe parabolique @ = LU de G tel que rgwo est super-
cuspidale, non nulle. La proposition (i) montre alors que M et L sont conjugués. De
plus, il existe une sous-représentation supercuspidale irréductible (pg, Wy) de 7“8 (o, Vo) telle
que (L, (po, Wp)) et (M, (p, W)) définissent des données cuspidales associées. En effet, le foncteur
rg étant exact, (po, Wo) est un sous-quotient de r§m = r3ifp et assertion découle alors de la

proposition [VI.5.3] (#ii).

Définissons une fonction de M(G) a valeurs dans N U {+oo} par

I'(r,E) = Z W(rgT)

L~M,Q=LU

ou la somme porte sur les sous-groupes de Levi standards de G conjugués a M, @ = LU est
le sous-groupe parabolique standard de facteur de Levi L, et [ est la fonction sur M(G) a
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valeurs dans N U {4+oc} donnant la longueur d’une représentation. Comme les foncteurs 7§ sont

exacts, I’ est additive, c’est-a-dire que si (71, E1) est une sous-représentation de (7, E), alors
U(E)=U(Ey)+U(E/Ey). D’apres ce qui précede, on voit que 1 = I(mg) < (7). Par additivité,
et récurrence sur la longueur, on voit que I(7,V) <!'(m, V). Or

Um V)= > [Wa\W(L,M)| = [Wy\W(x, M)| =1(M)
L~M,Q=LU

d’apres (#i7). On en déduit la premiére assertion du théoréme. Ceci permet de parler de
suite de Jordan-Holder (cf. 10) et en particulier, assure l'existence de sous-représentations
irréductibles.

Il est clair que (#4) = (iv) et que (ii) = (iv). Montrons que (iv) = (7). Soit (7o, Vo) un sous-
quotient irréductible commun & (7, V) et (7/, V’). On a vu ci-dessus comment attacher & (o, Vp)
une donnée cuspidale (L, (po, Wy)), qui est alors associée & (M, (p, W)). Le méme raisonnement
s’applique a (M, (p', W’)). Ceci montre que les données cuspidales (M, (p, W)) et (M’, (p', W"))
sont associées.

Montrons (i) = (ii). D’aprés 'adjonction des foncteurs i, et rG,, on a :
(V1.5.4.1) Homg (m, ') ~ Hom (r8i%p, p).

Or d’apres la proposition (#ii), p’ est un facteur de composition de r5,i%p. D’apres le
lemme |[V1.3.6} p’ apparalt comme quotient de rg,iIGgp et donc (VI.5.4.1)) est non nul.

De plus (VIL.5.4.1)) montre que I'on a aussi, toujours en utilisant la proposition [VI.5.3| (i)

dim Homg (7, 7') = dim Hom s (r$i%p, p') < [War\W (p, p')|,

ce qui prouve la derniere assertion du théoréme.

Il reste a montrer (i) = (i¢¢). On suppose dans un premier temps que M soit un sous-groupe
de Levi maximal, c’est-a-dire (M) = 2 (voir [V.4.8). Puisque I'on a montré que (i) = (i),
considérons des opérateurs d’entrelacement non nuls A : V — V' et A’ : V/ — V. On a alors
U(r) =U'(n") = 2 et donc I(7) = 1 ou 2 (idem pour I(n’)). Supposons I(7) = 1, c’est-a-dire 7
irréductible. Alors A est injectif, et comme

rVIAW)) =1V = 1(AWV)) =1(V') =1'(V) =0

on obtient V' = A(V) et 7’ est irréductible. Ceci termine la démonstration dans ce cas, et par
symétrie, dans le cas ou 7’ est irréductible. Supposons donc que I(7) = [(n') = 2 et soient (7o, Vp)
, (1}, Vy) des sous-représentations irréductibles respectivement de (m, V') et (7', V’). On a alors
VV/Vy) =U(V'/VE) =1U(V/ Vo) =1L(V'/V§) = 1. Le cas ot M = M’ et p ~ p’ étant trivial, on
suppose aussi que 1’on ne se trouve pas dans ce cas. Comme

Homg (mo, 7) = Homy (rSmo, p) # {0}

et que I'(mp) =1, on a
Homg (7o, ') = Homy (18w, p') = {0}

et donc A(Vp) = 0. De méme A’(Vy) = 0. Il s’ensuit que Vp est 'unique sous-représentation
irréductible de V' (sinon on aurait A = 0) et de méme Vj est l'unique sous-représentation
irréductible de V’. Il en découle que V/Vy ~ Vi, V'/V§ ~ Vi, et les facteurs de composition
de V et V' sont donc V; et Vjj. Ceci termine la démonstration dans le cas (M) = 2.
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Soit w € W(L,M). On dit que w est élémentaire §’il existe un sous-groupe parabolique
standard T = SV de G contenant P et Q, tel que w € Wy et tel que [(M) = 2 en tant que
sous-groupe de Levi standard de S. Comme 7§ = r5g o7 et if = if 0iPng, on en déduit (iii)

dans le cas ol w est élémentaire et p = *“p/'.

On peut conclure la démonstration grace au lemme suivant [4], lemme 2.17.

Lemme. Soient M et L des sous-groupes de Levi standards de G et w € W(L,M). Alors il
existe une suite de sous-groupes de Levi standards de G

L="Lo Ly, .Ly=M
et pour chaque i =1,...,m, w; € W(L;_1,L;) élémentaire, tels que w = wjw;—1 ... w;.

Ceci termine la démonstration du théoréme. O

Corollaire. Soit (p, W) une représentation irréductible supercuspidale d’un sous-groupe de Levi
M de G.

(i) Soient P et Q deux sous-groupes paraboliques de G de facteur de Levi M. Alors les suites
de Jordan-Hélder de i%p et igp sont équivalentes.

(i1) II ewiste toujours un opérateur d’entrelacement non nul entre iGp et igp.

(iii) Soient P € P(M) et (m,V) un sous-quotient irréductible de i%p. Alors il existe Q €
P(M) tel que (, V) soit une sous-représentation de ig(p, W).

Démonstration. Seul le troisieme point mérite une petite explication. On sait d’apres le corollaire
qu'il existe un sous-groupe parabolique Q' = L'U’ de G et une représentation supercuspi-
dale irréductible (7, E) de L’ telle que (m, V') soit une sous-représentation de ig, (1, E). D’apres
le théoréme, les données cuspidales (L', (1, E)) et (M, (p, W)) sont associées, c’est-a-dire qu’il
existe g € G tel que g- L' = M et 79 = p. On prend alors Q = g - Q'. O

VI.6 Théorémes de finitude

Dans cette section, nous montrons que les foncteurs i§ et rg préservent certaines propriétés
des représentations. Nous savons déja d’apres le lemme [[11.2.3[ que iIGD préserve 'admissibilité et
d’apres la proposition [VI.1.3| que rg préserve le type fini. Nous allons montrer que ’l"g préserve

I’admissibilité et la longueur finie et que ig préserve la longueur finie. Nous montrerons plus tard

(VI.7.5) que ig préserve le type fini.

VI1I.6.1 Lemme de Jacquet

Le < lemme de Jacquet »(ici promu au rang de théoréme) est démontré sous une hypothése
d’admissibilité. Cette hypothése sera levée plus tard (voir section , et la démonstration
sera considérablement plus difficile. La version faible démontrée ici suffit pour obtenir comme
corollaire le fait que les foncteurs rg préservent l'’admissibilité. La notion de décomposition
d’Iwahori d’'un sous-groupe ouvert compact et les notations afférentes ont été introduites en

V.52
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Théoréme. Soit P = MN un sous-groupe parabolique de G, de composante déployée A, et
soit (w, V) une représentation lisse admissible de G. Soit K un sous-groupe ouvert compact de
G admettant une décomposition d’lwahori selon P. Alors l'application de projection V. — Vi
envoie surjectivement VE sur (Vy )&,

Démonstration. Notons j : V' — V lapplication de projection pour la structure de P-module.
Siv e VX, alors pour tout k € K on a :

7w (k)j(v) = j(m(k) - v) = j(v)

et donc I'image de VX par j est bien dans (Vi)%». On choisit alors t € Cj*. L’ensemble
{t—™ K gt™|m € N} forme une base de voisinages de I’élément neutre dans N (Théoréme .
Soit v € VE. Comme

t Kyt C K, t 'Kyt =Ky,

ona:
7T(eKN)ﬂ—(t) U= ’/T(GKM)ﬂ'(t) ‘U= 7T<t) v,

et donc :

(VL6.1.1) Jlagrx -v) =jlex * 0 * ex - v) = j(m(er)m(t) - v)

(
= j(m(exy * €y * €K )7 (t) - v)
(

(m(excy)m(t) -v) = mn(exy)mn(t) - 5 (v)

La derniére égalité provient du fait que N, et donc Ky, agit trivialement sur V. Ceci montre
que 7y (t) - j(VE) € 5(VE). En fait, il y a égalité, car mn(t) est inversible sur Viy et j(VE) est
de dimension finie. Il s’ensuit que 7 (™) - j(VE) = j(VE), pour tout m € Z. Soit v € (Vy)E™,
soit v’ un relévement quelconque de v dans V, et soit v = w(ek,,)-v'. Onav € VEM et j(v) = v.
Fixons m € N tel que v soit fixé par t ™K zt™, de telle sorte que Ky fixe (™) - v. Comme
précédemment, on a

j(m(er)m(t™) -v) = wn(exy )TN (t™) - j(v) = T (") - 0,

et donc v € Ty (t~™)j(VE) = j(VE). O

Corollaire. Soit P = MN wun sous-groupe parabolique de G, et soit (w,V) une représentation
lisse admissible de G. Alors la représentation (mn, V) de M est admissible. Il en est de méme

de rG(m, V).

Démonstration. Ceci provient du théoreme et fait qu’il existe une base de voisinages de 'unité
dans G constituée de sous-groupes compacts ouverts admettant une décomposition d’Iwahori
selon P. O

Nous allons maintenant construire une section s¥& du morphisme surjectif j : VX — VJ\If M,
Pour tout v € VE Nkerj = VE NV(N), il existe d’aprés la proposition un sous-groupe
compact ouvert I' de N tel que er - v = 0. Comme V¥ est de dimension finie, on peut méme
choisir I de telle sorte que er - v = 0 pour tout v € VE Nker j. D’apres le théoréme (iv), il
existe € > 0 tel que pour tout t € C’X (6), I € t~'Kyt. Pour un tel t, et pour tout v € VX Nker j
ona:

at,K-vzeK*ét*eK-v:eKN*eKM*eKN*ét-v:eKN*eKM*ét*etflKNtm:O.
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Ceci montre que pour un tel ¢ :

(V1.6.1.2) VENkerj =VENV(N) Ckern(asx).

Montrons maintenant que j induit un isomorphisme de Im 7 (a; rc) C VX sur V]f,(M. Montrons
d’abord I'injectivité. Supposons que v € VE soit tel que j(a i - v) = 0. D’apres (V1.6.1.1)), on
a7mn(t)-j(v) =0, don j(v) =0 car mn(t) est inversible, et I'on conclut d’apres (VI.6.1.2) que
at, i -v = 0. Montrons maintenant la surjectivité. Soit v € V]\I,( M Comme t est dans le centre de M,
onamy(t™1)-0 € Vi, D’aprés le lemme de Jacquet, il existe v € VE tel que j(v) = ny(t~1)- 0.
Posons v = a; k- v € Im7(ay k). D’aprés (VI.6.1.1)), j(v') = jlarx - v) = 7wn(t) - j(v) = 0.

On déduit de ce qui précede que :

dim V¥ = dim ker jjyx + dim VM = dim ker 7(ay, i) + dim Tm 7(ay ),
et dim Im 7 (as ;) = dim Va™, d’on ker jjyx = ker m(ar, k) et
VE =kerm(as k) @ Im7(as ).
Posons Vi = ker m(as k), VX = Imn(as k).

Proposition. La décomposition VE = V& @ VE obtenue ci-dessus ne dépend pas du choix de
te C’X(e). On obtient en inversant la restriction de j a VX une section, ne dépendant que de P
et K,

sp o Vg = VE cvE

Démonstration. Soit ¢’ un autre élément satisfaisant les mémes hypotheses que ¢. Alors tt’ vérifie
encore ces hypotheéses, et comme d’aprés le lemme @, Ay KAy K = QG Kk = Qp KAt K, O0 VOit
que

Imatth C ImatK,
Imatt/,K C Imatr,K,
kera; g C ker ay ki,

ker ap g C ker ay i

Par égalité des dimensions, on voit que toutes ces inclusions sont en fait des égalités. O

VI1.6.2 Induction et longueur finie

Nous allons maintenant montrer que le foncteur d’induction ig préserve les modules de lon-
gueur finie. La démonstration utilise de maniére cruciale le théoréme qui découle du
lemme géométrique d’induction-restriction. Ceci sera utilisé dans la démonstration de la propo-
sition V.71l
Lemme. Soit P = MN un sous-groupe paraboliqgue de G et soit (1,E) une représentation
irréductible de M. Alors iG(1, E) de G est de longueur finie.

Démonstration. Supposons que (7, F) soit une représentation supercuspidale de M. Alors i%(r, F)
est de longueur finie d’apres le théoreme Le cas général s’en déduit car (7, F) est une
sous-représentation d’une représentation de la forme ijl\;/f, (p, W), ot (p, W) est une représentation
supercuspidale irréductible d’un facteur de Levi M’ de M (corollaire , le foncteur ig est
exact et donc iG(7, F) est une sous-représentation de i3, = i%i% (p, W) qui est de longueur finie
d’apres ce qui précede. O
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VI1.6.3 Un théoréme de Howe

Nous voulons maintenant montrer le résultat suivant :

Théoréme. Soit (7,V) une représentation lisse de G. Alors (w, V') est de longueur finie si et
seulement si elle est de type fini et admissible.

Pour démontrer ce résultat, nous avons besoin de préparation.

Lemme. Soit P = M N un sous-groupe parabolique standard de G et K un sous-groupe ouvert
compact de G, inclus et distingué dans Ko. Si (7, V) est engendré par VX | alors Viy est engendré

par VENM,

Démonstration. Comme G = Ky P et que K est distingué dans K, il est clair que V est engendré
comme espace vectoriel par les vecteurs de la forme 7(p) - v, o v € VE et p € P. De cela, on
déduit que Vi est engendré par les vecteurs de la forme jy(7(p) -v), v € VE et p € P, ou jn
est la projection de V sur V. Ecrivons p = mn, m € M, n € N. Alors

JN(m(p) -v) = mn(m) - jn(v).

Comme jy(v) € VEM™ e lemme est démontré. O

Proposition. Soit K un sous-groupe ouvert compact de G, inclus et distingué dans Kq et soit
(7, V) une représentation lisse de G. Si VX engendre V, alors tout sous-quotient supercuspidal
de V' contient des vecteurs fixés par K non nuls.

Démonstration. Soit (7, E) une représentation irréductible supercuspidale de G. On utilise
pour décomposer V' en somme directe de sous-représentations V = V(1) @ W, ou V(7) est une
représentation dont tous les sous-quotients irréductibles sont dans la classe d’inertie [7], et ou
aucun sous-quotient irréductible de W n’est dans [r]. Comme V est engendré par VE il en est
de méme de V(7). Considérons la restriction de (7, E) a °G. C’est une somme directe finie de
représentations compactes irréductibles de °G. Appelons celles-ci (7;, F;). La restriction de V(1)

4 9G est donc une somme directe de représentations isomorphes a I'une des (74, E;). Comme V(1)
est engendré par V(7)X, si V(1) # {0}, nécessairement I'un des E; contient un vecteur fixé par
K non nul. Comme K C °G, ceci montre alors que E contient un vecteur fixé par K non nul.

Soit maintenant (p, W) un sous-quotient supercuspidal de (m, V). Alors tout sous-quotient
irréductible (7, E) de (p, W) est aussi un sous-quotient irréductible de (m, V'), et d’aprés ce qui
vient d’étre établi, il contient un vecteur fixé par K non nul. Comme le foncteur V +— VX est
exact (proposition , on en déduit que (p, W) contient un vecteur fixé par K non nul. [

Corollaire. Soit K un sous-groupe ouvert compact de G, inclus et distingué dans Ky et ad-
mettant une décomposition d’Iwahori selon les sous-groupes paraboliques standards. Soit (mw, V)
une représentation lisse admissible de G telle VE engendre V. Alors tout sous-quotient de V' est
engendré par ses vecteurs fixés par K.

Démonstration. Soit (7’, V') un sous-quotient de (7, V). Si la représentation (7', V') est non nulle
et supercuspidale, la proposition montre que V¥ # {0}. Sinon, on peut trouver un sous-groupe
parabolique standard P = MN tel que V}; est supercuspidale (corollaire . D’apres le
lemme, Viy est engendré par ses vecteurs fixes sous K N M. Comme V}; est un sous-quotient de
Vv, on déduit de la proposition que V5, contient des vecteurs fixes sous K N M. D’aprés le Lemme
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de Jacquet , la projection jy : V' — VJ envoie surjectivement (V/)X sur (V{)E"M. 11
s’ensuit que (V/)% est non nul. Il reste & montrer que (V')% engendre V. Soit W' le sous-module
de V' engendré par (V')X. On veut montrer que W = V’. Comme WX = (V))& et que le
foncteur ji est exact (proposition , aucun sous-quotient de V' /W ne contient un vecteur
non nul fixe par K. Comme tout sous-quotient de V'/W est aussi un sous-quotient de V', ce qui
précede implique que V' = W. O

Démonstration du théoréme. Supposons V engendré par vi,...,v,, et admissible. Il existe un
sous-groupe ouvert K compact de G, inclus et distingué dans Ky et admettant une décomposition
d’Iwahori selon les sous-groupes paraboliques standards tel que v; € VX pour tout i =1, ..., m.
Donc V est engendré par V. Comme V est admissible dim V¥ est finie. Si

{ofcvichc...CVy=V
est une filtration par des sous-modules, d’apres le corollaire ci-dessus,
eV vt o g VE=VE,

et donc la longueur de V est au plus dim VE.

Réciproquement, si (7, V') est de longueur finie, un raisonnement par récurrence sur la lon-
gueur montre facilement que (7, V') est admissible. En effet, si (7, V') est irréductible, ’assertion
est le théoreme Pour une longueur n > 2, on utilise 'exactitude du foncteur V — VE et
I’hypothése de récurrence. D’autre part, il est facile de voir (par exemple par récurrence) qu’une
représentation de longueur finie est de type fini. O

VI1.6.4 r§ préserve les représentations de longueur finie

C’est une conséquence du théoréme de Howe [VI.6.3] du théoréme[VI.I.3]et du corollaire [VL.6.1]

VI.7 Décomposition de Bernstein

VI.7.1 Structure de variété de (G)

Nous commencons par reformuler 1égerement une partie du théoreme [VI.5.4]

Lemme. Soient P, = M;N;, i = 1,2, des sous-groupes paraboliques de G, (M;, (p;, W;)) des
données cuspidales et (m,V) une représentation lisse irréductible de G, telle que (p;, W;) soit
un facteur de composition de rgi (m, V). Alors les données cuspidales (p1, W1) et (p2, Wa) sont
associées.

Démonstration. Tout d’abord, r% (7, V) est de longueur finie d’apres|V1.6.4|et admissible d’apres
le corollaire[VI.6.1] D’apres le lemme|[VI.3.6) pour chaque 7, (p;, W;) est un quotient de r% (m, V),
et la réciprocité de Frobenius donne

{0} # Homy, (Tlg;, (7T7 V)v (Pi, Wi)) = HomG((Wﬂ V)v Zlci (Pi; Wl))

Tous les igi (pi, W;) ont donc un facteur de composition en commun, et I’on peut alors conclure
grace au théoreme [VI.5.4] O
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Ce lemme permet de définir une application

(VL.7.1.1) Sc : Irr(G) — Q(G)
(ﬂ', V) = (Mv (pv W))G

ou (M, (p,W)) est une donnée cuspidale pour laquelle il existe P € P(M), de sorte que (p, W)
soit facteur de composition de rlcj(w, V)(Sc pour < support cuspidal .

Proposition. L’application Sc est une surjection a fibres finies.

Démonstration. Le fait que Sc soit une surjection est une reformulation du corollaire
Soient P € P(M) et (M, (p,W)) une donnée cuspidale. On veut montrer qu’il n’existe qu’un
nombre fini de représentations (7, V') dans Irr(G) telles que (p, W) soit un facteur de composition

de r&(m, V). Comme r&(m, V) est admissible (théoréme|VL6.1)), on peut d’apres le lemme [VI.3.6

réaliser (p, W) comme un quotient de r$(m, V), et donc
Homy ((rg(m, V), (p,W)) = Home((m, V), i (p, W)) # {0}.

Or i%(p, W) est de longueur finie, d’apreés le lemme [V1.6.2 O

On définit une relation d’équivalence plus faible que le fait d’étre associées sur ’ensemble
des données cuspidales. On dit que deux données cuspidales (M, (p1, W1)) et (Ma, (p2, Wa))
définissent le méme support d’inertie s’il existe g € G et un caractére non ramifié w de Ms tels
que

gMigt =My, et pr~plow

On note [M, (p, W)]g la classe de (M, (p, W)) pour cette relation d’équivalence, et B(G) 1en-
semble des classes d’équivalence.

Exemple. Les classes d’inertie de représentations supercuspidales de G définissent des supports
d’inertie. Avec les notations de si (m, V) est une représentation supercuspidale de G, on
a [r] =[G, (7,V)]g = Irr(G)z. On a vu que cet ensemble est muni d'une structure de variété
algébrique affine. Nous allons étendre ceci aux autres supports d’inertie.

Théoréme. L’ensemble des données cuspidales Q(G) est muni d’une structure de variété algébrique,
dont les composantes connezes, indexées par B(G), sont des quotients de tores complezes par l'ac-
tion de groupes finis.

Démonstration. La premiere étape de la démonstration consiste a remarquer que pour tout facteur
de Levi M de G, I'ensemble Irr(M);. est une variété algébrique. En effet, c’est I'union disjointe
de ses classes d’inertie, dont on sait qu’elles admettent une structure de variété algébrique étudiée
en détail en Ecrivons ceci

Irr(M)sc = HD“ Dl = [pz]7

d’algebre de fonctions []; Z(,,. Le groupe W(A) = Ng(M)/M agit naturellement sur cette
variété.

Le quotient de Irr(M)s. par 'action de W(A) est obtenu tout d’abord en identifiant deux
classes d’inertie Dy et Dy (c’est & dire deux composantes connexes) de Irr(M)s. lorsqu’il existe
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w € W(A) tel que w- Dy = Dy. Soit D une classe d’inertie de Irr(M )., et soit W(D) le
stabilisateur de D dans W(A). Soit (p, W) une représentation supercuspidale de M dans la
classe d’inertie D. Décrivons maintenant la structure de variété de la composante connexe de
Q(G) contenant (M, (p,W))q : c’est le quotient de la variété D (un tore complexe) par I'action
de W(D). C’est donc encore une variété algébrique. Remarquons que dans cette description, le
choix de D n’est pas unique. Considérons maintenant un systéme de représentants M, ..., M,
des classes de conjugaison des sous-groupes de Levi de G. Posons W; = Ng(M;)/M;,i=1,...r.
Il est évident d’apres les définitions que

QG) =[] Tre(M;)se/W;.
=1

On peut paramétrer les composantes connexes de Q(G) d’une autre maniére. Considérons
la projection canonique de Q(G) dans B(G). 1l est alors clair d’aprés ce qui préceéde que les
composantes connexes de (G) sont les fibres de cette projection. O

Définissons ’application
Si: Irr(G) — B(G)
obtenue en composant Sc avec la projection de Q(G) dans B(G) (Si pour < support d’inertie ).
Les fibres de cette application fournissent une partition de Irr(G). Notons Irr(G)s la fibre au-

dessus d’'un élément s de B(G). Si Q est la composante connexe de 2(G) correspondant & s, on
note aussi Irr(G) s = Irr(G)q.

VI.7.2 Le théoréeme de décomposition de Bernstein

Nous allons maintenant montrer que la décomposition Irr(G) = [[Irr(G)q du paragraphe
précédent induit une décomposition de la catégorie M(G).

Si 2 est une composante connexe de (G) et si (m, V) est une représentation lisse, on note
V() la sous-représentation maximale de V telle que tous les sous-quotients irréductibles de
V(Q) soient dans Irr(G)q. On dit que (m,V) est scindée selon Q(G) si V = P, V() (voir
AIX).

Théoréme. Toute représentation (m, V) dans M(G) est scindée selon Q(G). La catégorie M(G)
se décompose en un produit de catégories :

M(G) = [[M(G)a.
Q

ott M(G)q est la sous-catégorie pleine de M(G) des représentations dont tous les sous-quotients
irréductibles sont dans Irr(G)q.
La démonstration se fait en plusieurs étapes.

Lemme. SiV’ est une sous-représentation de V, et que V est scindée selon Q(G), alors V' est
scindée selon Q(G).
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Démonstration. C’est un cas particulier du lemme [ATX] O

La démonstration du théoréme consiste maintenant a montrer que toute représentation de
M(G) se plonge dans une représentation scindée selon Q(G). On peut alors utiliser le lemme
pour conclure.

Définissons Cusp(G) comme le produit sur les sous-groupes paraboliques standards P = M N
de G des catégories M(M),.. Définissons alors les foncteurs

I: Cusp(G) = M(G), (pa, War)p = €D % (o, W)
P

et
R: M(G) = Cusp(G), (m, V)= (r8(m,V)se)p
ot par 75 (m, V). on entend la partie cuspidale de la représentation 7§ (m, V).

Lemme. (i) Le foncteur R est ladjoint d gauche du foncteur I.

(i3) R est exact, fidéle, et préserve les représentations de type fini. Le foncteur I est exact et
fidéle.

(#43) Pour toute représentation (m,V) dans M(G), le morphisme d’adjonction oy : (7, V) —
IR(w, V) est une injection.

Démonstration. Calculons, pour tout objet (par, Wasr)p de Cusp(G), et toute représentation

(m, V) de M(G),

Homgysp(a) (B, V), (par, War) p) =~ H Hom (r3(m, V) se, (a1, Wr))
P

~ [T Homu (r (x. V), (par, War)) = [ [ Home (7, V), i (par, W)
P P

~ Homg/((m, V), @pig(pz\/[, W) ~Home ((7, V), I((par, War) p))

On a utilisé 'adjonction des foncteurs ig et rg pour tout sous-groupe parabolique P de G,
et le fait qu’il n’y a qu’un nombre fini de sous-groupes paraboliques standards. Comme tout
ces isomorphismes sont naturels, ceci montre (7). De méme, I'exactitude de R et I découle de
I'exactitude des foncteurs iG et r$, et du fait que la projection M (M) — M(M),. définit aussi
un foncteur exact.

Pour montrer que R est fidéle, il suffit de montrer que si (7, V) dans M(G), alors R(w,V) # 0
(voir 9). Prenons P minimal parmi les sous-groupes paraboliques standards de G tel que
rG(m, V) # 0. Alors r§(m, V) est cuspidal ('argument a été utilisé dans la démonstration du
corollaire [VI.2.1), et donc R(w, V) # 0. La démonstration du fait que I est fidele est similaire.
En effet, chaque foncteur ig est fidele, puisque clairement, si (p, W) est une représentation non
nulle de M, i%(p, V) est non nulle. Si (7, V) est une représentation de type fini de M(G), nous
avons vu que rG(m, W) est de type fini (proposition [VI.1.3). L’assertion sur R s’en déduit.

Montrons (#ii). Notons V' le noyau de ay et ¢ Uinclusion de V'’ dans V. Comme le morphisme
d’adjonction est naturel, on a un diagramme commutatif :

/(AN v

av/l avl

IRV 29 1RV
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Comme 0 = ay oi = IR(i) o ayr, et que par exactitude des foncteurs I et R, IR(i) est un
monomorphisme, on a ays = 0. Or le morphisme ay+ correspond par I’isomorphisme d’adjonction
a lidentité de R(V'). Ceci montre que R(V’) = 0, et donc que V' = 0, le foncteur R étant
fidele. O

Ce lemme montre que pour toute représentation (m, V') dans M(G), on peut plonger (m, V)
dans une représentation de la forme

P i@ or, W),
P

ou la somme porte sur les sous-groupes paraboliques standards P = M N de G et (par, Was) est
une représentation supercuspidale du Levi M. Pour finir la démonstration du théoréme, il s’agit
donc de montrer que les représentations i%(par, Was) sont scindées selon Q(G). On ne travaille
désormais qu’avec un seul indice M, et I'on allege les notations en posant (p, W) = (par, Was).
Comme (p, W) est supercuspidale, on peut I'écrire W = @, Wp, ot D décrit les classes d’inerties
de représentations supercuspidales de M. Or,

(VL.7.2.1) i%(@pWp) ~ P iE(Wp).
D

Remarquons que si 'on restreint la somme a un nombre fini d’indices, 'isomorphisme est évident.
Ceci montre en particulier que le membre de droite s’injecte dans celui de gauche. Réalisons le
membre de gauche de la maniére usuelle comme un espace fonctionnel sur lequel G agit par
translation a droite. Soit f une fonction dans cet espace. Alors f est fixée par un certain sous-
groupe ouvert compact K de G, et donc f est completement déterminée par ses valeurs sur un
systéme de représentants des doubles classes P\G /K. Comme cet ensemble est fini, il s’ensuit que
I’image de f est contenue dans une somme finie de sous-espaces Wp. Ceci montre que I'injection
du membre de droite dans le membre de gauche est aussi une surjection, donc un isomorphisme.

Il reste & voir que i%(Wp) est scindée selon Q(G), mais ceci est tautologique. En effet, soit © la
composante de (G) qui est un quotient de la variété D. Si (o, E) est un facteur de composition

de i%(Wp), alors rGiU, E) est un sous-quotient de r$i%(Wp) par exactitude du foncteur r§.
V1.5.3)

D’apres le lemme (43i) et , rGi%(Wp) admet une filtration dont les quotients
successifs sont de la forme ¥ (Wp), w € W(A) = Ng(M)/M. Tout sous-quotient irréductible de
78 (0, E) est donc sous-quotient d'un “(Wp), w € W(A) = Ng(M)/M, ce qui signifie que le
support cuspidal de (o, E) est dans Q.

Les composantes connexes de Q(G) étant paramétrées par les classes d’inerties de données cus-
pidales, on peut reformuler la premiere assertion du théoreme en disant que toute représentation
(m, V) de M(G) se scinde en une somme directe

(VL.7.2.2) V= P V.,

ou chaque V; est une représentation de lisse G dont tous les sous-quotients irréductibles s’envoient
sur s par 'application Sc. Si s et t sont des éléments distincts de B(G), on en déduit que quels
que soient (m,V) et (p, W) dans M(G), Homeg(Vs, W) = 0. Ceci montre que tout G-morphisme
de V dans W doit envoyer V; dans W5, et donc on a un isomorphisme naturel

Homg(V,W) = @ Home(Ve, Ws).
seB(G)
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La décomposition (VI.7.2.2)) des objets de M(G) est préservée par les morphismes, ce qui montre
que l'on a une décomposition de catégories

(V1.7.2.3) M@G) = [[ M(@G)s.
seEB(G)
Ceci termine la démonstration du théoreme de décomposition de Bernstein. O

Soit  une composante connexe de Q(G). De la démonstration qui précede, nous pouvons tirer
d’autres caractérisations des représentations de la sous-catégorie M(G)q de M(G). Remarquons
au passage que comme M(G)q est stable par passage aux sous-quotients, c’est une catégorie
abélienne. Fixons un sous-groupe de Levi (standard) M de G et D = [p] une classe d’inertie de
représentations irréductibles supercuspidales de M tels que (M, p)g € Q. Soit P le sous-groupe
parabolique standard de G contenant M.

Proposition. Une représentation (mw,V) est dans M(G)q si et seulement si l'une des conditions
équivalentes suivantes est vérifiée :

(i) (m,V) se plonge dans une somme de représentations de la forme i% (1, E), avec (1,E) €
M(M)p.
(7) (w, V) est sous-quotient d’une somme de représentations comme en ().

(#i1) Quels que soient le sous-groupe parabolique @ = LU standard de G et la classe d’inertie
D’ de représentations irréductibles supercuspidales de L, tels que (M, D) et (L, D') ne soient pas
conjuguées, la composante dans M(L)p: de rg(w, V) est nulle.

Démonstration. Comme nous avons dit, & part (i7), ceci est une reformulation de la démonstration
du théoreéme. En effet, la décomposition d’une représentation (w,V) € M(G) a été obtenue de
la maniere suivante : on a construit un plongement

(m,V) = IR(m, V),

ot R(mw, V) est la somme sur les sous-groupes paraboliques standards @ = LU des composantes
supercuspidales de 7"8 (m, V). Chacune de ces composantes, se décompose & son tour en une
somme directe de composantes selon les classes d’inerties de représentations supercuspidales D’
de L. On a donc R(w, V) de la forme

R(r,V) =B P(re.0, Eq.0)
Q D
ou (tg,p, Eg,p') € M(L)ps. De ceci on tire que (m, V') est une sous-représentation de
.G -G
P i§(@o (7.0 Eq.0))) = P i§ (0.0 Eq.p7)
Q Q D

(égalité entre les deux membres a été vue en [VI.7.2.1). On regroupe alors les couples (Q, D)
conjugués sous G, c’est-a-dire ceux définissant la méme composante connexe 2 de Q(G). On
obtient ainsi un plongement

(W,V)‘—)@ @ ig(TQ’D/,EQ,D/)
Q

(Q,DN)|[L,D']a=2
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Le membre de droite est une représentation scindée selon Q(G), la décomposition apparaissant
explicitement. La décomposition de (7, V) est obtenue en prenant la somme des intersections de
V avec les facteurs du membre de droite. Un facteur

&b i¢ (1.0, Eq.pr)
(Q,D"|[L,D’')g=8

peut se réécrire i (7, E) avec (1, E) € M(M)p car les données (M, D) et (L, D') sont conjuguées
sous G. Cette discussion montre que (7, V') est dans une seule composante M (G)q si et seulement
si (7), ou (iit) est vérifiée.

Montrons 'équivalence avec (ii). Il est clair que (i) = (i4). Supposons que (m, V') vérifie (i3).
Comme le foncteur rlci est exact, Tg(ﬁ, V') est sous-quotient d’une représentation de la forme
r$(@iG(r, E)), ou les (1, E) sont dans M(M)p. On utilise alors la proposition pour
conclure que (7, V') vérifie (7). O

VI.7.3 Décomposition de Bernstein, induction et restriction

Soit P = M N un sous-groupe parabolique de G. Une donnée cuspidale (L, (o, E)) de M est
aussi une donnée cuspidale pour GG, puisqu’un sous-groupe de Levi de M est aussi un sous-groupe
de Levi de G, et 'on a donc une application :

Z'MG : Q(M) —>Q(G)a (L7 (UaE))JVI = (L7 (UaE))G
Cette application en induit une autre, notée de la méme facon, entre ensembles de supports

d’inertie :

ivg: B(M) — B(G), |[L,(0,E)m — [L, (0, F)lc

Proposition. Soits € B(M) et soit (p, W) dans M(M)s. Alors i%(p, W) est dans M(G)
Soit t € B(G) et soit (r,V) dans M(G)y. Alors rG(m,V) est dans ngi&le(t) M(M)s.

ima(s)-

Démonstration. Ceci découle directement des caractérisations des représentations de M(M)s et
M(G)iys6(s) Obtenues dans la section précédente. O

VI1.7.4 Idempotents centraux

Le théoreme de décomposition permet d’écrire la catégorie M(G) comme un produit de
catégories plus petites, paramétrées par les composantes connexes de la variété algébrique Q(G).
Pour toute composante connexe 2 de Q(G), la projection

eq: M(G) = M(G)a

définit un idempotent du centre de la catégorie M(G) et
Iy = Y eq-
Q

Si le support d’inertie de Q est s € B(G), on note aussi e5 = egq.
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L’algebre de Hecke H(G) se décompose donc en

HG)= P e H(G)xes.

s€B(G)

Chaque e, * H(G) * es est un idéal bilatere de H(G). La catégorie M(G)s est équivalente a la
catégorie M(es * H(G) * e5) des eg x H(G) * es-modules non dégénérés.

Remarque. L’idempotent e; n’est pas un élément de l'algebre de Hecke H(G), mais de son

complété (cf. H(G).

Il reste a décrire le centre de chaque catégorie M(G)gq. Lorsque l'on prend une composante
connexe ) de Q(G) donnée par une classe d’inertie de représentations supercuspidales de G,
on a pu décrire la catégorie correspondante comme une catégorie de modules unitaires sur une
algebre unitaire, et décrire le centre de cette catégorie (c’est-a-dire le centre de I'algebre unitaire
en question), comme algebre des fonctions sur . Il s’agit maintenant d’obtenir des résultats
semblables pour une composante connexe {2 quelconque. La premiere étape consiste a trouver
pour ces catégories un progénérateur. Supposons que §2 soit donnée par un sous-groupe de Levi
M et une classe d’'inertie D de représentations supercuspidales de M. L’idée naive est d’obtenir
ce progénérateur en induisant de M & G le progénérateur de M(M)p. La difficulté qui apparait
dans cette approche est de montrer que 'on obtient bien ainsi un objet projectif de type fini.
La démonstration de ce fait est délicate, et utilise la généralisation du lemme de Jacquet aux
représentations non admissibles, ainsi que les propriétés de noethérianité de la catégorie M(G).

VI.7.5 Noethérianité de M(G)

Dans cette section, nous montrons le résultat suivant qui compléte ceux obtenus en [VL] :
soit P = M N un sous-groupe parabolique de G, alors le foncteur ig préserve les représentations
de type fini. Ceci passe par des propriétés de noethérianité de la catégorie M(G) provenant du
théoréme de décomposition

Dans une catégorie abélienne, un objet est noethérien si toute suite croissante de sous-objets
est stationnaire (cf. Annexe . Une catégorie abélienne telle que tout objet de type fini
est noethérien sera dite noethérienne. Par exemple, la catégorie A — mod, ou A est un anneau
noethérien, est noethérienne.

Proposition. La catégorie M(G) est noethérienne.

Démonstration. Considérons tout d’abord une composante supercuspidale M(G), de la décomposition
disons s = [G, (p, W)]¢ ol (p, W) est donc une représentation supercuspidale irréductible

de G. On a vu dans le corollaire que la catégorie M(G)s = M(G), est équivalente a la
catégorie des modules unitaires a droite sur une certaine C-algebre noethérienne. C’est donc une
catégorie noethérienne.

Reprenons le foncteur R : M(G) — Cusp(G) de la section [VL.7.2l Comme chaque catégorie
M(M)4. qui compose Cusp(G) se décompose (au sens de [A.IX)) d’apres [VI.3.5( en un produit
M(M)se =[]p M(M)p ot D décrit les classes d’inertie de représentations supercuspidales de
M, on peut voir R comme un foncteur R : M(G) — [[ 5 py M(M)p ot M décrit les sous-
groupes de Levi standard de G et D les classes d’inertie de représentations supercuspidales de
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M. Comme chaque catégorie M(M)p est noethérienne d’aprés ce qui précéde, il en est de méme
de leur produit : en effet, un objet de type fini n’a qu’un nombre fini de composantes non nulles
dans ]_[( M,D) M(M)p puisque par définition, tel est le cas d’un systéme de générateurs fini, et
lassertion en découle facilement. Supposons que (7, V') soit une représentation de type fini de G
et soit

VicWobCc---CcV,C---

une suite de sous-représentations de V. Comme R est fidele et exact (VI.7.2)), si cette suite n’est
pas stationnaire,

RVi)CR(Va)C---CR(V,)C---
ne est pas non plus. Mais comme on sait d’autre part que R(V') est de type fini, ceci ne peut
pas se produire puisque Cusp(G) est noethérienne. O

Théoréme. Soit P = MN un sous-groupe parabolique de G. Alors le foncteur ig préserve les
représentations de type fini.

Démonstration. On peut bien siir sans perte de généralité supposer que P est un sous-groupe
parabolique standard de G Soit (p, W) dans M(M) une représentation de type fini. D’apres
la proposition ci-dessus, (p, W) est noethérienne. Nous allons montrer que la représentation
i%(p, W) est noethérienne. Ceci implique bien entendu que i%(p, W) est de type fini.

Supposons dans un premier temps que (p, W) est supercuspidale. Appliquons le foncteur
R a ig(p, W). D’apres la la proposition ne contribuent que les sous-groupe paraboliques
standard @@ = LU tels que L et M soient conjugués. Pour un tel sous-groupe parabolique standard
@, la méme proposition affirme que 7“8 0 i%(p,W) possede une filtration dont les quotients
successifs sont les w - (p, W), w € W(L, M)/Wp, qui sont des représentations supercuspidales de
type fini donc noethériennes. Il s’ensuit que rgoig( p, W) est noethérienne, et donc de méme pour
R(i%(p,W)). Comme le foncteur R est exact et fidele, il n’annule aucun de ces sous-quotients
w-(p, W). On en déduit par un argument donné dans la démonstration de la proposition ci-dessus
que i%(p, W) est noethérienne.

Dans le cas général, le lemme [VI.7.2] exhibe un plongement

(p, W) = IR(p, W) = P it (par)
L

ot la somme porte sur les sous-groupes paraboliques standards P’ = M'N’ de M et les ppy
sont des représentations supercuspidales. On obtient donc par ’exactitude du foncteur ig et la
propriété de transitivité [VI.1.4] un plongement

i3(p, W) = IR(p,W) = i@ (@rippar) = @ i% (par)-
L

Chaque facteur du membre de droite est noethérien, d’apres ce qui précede, et 'on en déduit
facilement que i%(p, W) aussi. O

VI.8 Familles algébriques de représentations

VI1.8.1 (G, B)-modules

Soit B une C-algebre commutative noethérienne réduite (i.e. sans éléments nilpotents). Nous
renvoyons le lecteur & [7] pour la notion de module plat.
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Définition. Un (G, B)-module est un C-espace vectoriel V muni d’une représentation lisse (m, V')
de G et d’une structure de B-module plat, ou les deux actions commutent. Notons M (G, B) la
catégorie des (G, B)-modules. Si K est un sous-groupe compact ouvert de G, l'espace VE est
encore un B-module. Un (G, B)-module V' est admissible si pour tout sous-groupe compact
ouvert K de G, VX est de type fini sur B.

Proposition. Soit V' un C-espace vectoriel V. muni d’une représentation lisse (w,V) de G et
d’une structure de B-module, ot les deux actions commutent. Alors V est un (G, B)-module
admissible si et seulement si pour tout sous-groupe ouwvert compact K de G, VE est un B-module
projectif de type fini.

Démonstration. D’apres le corollaire A.X.5 et la proposition 5, A.X.4 de [12], il y a équivalence
entre modules plats de présentation finie et modules projectifs de type fini. Comme B est
noethérienne, un module de type fini est de présentation finie ([I2], proposition 5 de A.X.4),
donc un B-module de type fini est plat si et seulement s’il est projectif. D’autre part, pour tout
B-module E, le morphisme naturel

EepVE = (BEop V)X
est un isomorphisme dont l'inverse est donné par
eQu—edex V.

Enfin, le foncteur jx : V + VX est exact, donc si V est un B-module plat, c’est-a-dire si le
foncteur e @ V est exact, alors le foncteur

j(e@p V)~ ey VE

est exact, ce qui entraine que VX est plat. Ceci montre que si V' est un (G, B)-module admissible,
alors VX est un module projectif de type fini. Réciproquement, si le foncteur

°®BVK

est exact pour tout sous-groupe ouvert compact K de G, alors pour toute suite exacte courte de
(G, B)-modules
0— FE — FEy — FE3—0,

on a encore une suite exacte
0B @pVE 5 EBepVE 5 B;ep VE - 0.
En prenant K de plus en plus petit, on obtient, comme les représentations F; de G sont lisses
0—+E®V = E,@pV = E3@V —0,

ce qui montre que V est plat. O

Remarque. A la fin de la démonstration, nous avons utilisé ’argument suivant, qui nous sera
encore utile : si V' est un C-espace vectoriel V' muni d’une représentation lisse (w,V) de G et
d’une structure de B-module, ol les deux actions commutent, alors V' est plat en tant que B-
module si et seulement si tous les VX le sont, lorsque K décrit I’ensemble des sous-groupes
ouverts compacts de G.
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Une C-algebre commutative noethérienne réduite B est ’algébre des fonctions polynomiales
d’une variété algébrique affine S (S s’identifie au spectre maximal SpecMax(B) de B). Rappelons
que par définition le spectre maximal de B est ’ensemble des morphismes d’algebres unitaires
x:B —C.SixeS, onnote ¥, € SpecMax(B) le morphisme d’algebre correspondant, I, son
noyau (un idéal maximal de B), et 'on définit

VX =V ®p B/IX

la spécialisation de V en x. Cela reste une représentation lisse du groupe G. On peut voir
le (G,B)-module (m,V) comme une famille algébrique (indexée par S ~ SpecMax(B)) de
représentations lisses de G. On note sp,, le morphisme canonique de V' dans V.. Comme B/I, ~ C
en tant qu’espace vectoriel, on note aussi Cy, le B-module C muni de I'action

b-z=V,(b)z, (beB,zeC).
Ainsi VX =V ®g (C‘I’x'

Lemme. SiV est un (G, B)-module admissible, alors pour tout x € S, V,, est une représentation
admissible de G.

Démonstration. Si VX est engendré par vy,...,v, en tant que B-module, alors (V ®p (CX)K =
VE @p C, est engendré par v1 ® 1,...,v, ® 1 comme C-espace vectoriel. O

Exemple. Soit (7, V) une représentation lisse de G. Notons B = C[A(G)] lalgebre des po-
lynémes sur la variété des caractéres non ramifiés X'(G) de G. Rappelons que I’évaluation en les
points g de G définit un morphisme

Xun : G — B*.

(Pour tout ceci voir )
Posons, pour tousv eV, be B, ge G
Ve =V &cB, mp(g9)(v®b)=m(g) v&Xun(g)b.
Vérifions que c’est un (G, B)-module, B agissant par multiplication sur le second facteur. D’'une
part, laction de G et celle de B commutent : quels que soient v € V, b, b’ € B, g € G,
b (mp(g) - (v@ b)) =b" (7(9) - v ® Xun(9)b) = 7(g) - v ® b Xun(9)D,
et
m5(g) - (V- (v@ b)) =7p(g) - (v VD) =7(g) - v @ Xun(g)V'D.

D’autre part V ®c¢ B est un B-module libre, donc plat.

Si g est dans °G, xun(g) = 1, donc l'action de g sur B est triviale. Ceci est vrai en particulier
pour tout élément d’un sous-groupe compact K de G. Il s’ensuit que VX = VE @¢ B, et donc
Vg est un (G, B)-module admissible dés que V' est admissible.

Si x € X(G), la spécialisation de 75 en y est isomorphe & 7 ® x :
Vp®p B/I, =(V®B)®@pCy, =V &®C,,
ou C, est C vu comme espace de la représentation x de G. En effet I'action de G est donnée par
g-(v@b®2)=mp(g) (VD) ®z=m(g) v& Xun(9)b® 2

=7(9) v®b® ¥y (xun(9))z =7(g) v ®b® x(9)2
=(rx)(9) v z.
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On a utilisé (V.2.4.1) pour 'avant derniére égalité.

VI.8.2 (@G, B)-modules et induction

Si P = MN est un sous-groupe parabolique de G, et si (o0, F) est un (M, B)-module, alors

i%(E) est muni d'une structure de B-module (on fait agir B sur I'espace d’arrivée E des fonctions

dans i}G; (E)). Il est évident que Paction du groupe, par translation a droite des fonctions, commute
A cette action de B. Pour montrer que i(o, E) est un (G, B)-module, il reste & montrer que c’est
un B-module plat. On utilise pour cela la remarque [VI.81] : il suffit de montrer que pour tout
sous-groupe ouvert compact K de G, i%(E)X est un B-module plat. Or nous avons décrit i%(E)¥
en Soit © un systéme de représentants dans G des doubles classes P\G/K, et pour tout
g € Q, soit K¥, la projection de PN gKg~' sur M ~ P/N. Rappelons que comme P\G est
compact, 2 est un ensemble fini. On a alors

(VL.8.2.1) G ~ @ B
geN

et cet isomorphisme est un isomorphisme de B-modules. Comme F est un B-module plat, tous

les EX sont plats, ce qui montre que ig(E)K est plat. Ceci nous montre que nous avons un

foncteur
i%: M(M,B) - M(G,B).

Il est alors facile de généraliser le lemme [[TT.2.3] :

Lemme. Soit P = MN un sous-groupe parabolique de G. Alors le foncteur
i% : M(M,B) - M(G,B)
envoie les modules admissibles sur des modules admissibles.

Soit C' une autre C-algeébre commutative noethérienne réduite, et supposons que C' soit un
B-module. Les considérations de la section appliquées ici au cas de B et C qui sont commu-
tatives et unitaires, nous donnent d’une part un pseudo foncteur d’oubli (isomorphe au foncteur
d’oubli dans ce cas)

M(C) — M(B), E— Hom¢g(C,E)~FE

et son adjoint a gauche
M(B) — M(C), W—=CopW,

que 'on appelle dans ce cadre foncteur de changement de base de B a C. Si V' est un B-module
plat, alors pour tout C-module F,

E®c(CopV)~(E®cC)®pV.

Comme le foncteur d’oubli de C' & B est trivialement exact, on voit que C®pg V est un C-module
plat. Ceci montre que ’on a un foncteur de changement de base

M(G,B) — M(G,C), V—=VepC.

Proposition. Le changement de base commute a l’induction. Plus précisément, si E est un
(B, M)-module, alorsi%(E)®pC' est naturellement isomorphe (comme (G, C)-module) di%(E®p
).
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Démonstration. Démontrons d’abord que pour tout sous-groupe ouvert compact K de G,
(G(E) s C)F ot iG(E®p0)N

sont naturellement isomorphes comme espaces vectoriels. On utilise la description des K-invariants

d’une induite parabolique rappelée ci-dessus (VI.8.2.1)) :
(i%(E) @5 O) ~if(E)S ©p C ~ P ES @5 C
ge

et d’autre part

ig(fa@?B CUI({E 6{9(f§@§3 Cul¥$ Qié%)l;Kif@§B C.

geN geN

Tous les isomorphismes apparaissant dans les deux équations ci-dessus sont naturels, et en passant
4 la limite lorsque K devient de plus en plus petit, on obtient i%(E)®pC ~ i%(E®pC). Donnons
maintenant une formule pour cet isomorphisme :

(V1.8.2.2) iG(E)®p C —=iG(E@pC), foc—f
ot la fonction f: G — E ®p C est donnée par

flo)=flg)@c
Il est clair que (VI.8.2.2)) est un isomorphisme de (G, C)-modules. O

On peut appliquer ceci dans le cas particulier de la spécialisation :

Corollaire. La spécialisation commute d linduction. Plus précisément, si E est un (B, M
module, alors pour tout x € S, sp,, (iG(E)) est naturellement isomorphe a i% (st( )) = i8( X)

isomorphisme étant induit par f — f, f € iG(E), ou

flg) =sp,(f(9)).

VI.8.3 (G, B)-modules et restriction

Si P = MN est un sous-groupe parabolique de G, et si (7, V) est un (G, B)-module, alors
rG (7, V) est muni d'une structure de B-module. Il est évident que I'action de M sur r§(V)
commute & cette action de B. Montrons que 7§ (V) est un B-module plat. Soit F un B-module

quelconque. Comme, en tant qu’espace vectoriel
r3(V)=Vn =V/V(N) =V @y C
ot C est le H(N)-module trivial, on a
Ewprg(V)=E®p (Veuw) C) ~(E®pV)®ym)C.

Or V est un B-module plat, donc le foncteur @ ® g V' est exact. D’autre part le foncteur de
restriction e @4 C est aussi exact. Ceci montre que r$(V) est un B-module plat. Ainsi nous
obtenons un foncteur

r& . M(G,B) — M(M, B)
La proposition [VI.1.3| se généralise alors aux (G, B)-modules :
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Proposition. Le foncteur r§ : M(G, B) — M(M, B) préserve les B-modules de type fini.

La encore, le point crucial est la compacité de P\G, et donc la finitude de P\G/K pour tout
sous-groupe ouvert compact K de G.

VI1.8.4 Utilisation de la platitude

Comme dans les sections précédentes, B est une C-algébre commutative noethérienne réduite,
et S la variété algébrique affine qui lui correspond. Dans les applications, nous aurons besoin de
nous ramener au cas oil, lorsque (7, V) est un (G, B)-module admissible, et K est un sous-groupe
groupe ouvert compact quelconque de G, le B-module V¥ est libre de type fini (ce qui est bien
str une condition plus forte que projectif de type fini, tout module projectif étant facteur direct
d’un module libre). Or un module projectif de type fini est localement libre . Plus précisément,
si f € B est non nul, notons 7 la partie multiplicative de B constituées des puissances de f, By
le localisé de B en T, pour tout module M, My le localisé de M (voir exemple 3 et 4)
et St 'ouvert de Zariski de S des idéaux maximaux ne contenant pas f.

Théoréme. Un B-module M est projectif de type fini si et seulement s’il existe des éléments
(fi)i=1,...r de B engendrant B sur lui-méme, tels que pour tout i = 1,...,r la localisation My,
soit un By,-module libre de type fini.

Démonstration. Voir [7], chapitre II, §5, Théoreme 1.

Nous allons maintenant voir des applications de ce résultat. Soit (7,V) un (G, B)-module
admissible, et soit ¢ un morphisme de (G, B)-module de V' dans lui-méme, et pour tout sous-
groupe ouvert compact K de G, soit

o : VE 5 VK

le morphisme de B-modules induit. Comme V¥ est projectif de type fini, on trouve une famille
finie (f;)i=1,..r d’élément de B engendrant B sur lui-méme, tels que pour tout ¢ = 1,...,r la
localisation fof soit un By, module libre de type fini. Soit f I'un des f; et pour tout point x
dans Sy, notons

sp,(¢) : sp, (V) = sp,(V)

les morphismes obtenus par spécialisation.

Remarquons au passage que l'on a bien sfir spm(VfK ) = sp, (VE).
Proposition. Soit P = M N un sous-groupe parabolique de G, et soit (p, W) une représentation
irréductible de M. Pour tout v dans X (M), posons my = iS(p@1)). Si my, est irréductible pour

un certain o dans X (M), alors my est irréductible pour tout v dans un ouvert de Zariski de la
variété algébrique X (M).

Démonstration. Posons B = C[A(M)]. C’est lalgebre des fonctions de la variété algébrique
X (M). Considérons le (M, B)-module

(vawB) = (p®Xun7W®(C B)
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de I'exemple et le (G, B)-module induit (cf.|[VI.8.2))
(75, VB) = iE(pp Wh).

Soit K un sous-groupe ouvert compact de G. L’espace V& est un B-module, mais posséde
aussi une structure de module pour I’algebre de Hecke H (G, K), héritée de l'action de H(G). Les
actions de B et H(G, K) sur VA commutent.

Spécialisons maintenant en ¢ € X (M). On a, d’apres le corollaire
spy (75, Vi) = sp,(i%(ps, Wg)) = ifi(p @ ¥).
Notons V;, I'espace de cette représentation. On a alors
Vit =if(p@u)" = spy (V)™ = spy (V5.

Pour tout h € H(G, K), notons mp(h) laction de h sur VX et my(h) Daction de h sur
spy (V4. Ceci définit des morphismes

8 . H(G, K) — Endp(VL),
T+ H(G,K) — End(V,[).

On souhaite maintenant utiliser le le théoréeme pour montrer que ig(p ® 1) est
génériquement irréductible en se ramenant & montrer que pour un sous-groupe ouvert com-
pact K de G suffisamment petit, Vf est un H(G, K)-module irréductible. Pour cela, il faut
s’assurer tous les sous-quotients irréductibles de iIG)(p@ 1) ont des vecteurs non nuls fixés par K.
Pour v fixé, c’est évident, mais il faut que K vérifie cette propriété pour tous les 1) pour pouvoir
appliquer 'argument. On peut bien siir supposer que M est un Levi standard de G. On remarque
que tous les sous-quotients irréductibles des i%(p®1) ont méme support d’inertie (déterminé par
celui de p), disons Q = [L, (0, E))]q, avec L Levi standard de M (et donc de G). 11 suffit donc
de montrer qu’il existe un sous-groupe ouvert compact K de G tel que toutes les représentations
irréductibles (7, W) de support d’inertie  vérifient WX =£ {0}. Soit (7, W) une représentation
irréductible de G de support d’inertie 2. Soit @) le sous-groupe parabolique standard de G de
facteur de Levi L. D’apres la proposition VI.7.2, ou plutét sa démonstration, rg(T, W) admet un
sous-quotient irréductible dans une classe d’inertie [L, (¢/, E')|, avec [L, (¢/, E)|a = [L, (0, E)]a.
Soit K un sous-groupe ouvert compact admettant une décomposition d’Iwahori selon les sous-
groupes paraboliques standard et tel que (E')Xz # {0} pour (o, E’) décrivant un ensemble
(fini) de représentants des classes d’inertie [L, (o’, E')]1, avec [L, (o', E)]g = [L, (0, E)]g. De plus
(E")KL ne dépend pas du choix représentant o’ dans sa classe d’inertie. Ainsi, pour un tel K,
(r§ (1, W))Xr # {0}. On déduit du lemme de Jacquet (Thm. VI.6.1) que W # {0}. On fixe un
tel sous-groupe ouvert compact K.

D’apres le théoreme de Burnside (voir [29] 3.1.3), VwK est un H(G, K)-module irréductible

exactement lorsque 71'5 est surjective. Supposons que wﬁ) soit surjective, de sorte que VX soit un
H(G, K)-module irréductible, et constatons que la description des K-invariants (VI.8.2.1]) dans

la représentation induite Vi, montre que le fait que VwK soit non nul est indépendant de ¥ (ce
qui dépend de 9 bien siir est la structure de H(G, K)-module de Vf) Il s’agit de montrer que
71'{5 est surjective pour tout ¢ dans un ouvert de Zariski de la variété algébrique X'(M).

Reprenons la discussion précédant ’énoncé de la proposition (donc ici S = X (M)). Ce 1pg est
dans 'un des ouverts principaux Sy, ou le localisé Véf 5 est libre sur B¢. Notons encore

T8 H(G,K) — Endp, (VX))
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et choisissons une base B de Endp, (Véff) sur By. Spécialisons en 1) € Sy : By, = sp,,(B) est une
base du C-espace vectoriel

sp,,(Endg, (V4 ;) = End(V;).

Choisissons une famille libre F de H(G, K) telle que 'image de F par my, soit exactement la
base By,. Appelons F' le sous-espace de H(G,K) engendré par F, et notons M = (m;;);; la
matrice de la restriction de 75 & F : c’est une matrice a coefficients dans By, et W, (m;;) est une
matrice a coefficients complexes, a savoir la matrice de la restriction de 7rf[f a F' dans les bases
F et By. Le déterminant de cette matrice est un polynéme en les m;;, qui vaut 1 en tg. Il est
donc non nul sur un ouvert de Zariski de Sy¢. Sur cet ouvert, wf est donc surjective.

VI.8.5 Irréductibilité générique des induites

En utilisant le lemme géométrique et la proposition [VI.8:4] nous allons montrer le théoréme
suivant.

Théoréme. Soit P = MN un sous-groupe parabolique de G, et soit (p, W) une représentation
supercuspidale irréductible de M. Pour tout v dans X (M), posons my = i%(p@1)). Alors 7y est
irréductible pour tout ¢ dans un ouvert de Zariski non vide de la variété algébrique X (M).

Démonstration. D’aprés la proposition [VI.8.4} il suffit de montrer que 7y, est irréductible pour
un certain ¢y dans X (M).

Soit A la composante déployée de M. Soit x le caractére central de p. La restriction du
caractére |y| de Z(M) & A est a valeurs dans R*, et donc est trivial sur °A. Il définit donc un
caractére de A(A) = A/°A. Comme ce réseau s’injecte avec un indice fini dans A(M) (cf. ,
on peut prolonger |y| en un caractére 1 € X(M). On obtient |[¢p~1x| = 1 sur A, donc [1p~1y]
se factorise en un caractére du groupe compact Z(M)/A et comme tout caractére d’un groupe
compact est unitaire, |¢)~1x| = 1 sur Z(M). Comme p®1~! est supercuspidale & caracteére central
unitaire, elle est unitaire. En effet, une représentation supercuspidale est compacte modulo le
centre d’apres le théoréme [VI.2.] donc essentiellement de carré intégrable modulo le centre, et
I’on peut alors conclure par le lemme Quitte & translater par un tel caractére ¢!, on peut
donc supposer, dans 1’énoncé du théoréme, que p est unitaire. De plus, pour tout ¢ € X (M)
unitaire, p ® v est alors unitaire, et donc aussi i%(p ® ¥, W). En particulier, cette derniere
représentation est complétement réductible.

La représentation r4i%(p ® 1, W) admet d’aprés (#it) une filtration dont les quotients
sont de la forme w - (p ® ¥) pour w € W(M)/Wp,. Nous allons montrer que pour tout ¢ en
dehors d’'un fermé de Zariski de la variété réelle Im (X(M)), les caractéres centraux de p ® ¢ et
de w- (p® 1)) sont différents si w est non trivial. Comme ci-dessus, notons x le caractére central
de p. Le caractere central de p ® 1) est donc x| z(ar) et celui de w - (p ® ¥) est w - (x¥|z(ar))-
Comme le réseau A(A) s’injecte avec un indice fini dans A(M), il suffit de montrer que y« est
différent de w - (x«) pour tout « en dehors d’un fermé de Zariski de X'(A). Mais ceci découle du

fait que W(M) /Wy ~ W (A) (V.4.3.3) qui agit fidelement sur a* (V.3.5) et de la description de
Im (X(M)) en|V.3.20} Nous allons conclure grace au

Lemme. Soit (m,V) une représentation de G admettant une filtration

{0} =VpcVrc---CV,=V
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dont les quotients successifs V{ =V;/V,_1 ont des caractéres centrauz distincts. Alors
n
v~V
i=1

Démonstration. 1l est clair que le résultat est vrai pour les représentations restreintes a Z(G). Mais
comme G et Z(G) commutent, 'action de G préserve la décomposition en caracteéres distincts
de Z(G). O

On déduit de ce qui précede que rgig(p ® 1, W) se décompose en une somme directe de
modules de la forme w - (p® ), w € W(M)/Wys dont les caractéres centraux sont deux a deux
distincts, pour tout ¢ en dehors d’un fermé de Zariski de Im (X (M)). On a alors en utilisant la
réciprocité de Frobenius

Homg (7y, my) = Homu (15 (my.), ptb)
= P  Homum(w: (o), ptb) = Homps (pt), pi))

weW (M) /W

qui est clairement de dimension 1 puisque pt est irréductible. On en déduit que 7y, est irréductible.
Ceci termine la démonstration du théoréme. O

VI.8.6 Une autre application

On se replace dans la situation de [VL.8.4] avant I’énoncé de la proposition. Dans ce contexte,
soit 2 un ensemble de points Zariski dense dans S (comme B est réduite, les x € = séparent les
éléments de B).

Fixons une base de VfK et soit (M), la matrice de 'endomorphisme
. UK K

dans cette base. Comme = est Zariski dense dans S, son intersection avec l'ouvert Sy est encore
Zariski dense, et pour tout x € Sy N E, la matrice (¥, (mp,))r,; est une matrice a coefficients
complexes. C’est la matrice de sp,,(¢x)

Proposition. Supposons que pour tout x € =, la spécialisation en x de V soit irréductible. Alors
¢ est Uaction d’un élément b € B.

Démonstration. D’aprés le lemme de Schur, pour tout z € E, sp,(¢) est un opérateur scalaire,
donc il en est de méme de sp,(¢x). Ainsi la matrice (¥, (mg,))x, vérifie-t-elle Wy(my,;) = 0
sik # et Uy(mpr) = Uy(my) pour tous k,I. Comme = est Zariski dense, on en déduit que
(my1)k,1 est scalaire. On voit donc que ¢k ¢ est un donné par 'action d'un b € By . Ceci valant
pour tout sous-groupe ouvert compact K de G et pour tous les f;, on en déduit que ¢ est donné
par l'action d’un b € B. O

Exemple. Soit P = M N un sous-groupe parabolique de G, et soit (p, W) une représentation
supercuspidale irréductible de M. On reprend les notations de la démonstration de la proposition
VL.8.4l Soit

gb : VB —> VB



210 CHAPITRE VI. REPRESENTATIONS DES GROUPES P-ADIQUES

un morphisme de (G, B)-modules. Grace au théoréme d’irréductibilité générique, les hypotheses
de la proposition ci-dessus sont satisfaites, et I’on en conclut qu’il existe un b € B tel que ¢ est
I’action de b.

Considérons maintenant le cas M = P = (. Soit z un élément du centre de la catégorie
M(G)p). Clest par définition une transformation naturelle du foncteur identique qui donne en
particulier un endomorphisme G-équivariant de W = W ® B. On obtient donc que 'action de z
dans W = W ® B est donnée par I'action d’un élément b € B et ’on retrouve ainsi les résultats

de VT45

VI.9 Le second théoreme d’adjonction

VI.9.1 Lemme de Jacquet généralisé

L’énoncé du théoréme qui suit ne differe du théoréme [VI.6.1] que part le fait que I'on fait plus
d’hypothese d’admissibilité sur la représentation. La démonstration en devient beaucoup plus
délicate

Théoréme. Soit P = M N un sous-groupe parabolique de G, de composante déployée A, et soit
(m, V) une représentation lisse de G. Soit K un sous-groupe ouvert compact de G admettant
une décomposition d’Iwahori selon P. Alors application de projection j : V. — Vi envoie
surjectivement VE sur (Vi)

Démonstration. On reprend les points de la démonstration du théoréeme qui n’utilisent
pas I’hypothése d’admissibilité de (m, V). Tout d’abord on vérifie que 'image de VE par j est
bien dans (Vi)%™. On choisit alors t € C}T. L'ensemble {t ™K 3t™|m € N} forme une base
de voisinages de I'identité dans N, et la réunion des t ™K nt™, m € N est égale & N (Théoréme
752,

Soit v € VX et soit m € N. On a encore, comme en

(VI.9.1.1) Jr(e)m(t™) - v) = an(t™) - j(v).
Ceci montre que
(VL.9.1.2) (™) - §(VE) Ci(VE)

Bien que 7y (t™) soit inversible sur j(V) = Vy, sans I'hypothése d’admissibilité, I'inclusion
ci-dessus peut étre stricte.

Soit v € V]\If M toujours sans utiliser 'hypothése d’admissibilité, on a montré qu’il existe
m € N tel que

(V1.9.1.3) an (™) v e j(VE),

c’est-a-dire que 1'on a

(V1.9.1.4) U =™ - 5(v5) = v
meN

Considérons la distribution a; x = ex * 6 * e € H(G, K), et notons A 'endomorphisme de
VE donné par l'action de at, K -
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Lemme. On a

V(N)NVE = (Ukerﬂaﬁ )va | ker 4°.

ieN €N

Démonstration. Remarquons tout d’abord que d’aprés le lemme V.5.3L on a aux = (at k)"
Posons N; = t K nt' et rappelons que Uien Vi = N. D’apres la proposition |II1.2.9], on a alors
V(N) = U;enkeren,, d’on

V(N)NVE = (U kereNi> NVE = UkereNivi.

ieN €N

Or ayi g = e * 0pi % € = €y * €Ky ¥ €K * Opi ¥ €K
= EKy K€Ky K Opi K €p—if i ¥ €K = €y * Opi K €y—ifg) 4i * €K
(VIL.9.1.5) =0y key-ig i ¥ €k = 0pi k€N, * €K

On en déduit que la restriction a VX de asi i coincide avec la restriction de d;: * ey,. Comme
. : : oy i _
dyi est inversible, ker 7 (a4 ;) = ker A* = ker N, |y K- O

Nous avons maintenant besoin de la notion de localisé d’'un espace vectoriel en un endo-
morphisme de cet espace et d’endomorphisme finalement stable. Les définitions et les résultats
utilisés sont développés dans les annexes, en [A.]] exemple 5 et [C.II]

Lemme. Le localisé de VE en A est naturellement isomorphe a
(VA mn(t)),
le morphisme canonique ¢ : (VE, A) — (VEM 7 (1)) étant donné par j.

Démonstration. Reprenons les résultats du lemme qui décrivent le localisé. Le localisé de
VE en A est d’aprés ce lemme, (naturellement) isomorphe au localisé de VX /(U, ey ker A?) en
A’ ot A’ est 'endomorphisme induit par A. D’aprés le lemme ci-dessus

VE/(Unewker A) = VE/(V(N) N VE) = j(VF)
et 'endomorphisme A’ est donné par my (t) (ceci résulte de (VI.9.1.1). Il reste maintenant a voir
A IIT

que (VEM 7w (t)) est bien ce localisé. D’apres le lemme [A.ITL1} il suffit de vérifier que 7y (t) est
inversible sur (V)% et que

(VL9.1.6) Vi = mn ().

ieN
Tout d’abord, comme 7(eg,, )n(t) = 7(t)n(es-1x,,¢) = T(E)w(ex, ), on a wy(ex, )Tn(t) =
7n (t) 7N (excy, ) et done 7y (t) définit bien un endomorphisme de V™ | et de méme pour 7y (t71).
L’égalité (VI.9.1.6) est une reformulation de (VI.9.1.4)). O

Proposition. Le morphisme A est finalement stable. Plus précisément, il existe une constante
b=0b(G, K) ne dépendant que de G et K telle que pour toute représentation lisse (mw,V), A’ est
un endomorphisme stable de V. Posons V& = ker A®, VX =Tm A®. On a alors
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Le localisé de VE en A est alors aussi (naturellement) isomorphe a (V.X, Ayvx), le morphisme

canonique v étant donné par la projection sur VX parallélement a V€. De plus la constante b peut
étre choisie plus petite que la constante ¢(G, K) du théoréme d’admissibilité uniforme|VI.2.5

Avant de passer a la démonstration de cette proposition, qui occupera plusieurs paragraphes,
finissons la démonstration du théoréme. On déduit des deux lemmes et de la proposition que
j réalise un isomorphisme (naturel) de VX dans V]\I,( M et que le noyau de j sur VE est V5.
Nous avons fait plus que simplement montrer la surjectivité dans I’énoncé du théoreme, car la
démonstration fournit une section de j : VK — VJ\I,(M , en I'occurrence le sous-espace V.X. O

Remarques. 1. La décomposition VE = V& @ VX ne dépend pas du choix de ¢ dans CZ*. Si
(m, V) est admissible, on retrouve la décomposition de la proposition [VI.6.1

— 2. 11 existe des sous-groupes ouverts compacts C' de N et C' de N tels que pour tout
(m, V) € M(G),
VOK:VKﬂkerec, V*KZBK*(in-V

— 3. Il existe € > 0 tel que pour tout t € AT (e),

Vi =kerm(ar k), VE =TImn(arx).

*

Démonstration. Le premier point est la généralisation de la proposition [VI.6.1] Il se démontre de
la méme maniere en utilisant le fait que pour tout autre élément s de Cjﬁ, d’apres le corollaire
on a pour tout n dans N,
Asn KGtn K = Q(st)n K -
Il découle aussi du second point.
Pour le second point, il suffit de choisir C tel que t *Knt®* C C et t' Kyt =° C C. On a alors
d’apres (VL.9.1.5)), pour tout v € Vi = kerm(ap ),

0=m(ap ) v==eg*0p*reg -v=>0p*en, V.

Comme l'action de 6 est inversible, on voit que v € kerey,, et comme N, C C, on a ec =
ec * en,, et donc v € kerec N VE. Réciproquement, si v € kerec, alors v € V(N) (proposition
1.2.9).

Pour montrer VF = ey * ea -V, on utilise I'égalité
ap | = €K * €, * Ob,
ot N, = t’Knt, qui se montre comme (VI.9.1.5). Comme N, C C par hypothése, on a
ey, * €c = €g, et 'on obtient
V*K:ath('V:eK*ENb*5tb'V:€K*61\7b‘VDGK*@C'V

Réciproquement, comme A® est stable, VX = T(agm ) VE pour tout m € N*, et pour m assez
grand o -

C C Ny, = tmeNtibm,
ce qui donne l'inclusion dans I'autre sens.

Le troisieme point résulte assez facilement du deuxieme. En effet, on sait (théoreme [V.5.2)
qu’il existe € > 0 tel que, C et C étant comme ci-dessus, pour tout ¢t € AT (e),

Cct'Kyt, CCtKgt "
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On a alors comme ci-dessus, pour tout v € VX,
m(ag,Kx - v =0y * Ct—1Knt " Uy

et 'on en déduit que ker 7(ay k) jvx = kerm(e;-1 ) jvx € VENV(N) = V¥ (voir la démonstration
du lemme ci-dessus). Comme C C t 'K nt, ;-1 = €i-1x ¢ * €0, tOUt v € Vi =VENkerec
est dans ker m(e;~15¢) v, donc dans ker m(ay, x )|y« . De méme

VE =egxes -V Dex*ea ke 1V =ex ke gV =m(ak) V.

La réciproque vient de
VE =n(ap k) -V Cwlagk) - V.

Les paragraphes suivants sont consacrés a la démonstration de la proposition.

VI1.9.2 Un cas particulier

Soit D une classe d’inertie de représentations irréductibles supercuspidales d’un sous-groupe
de Levi L de G, et (p, W) une représentation supercuspidale dans cette classe d’inertie. Rappelons
que nous avons introduit dans la remarqueun progénérateur (IT1, Vi, ) = indo¥ (Reso (p, W))
de M(L)p. D’autre part, il a été remarqué que

Vi, ~ indo% (Triv) @ W ~ FQ W = Wp,

ol F est ’algebre des fonctions régulieres sur X'(L). En effet, indo¥ (Triv) est isomorphe & C[A(L)],
l'algebre du groupe A(L) = L/°L. Notons simplement (IIy, Vi1,) = (IIy, Vi) pour alléger les no-
tations. Clairement, V; est un (L, F')-module admissible (un cas particulier de I’exemple .
D’apres le lemme si @ est un sous-groupe parabolique de facteur de Levi L, alors

(I, Vir) = i§ (111, Vi)

est un (G, F')-module admissible.
Le corollaire |[VI.8.2 affirme que la spécialisation de Vi en x € X(L) est

(VL9.2.1) sp, (IL, Vir) = sp, (ig(IL1, V1)) = ig(sp, (1, V1)) = i (p @ x, W).

Nous allons maintenant démontrer le lemme de Jacquet dans le cas particulier de la représentation
(I1, V) = ig(Hth). Fixons un sous-groupe parabolique P = M N et un sous-groupe ouvert
compact K comme dans I’énoncé du lemme de Jacquet de la section précédente, dont on re-
prend d’ailleurs toutes les notations. Comme II; est supercuspidale, d’aprés la proposition [VI.5.3]

Tgig (I11, V1) admet une filtration dont les quotients sont de la forme i ; (“II;) si L est conjugué

a un sous-groupe de Levi de M, nuls sinon. Il s’ensuit que rgig(ﬂl, V1) est un (M, F')-module

admissible. Grace au second lemme de la section [VI.9.1] on voit que ’endomorphisme A de
VE = (ing)K vérifie les hypotheses de la proposition On en déduit qu’il est finalement
stable, c’est-a-dire qu’il existe b € N tel que

(VL.9.2.2) Vit = (Vg @ (Vi)
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avec A((Vim)E) = 0 et A® inversible sur (V47)X. Nous voulons maintenant montrer que lon peut
prendre b < ¢(G, K), la constante d’admissibilité uniforme du théoréme 3l Pour cela, d’apres
le lemme (iv), il suffit de voir que A annule (Vi)

D’apres le théoréme|V1.8.5, la représentation sp, (II, Vi1) = 28 (p®x), x € X(L), est irréductible
pour tout x en dehors d'un fermé de Zariski de X'(L). En particulier, pour tout ces ¥,

(V1.9.2.3) dim st(VH) = dlm(zQ(W @ C )X <e=¢(G,K),

o ¢(G, K) est la constante d’admissibilité uniforme [VI.2.3

Le F-module V& est aussi un H(G, K)-module. Les actions de F et H(G, K) commutent, et
la décomposition (VI.9.2.2) est une somme directe de F-modules. Pour tout h € H(G, K), on
note II(h) laction de h sur Vi et IL, (h) Daction de h sur sp, (Vir)®. La situation est similaire
a celle rencontrée en [VL.8.4 L'image par sp, de (Vi)§’ C (Vi) est annulé par I'opérateur
I1,,(A°), pour tout x tel que (VI.9.2.3) soit vérifié.

On utilise la méme technlque qu’en [VI.8:4 On se place sur I'un des ouverts principaux Sy de
X(L), ot le localisé V& 7 est libre sur Fy. Notons encore II(h) I'action d’un élément h € H(G, K)

sur VH,f On déduit de (VI.9.2.2) que
Vit = (ViLp)g @ (Vinp)¥

et choisissons une base B de Vif'; sur Fy, union des bases By et By de (Virz)§ et (Vi s)X
respectivement. Spécialisons en x € Sy : By, = sp, (B) est une base du C-espace vectoriel zg(W@)
Cy)X. La matrice de 7(A°) dans la base B est & coefficients dans Fy, et son image par ¥, est
la matrice (& coefficients complexes) de II, (A°). Comme II, (A°) annule By pour tout x dans un
ouvert de Zariski de Sy, et que F' est réduite, on en déduit (par un argument déja utilisé dans

VI.8.6) que II(A°) annule By et donce (Vi, f) . Comme ceci vaut pour tout les ouverts principaux
_

Sy du théoreme 4 on obtient que I1(A°) annule (Vi1)&, et donc que b < ¢(G, K).

Ceci termine la démonstration du lemme de Jacquet dans le cas particulier de la représentation
Zg (H1 s V1 ) .

VI.9.3 Fin de la démonstration du lemme de Jacquet

Nous allons maintenant étendre le résultat de la proposition[VI.9.1]a toutes les représentations
lisses de G. Nous commengons par les représentations induites. Soit Q = LU un sous-groupe
parabolique de GG, D une classe d’inertie de représentations irréductibles supercuspidales de L,
et (p, W) une représentation de M (L) p. Nous voulons montrer que ig(p7 W) vérifie la proposition
Dans la section précédente, nous avons établi celle-ci pour la représentation ig(Hl, ),
ou (IT;, V1) est un petit progénérateur de M p(L). D’apres le lemme la représentation
(p, W) est quotient de deux représentations qui sont des sommes directes de représentations
isomorphes a (IIy, V4), c’est-a-dire que 'on a une suite exacte de la forme

@Vlﬁ@%%WﬁO
o 3

Comme les foncteurs zg et jx sont exacts et préservent les produits (corollaire[VI.1.2]), on obtient

une suite exacte
K
D)™ — EB (i)™ = (GW)
o
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Comme A? est stable sur (ing)K, I'endomorphisme induit par a; g sur (P, ing)K est stable
(idem pour la seconde somme), pour la méme constante b € N que précédemment. Le résultat
pour (iGW)X s'en déduit immédiatement (lemme |C.II} (i4)). Ceci établit le lemme de Jacquet
pour ig(p, W).
Passons maintenant & une représentation quelconque (7, V') de M(G). Le théoréme de décomposition

permet d’écrire
Ve D Vo

sEB(G)

et I’on se rameéne donc & montrer la proposition pour chaque composante V. Pour les composantes
supercuspidales, ceci est trivial par définition. Il reste les composantes induites. D’apres le lemme
V1.7.2| (ii1), chaque V; se plonge dans une somme directe finie de représentations induites de la

forme
DiSoi. o).
iel

Considérons le conoyau C' de cette injection. De la méme maniére, C s’injecte dans une somme
de la méme forme. On en déduit une suite exacte de la forme

0= Ve = @Pi§ (0, Wi) = @ i§(ps. W)
iel 1edJ

qui réalise V; comme le noyau d’un G-morphisme entre deux représentations pour lesquelles la

proposition est établie. On utilise alors I'exactitude du foncteur jg, le fait qu’il préserve les
sommes directes finies pour obtenir une suite exacte

0= VX = Pig (o, W)X = Ei§(ps, W)X
iel i

Le lemme (#i7) nous permet de conclure. O

VI.9.4 Une conséquence

Une premiére conséquence du lemme de Jacquet généralisé est que le corollaire [VI.6.3] est
maintenant valide sans ’hypothese d’admissibilité. Redonnons 1’énoncé :

Corollaire. Soit K un sous-groupe ouvert compact de G, inclus et distingué dans Ky et admet-
tant une décomposition d’Iwahori selon les sous-groupes paraboliques standards. Soit (w,V) une
représentation lisse de G telle VX engendre V. Alors tout sous-quotient de V est engendré par
ses vecteurs fixés par K.

On en déduit, en vertu du théoréme [.3.2]:

Proposition. Soit K est un sous-groupe ouvert compact de G, inclus et distingué dans Ky et
admettant une décomposition d’lwahori selon les sous-groupes paraboliques standards. Alors la
sous-catégorie pleine de M(G) des représentations engendrées par leurs vecteurs K-invariants
est équivalente d la catégorie des modules unitaires sur l'algébre de Hecke H(G, K).
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VI.9.5 Une autre conséquence
Placons-nous dans les hypotheéses de la section Le foncteur de restriction
r§ : M(G,B) — M(M, B)

préserve la B-admissibilité. L’argument est le méme que celle du corollaire

VI.9.6 Le second théoréeme d’adjonction de Bernstein

Soit P = M N un sous-groupe parabolique de G. Le foncteur rg est I'adjoint a gauche du
foncteur i%, mais ce dernier admet aussi un adjoint & droite. Ce fait n’est pas particulierement
profond, car le foncteur ig est la composition du foncteur d’oubli de M a P, qui admet un
adjoint a droite, d’un foncteur de normalisation qui ne joue aucun réle, et du foncteur d’induction
parabolique Indg, qui, comme G/P est compact, s’identifie au foncteur d’induction compacte
indg et admet donc un adjoint & droite (cf.

Ce qui est en revanche beaucoup plus profond est la détermination explicite de cet adjoint a
droite. Soit P = M N le parabolique opposé a P.

Théoréme. le foncteur Tg est Uadjoint a droite du foncteur i%. C’est-a-dire que pour toute
représentation (w,V) dans M(QG) et pour toute représentation (1,E) dans M(M), on a un
isomorphisme naturel

(V1.9.6.1) Home (i%(r, E), (7, V)) ~ Hom (7, E), v (7, V).

Ce résultat est connu sous le nom de second théoreme d’adjonction de Bernstein. Nous allons
voir qu’il découle du lemme de Jacquet. Montrons tout d’abord qu’il est équivalent & 1’énoncé
suivant

Théoréme. Pour toute représentation lisse (m,V) de G,
(V1.9.6.2) r&r = (rgn).

Démonstration. On a, pour toute représentation lisse (7, E) de M et toute représentation lisse
(m,V) de G,

Homg (i%7, 7) ~ Homg(r, (i% 7))

(V1.9.6.3) ~ Hom s

La premiére égalité est le lemme[[[4.2.7] La seconde est le fait que 'induction normalisée commute
avec la dualité. La troisieme est I'adjonction des foncteurs iG et r§ et la derniére est & nouveau
le lemme [[.4.2.1] Si I'on suppose que Tgﬁ’ = (r§n); on obtient alors (VI.9.6.1)) avec 7 au lieu
de . Pour obtenir (VI.9.6.1) avec m qui n’est pas de la forme &, nous raisonnons de la facon
suivante. La représentation 7w s’injecte dans 7, et le conoyau m; de cette injection s’injecte dans

1. On obtient ainsi une suite exacte

0> T 7 7.
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Ce qui nous donne par exactitude & gauche des foncteurs Homg (X, o) et rg, un diagramme

commutatif dont les lignes sont exactes et les fleches verticales sont les isomorphismes (VI.9.6.1))
établis ci-dessus pour 7 et 7Ty :

0 —— Homg(i%7,71) —— Homg(i%7,7) —— Homg(i%T,71)

l |

0 —— Hom(7,7Em) —— Homy (7,rE7) —— Homp (1, r§7).

On en déduit facilement que Homg (i, 7) et Homs (7, 7E7) sont isomorphes et que cet isomor-

phisme est naturel. "
Réciproquement, si 'on suppose que le second théoreme d’adjonction est établi, alors on
obtient
Hom (7, Tg (7)) =~ Homg(ig (1), 7) ~ Hom, (7, (Tg (™)),
le second isomorphisme étant . Comme ceci est vrai pour tout 7 € M(M), le principe
nous donne 'existence d’un isomorphisme naturel rgﬁ' ~ (r8n) O

Démontrons maintenant ce théoréme. Nous le reformulons sous la forme suivante :

Proposition. Il existe une dualité M -équivariante

(e rE(V) xrg(V)

vérifiant, pour tout v € V, pour tout X\ € V', pour tout t € CX"’, pour tout m € N assez grand,
(VL.9.6.4) S (@) E™).0, N p = 52 EA (T (™) - v),

0i 5 = jn(v), A= jy(A).
Cette dualité induit un isomorphisme T%(V) ~r@(V).

Pour tout v € V, pour tout A € V, il existe € > 0 tel que pour tout t € CX(G),
(V1.9.6.5) (rg(ﬂ)(t).@, 5\>p = 6}1,/2(t))\(7r(t) - ).

Démonstration. 11 s’agit d’abord de trouver une dualité entre T’IC);TF et rgﬁ. Les espaces respectifs
de ces représentations sont Vy et VN. Soit un sous-groupe ouvert compact K de G admettant
une décomposition d’Iwahori selon P. Nous avons, dans la démonstration du lemme de Jacquet,
établi une décomposition VE = VX @ VK de telle sorte que VX =~ VY | et de la méme maniére,
nous disposons d’une décomposition VE = %K &) V*K avec V*K i VNI[{ M Remarquons que VX est
orthogonal a ‘70K et que V€ est orthogonal & VK. En effet, soient v € VX, X € VOK , et écrivons
v = aum g -V, avec les notations de la section ol m est un entier suffisamment grand. On
a alors

A®) = Aagm i - 0') = ((am i) M) = (- i - N(').

Ici, ’élément ¢ est dans CXJF, partie définie relativement au sous-groupe parabolique P, et plus
précisément a son radical unipotent V. La partie qui correspond au sous-groupe parabolique
P =MN est

Cy; ={ataecCt}
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Le sous-espace VOK de VK est donc le noyau de a;-m f, pour m suffisamment grand. On a donc
a;—m g - A =0, ce qui montre que VI est orthogonal & VOK . L’autre assertion se démontre de la
méme maniere.

La restriction de j & VX est un isomorphisme sur VI\I[( M Notons s¥ son inverse. De méme,
notons sg I’isomorphisme de ‘7]\{,( M sur f/*K inverse de j. Soient v € VAI,( Mot A€ VNK M et notons
v=sE(0)et A= sg(j\). Posons

<’D7 >‘> = <’U, >‘>7
ot le second crochet de dualité est la dualité naturelle entre V' et V. 1lest clair que ceci définit bien
une dualité entre Vi et VX En effet, on a d’apres le lemme (VK = (vH)K = (VEy*
et donc ceci découle du fait que Vi est orthogonal & VK et que VX est orthogonal a V. Ceci

montre aussi que (V)EM est bien tout le dual de Vo™, cest-a-dire que (Vi)* = ‘N/NI,(M .

Lorsque K décrit la famille des sous-groupes ouverts compacts de G admettant une décomposition
d’Iwahori selon P, la famille des Kj; décrit une base de voisinage de I'identité dans M. On a
donc Viv = Ug V]\I,(M et Vy =Ug VKII{M. Nous devons vérifier que les dualités définies plus haut

sont compatibles, et peuvent ainsi s’étendre en une dualité entre Viy et (V') 5. Pour cela, il suffit
de regarder ce qui se passe pour deux sous-groupes ouverts compacts K’ C K de G. On a bien
siir dans ce cas VE c VE'. Soit v € VF NVE. On a donc pour m suffisamment grand,

Qm |-V =€ % Oym ¥ € -V = e *k €/ k Oym ¥ €Rr ¥ € - U = e *k ym v - U = 0.

. / A . 7’ . .
Ceci montre que V{* NVE C V&, De méme, si v € VX, écrivons v = a;m x - v’ pour un certain
v € VK. On a alors

/ ! /
V=eg *¥0pm ¥ € -V = €eR kCRs ¥ Opm ¥ €r ¥ €K VU = €K * Qgm g7 -V,

dou VE Ceg-VE ". On veut montrer que ces inclusions sont des égalités. Soit n un entier plus
grand que b, la constante de la proposition En supposant que n soit assez grand, de telle
sorte que t "Kyt" C K’ et t"Knt™™ C K’ et en calculant comme dans la démonstration du

lemme on obtient
at“’,K * at“,K’ = EeK * G,th’I(/7 at",K/ * at”,K = atQ”,K’ * €K
ce qui montre facilement que ’'on a
! !
VE nVE=VE VE =er VK.
Montrons que sur V&M
q N I
/ .
(V1.9.6.6) ek o5y oi = sk,
N g oaat 103 o Km KM : = K P
ou ¢ est 'inclusion de V™ dans V™. Soit donc v € V™, et écrivons
v = jn(m(am k) - v)
pour un certain v € VX, de sorte que
K /-
Sp (U) = W(atn’K) - V.
On a d’apres (VI1.9.1.1)),

in(m(am i) -v) = an(t")jn(v) = jn(T(am k1) - v)
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d’out

ex o sy (0) = ex o s (jn(m(apm k1)) = ex - (w(ap xr) - v)

e
=T(ex * am g ¥ ex) v = m(am i) - v = 55 (V).

Ceci montre (VI.9.6.6).

Nous allons aussi utiliser que pour tout v € V]\I,{ M
(V1.9.6.7) (1—ex)sh (0) e V& = VE Nkerjy.
En effet, d’apres ,
(1—ex)sp (0) = sf (1) —excsp (0) = sf (0) — 55 (D).

Or,

’

n(sp (0) = sp(0) =0 -0 =0,
ce qui démontre l'assertion.

Nous pouvons maintenant calculer :

(s (9), sE V) = (55 (9), s (V)

=(ex - sp (0),ex - sf (\) — < B (@),s5 (V)
(s (0)ex - s (N) = s5 (\) + (e - 5B (0) = 5§ (0),exc - s ()
(

(), (ex — 1) 5O+ ((ex = 1) - 55 (@) e - s (V)

K’

Or ((ex—1)-s8 (0),exc-s5 (V) = (exx(ex—1)-s5 (0), 55 (V) = Oet (sf'(0), (ex—1)-s5 (X)) =
0 d’apres (VI.9.6.7) et I'orthogonalité de VOK/ et V*K .
Ceci montre que la dualité (.,.)p est en fait définie indépendamment du choix de K.

Vérifions maintenant que cette dualité est M-équivariante. Soient © € Vi et A € VN, et

m € M. Montrons que ~ ~
(mn(m) -0,y (m) - A)p = (v,A\)p
Choisissons un sous-groupe ouvert compact comme ci-dessus tel que Kj; fixe v et ) et soient
ve VE, Xe VE relevant respectivement v € Vy et ), de sorte que (5, \)p = (v, ). Comme
7 (m)-v =7w(m) - v, Ty (m)-A = 7(m) - X, on voit que 'on aura 'égalité voulue si w(m)-v € VX',
et w(m) - A € V*Kl, pour un autre sous-groupe compact ouvert K’ de G vérifiant les mémes
conditions que K, puisque 'on a montré que la dualité ne dépend pas du choix de K. En effet,
on a alors
(rn(m) v, 75 - Ny p = (m(m) - v,7(m) - A) = (v, \)p

Or on a aussi, en prenant K’ = mKm™!, et en utilisant le fait que ¢ est central dans M,

Om * QK = O * € * Oy % g = €fr % Oy % Ok €g = €fr % Oy % Oy, % €

= €eK’ *5,5 * CRr *6m =aK’ ¢ *6771

Ceci entraine facilement que 7(m) -v € VX' et #(m)- A € VX', On en déduit immédiatement
que ) B
(rp(m)(m) -0, 7E(7)(m) - N p = (0, A) .
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En effet, les normalisations par 5},/ %(m) et 6113/ %(m) se compensent (lemme .

Il reste a vérifier (VI.9.6.4) et (VI.9.6.5). Fixons un sous-groupe ouvert compact K de G
admettant une décomposition d’Iwahori selon les sous-groupes paraboliques standards et fixant
v et A\. On a alors

5113/2(15’”))\(77(15”””)'11)*51/2 ™) (ex - A)(T(t™) - e - v)

(atm KU, A)

{aem w0, 55 (G (V)

(s3 (v (am i ), 55 (5 (V)

Pour les deux derni¢res égalités, on utilise le fait que pour m assez grand, aim x -v € VK,

Iorthogonalité de V& et VX (resp. de VI et VE) et le fait que sE soit une section de jy sur
VE (resp. s% une section de jg sur V). D’aprés la définition de la dualité (.,.)p, on obtient

S (™A (™) - v) = 62 (t™) (G (aim & - 0), 5 (V) p
= (52 (t™) N (t™) - T, N) p
= (rE(m) (™) - 5, V) p

On a utilisé (VI.9.1.1)), une égalité démontrée en (VI.6.1)). La démonstration de (VI.9.6.5)) est
identique, en utilisant le fait (remarque 3, [VI.9.1) que pour t € Ch(e), VE = VfF o VE =
ker a; x @ Im at . Ceci termine la démonstration de la proposition. O

VI1.9.7 Seconde adjonction et complétion

Nous donnons ici une interprétation du second théoréme d’adjonction en terme de complétion
de modules (cf. section [[.1.4)).

Théoréme. Soit P = MN un sous-groupe parabolique de G et soit P = MN le sous-groupe
parabolique opposé. Alors, pour toute représentation (w,V) de M(G), on a un isomorphisme
naturel ~ o

¢: VN ~ Vg
Pour tout v € VIV, ¢(v) est caractérisé par la propriété suivante :

— pour tout sous-groupe ouvert compact K de G admettant une décomposition d’lwahori
selon P, ¢(ex - v) = ey, - Hv).

Démonstration. Par définition, le module Vy est la limite projective des e - Vi, ot e décrit
Iensemble des idempotents de H(M). Comme les ef,, forment un systéme filtrant d’idempotents
de H(M) lorsque K décrit ’ensemble des sous-groupes ouverts compacts de G admettant une
décomposition d’Iwahori selon P, on a

VN:I'&wKM -VN=@V§M.
K K

Dans la section précédente (il faut inverser les roles de P et P), nous avons exhibé un sous-espace
VE de Vi tel que jy réalise un isomorphisme Vf(M ~ VX On obtient ainsi

VN_1<1_ M~LVKCQ_VK
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Ceci nous donne une identification de Vy avec l'espace :
Vii={veV]ex veVE (VK)}.

D’apres la seconde remarque de pour tout sous-groupe ouvert compact C' de N suf-
fisamment gros, on a VX = exec - V. On en déduit que v € V, si et seulement pour tout K
comme ci-dessus et pour tout sous-groupe ouvert compact C' de N suffisamment gros (dépendant
explicitement de K, voir la remarque , ex v € egec - V. Ceci est encore équivalent a :

- Pour tout sous-groupe ouvert compact C' de IV, pour tout K comme ci-dessus suffisamment
petit (dépendant explicitement de C' et normalisé par C (ceci fournit encore un systéme filtrant
d’idempotents), ex - v € egec -V =ecex - V.

Ainsi : v € V;, si et seulement pour tout sous-groupe ouvert compact C'de N, v € ec -V, et
comme N est union de ses sous-groupes compacts, on obtient Vg =V, ~ V. O

Nous avons obtenu ce théoréme comme conséquence du lemme de Jacquet[VL9.1] Soit (7, V) €
M(G). En appliquant le résultat a (7, V), on obtient un isomorphisme

p:V = Vy.

=N -
OrV =~ (VN ~ (Vy)* (cf. , et donc Vi s’identifie & la partie lisse de (Viy)* (cf. ;

qui par définition est V. On retrouve donc I’isomorphisme canonique :

rgfr ~ (rgw)f

La démonstration donnée ici est bien st essentiellement équivalente & celle donnée en [VI.9.6]
mais le formalisme des complétions de modules permet une rédaction plus rapide. Il permet
aussi d’obtenir le théoréme de seconde adjonction de maniére un peu plus élégante. En effet,
pour toute représentation (7, F) dans M(M) et pour toute représentation (m, V) dans M(QG),
on a, en écrivant le signe d’égalité pour des isomorphismes naturels :

Hom (i$(E), V) = Home (ind % (FM (6, 1/2 ®E)),V)
= Homg(PS(FY (64* @ E)),V)
FM(6? 0 B);FE(V))

= Homp(FM
Moo E Homa (H(G). V)u(r)

F )
— Homp(FY (5% @ E), Vyy(p)) = Homp(FM (51 ® E), V)
= Homy (01? ® B, VV) = HomM(E 552 V)

= Homp (E, 05 1/Q(X)VN) HomM(E,5;/2®VN)

= Homp (E, 73 V)

= Homp

(
(
(
(

Nous avons utilisé successivement 1’identité entre foncteur d’induction compacte et foncteur
P , I’adjonction de P et du pseudo foncteur d’oubli et ’expression du pseudo foncteur
d’oubli en terme de complété ([.2.3), le fait qu'un morphisme d’un module non dégénéré dans un
module quelconque est toujours a valeurs dans la partie non dégénérée, I’adjonction entre foncteur
d’oubli FX et le foncteur qui consiste & prendre les N-invariants (qui se vérifie facilement), et
enfin Iisomorphisme V¥ ~ Vi démontré ci-dessus.
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VI.10 Le centre de M(G)q

VI.10.1 Un progénérateur de M(G)q

Soit  une composante connexe de Q(G) et soit (M, (p, W)) une donnée cuspidale dont la
classe est dans €2. On peut supposer que M est un sous-groupe de Levi standard de G, facteur
de Levi du sous-groupe parabolique standard P = M N. Soit D la classe d’inertie dans M de
(p, W), cest-a-dire D = [M, (p, W)]pr. Notre but est de trouver un petit progénérateur de la
catégorie M(G)q. Soit IIp le progénérateur de la catégorie M(M)p construit en Un
candidat naturel est Il = ig(l‘[p). La premiere étape consiste a voir que Ilg est indépendant
des choix faits. Pour cela, nous allons utiliser un résultat qui ne sera démontré qu’en (ou
le lecteur est aussi invité a se référer pour certaines notations).

Lemme. On suppose M mazimal (voir[VIL.1.3), et soit w I'élément non trivial de W(M, ). On
pose M' =w-M et p =w-p, D' =M, p']pr. On note P’ le sous-groupe parabolique standard
de Levi M'. Alors

i3(Ip) =~ i (Mp).

I est important de remarquer que Iisomorphisme ci-dessus n’est pas canonique. D’autre part,
lassertion serait évidente avec w - P a la place de P’. Or ici, w- P = P’.

Démonstration. Si w- (M, D) = (M, D), ceci est trivial. Dans le cas contraire, nous sommes alors

dans les hypothéses du corollaire L’équivalence de catégories de ce corollaire montre qu’il
s’agit de vérifier que rpig, (Ilp/) = Hp, mais ceci est immédiat d’apreés le lemme géométrique
VI1.5.3l ]

On peut maintenant s’affranchir de ’hypotheése de maximalité de M.

Proposition. Soit (M, D) comme ci-dessus, et soit w € W(M, ). Posons M' =w-M, D' =
w-D. Alors
Zg(HD) ~ ig/(HD/>.

Démonstration. On utilise le fait que w peut s’écrire comme produit de transformations élémentaires
(lemme . Ceci nous ramene au cas ol w est lui-méme élémentaire. Il existe alors un sous-
groupe de Levi L de G contenant M comme sous-groupe de Levi maximal. Soit Q = LU le
sous-groupe parabolique standard de facteur de Levi L. D’aprés le lemme ci-dessus

ipar (D) = ipinp (Tp).

On en déduit
i$(p) = i§ipn, (Up) = i§ipn, (Upr) = i% (Up).

Corollaire. Soit (M, D) comme ci-dessus, et soit P' € P(M). Alors iG(Ilp) ~ i%,(Ip).
Démonstration. En effet, P’ = w™! - P pour un certain w € W(M, M), et I'on a alors
G G G G
ip(Ilp) = iyy-1.p(Ilp) ~ @B (Ilp) = 15 (Ipr)
on D'=w-D. O
La conséquence de tout ceci est que la (classe d’isomorphie de la) représentation Il est en

fait indépendante de la donnée (M, D) choisie pour la construire. Nous pouvons maintenant
démontrer le résultat voulu :
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Théoréme. La représentation Ilg est un progénérateur de type fini de M(G)q.

Démonstration. Le second théoreme d’adjonction de Bernstein affirme que ig est adjoint a droite

du foncteur rg. Celui-ci étant exact, on en déduit immédiatement que ig préserve les pro-

jectifs. Ceci montre que Il est projectif. On a aussi démontré en que i§ préserve les
représentations de type fini. On voit donc que Il est de type fini. Or un objet projectif de type
fini est petit au sens de la théorie des catégories . Il reste & montrer que Ilg est un
générateur de M(G)q, et pour ceci, il suffit de voir que toute représentation irréductible (7w, V)
de M(G)q est un quotient de IIg. En effet, nous voulons montrer que pour toute représentation
(7', V") dans M(G)q, Homg(Ilg, V') n’est pas nul. Mais on sait que (7',V’) admet un sous-
quotient irréductible (m, V'), disons que (m, V') est quotient d’une sous-représentation (mq, V). Si
lon sait que Homg (Ilg, ) n’est pas nul, par projectivité de Iln, Homeg(Ilg, 1) n’est pas nul,
et a fortiori Homg (Ilg, 7). Supposons donc (7, V) irréductible dans M(G)gq. Soit M’ un sous-

groupe de Levi standard de G tel que rg, (m) soit supercuspidal. Le foncteur iIGg, est 'adjoint a
G

gauche de 73,

et nous disposons du morphisme d’adjonction associé a 'identité de rg, (m) :

[o iIGD,Tg, (m) — .

Comme 7 est irréductible, ce morphisme est surjectif (car non nul) et par exactitude du foncteur
i, il existe un facteur de composition p’ de ¢, () tel que i%,(p’) s’envoie surjectivement sur
7. Soit D' la classe d’inertie de p'. Par définition, € est aussi la composante connexe de Q(G)
associée & (M', D'). Comme p' € D', et que IIp, est un progénérateur de M(M')p., il existe un
morphisme surjectif IIp, — p’. Le foncteur ig, étant exact, le morphisme image ig,(H D) — ig,p’
reste surjectif, et par composition, nous obtenons le morphisme surjectif iIGD, (Ilp/) — 7 voulu. La
proposition ci-dessus permet de conclure. O

VI.10.2 L’équivalence M(G)q ~ M(Rq)4
Nous reprenons les notations de la section précédente. Posons
Ra = Endg(Ilq).
Exactement comme en on introduit les foncteurs
Fr, : M(G)q = M(Rq)a, (m,V)+— Homg (g, ),
Gr, : M(Ra)a — M(G)a, Mw— M g, q.
La démonstration du théoreme peut étre recopiée mot pour mot et I’on obtient :

Théoréme. Les foncteurs sont quasi-inverses et réalisent une équivalence de catégories entre

M(G)q et M(Rq)q.

VI.10.3 Une estimation de la longueur des induites de supercuspidales

Soit (M, (p, W)) une donnée cuspidale de G, ot M est un sous-groupe de Levi standard de G.
Soit P le parabolique standard de G de facteur de Levi M et comme dans la section précédente,
posons

(M, (p, W)y = D, [M,(p,W)]g =s.



224 CHAPITRE VI. REPRESENTATIONS DES GROUPES P-ADIQUES

Soit ITp le progénérateur de M(M)p construit en [VI.4.1} et soit I = 1IGDHD, dont nous venons
de montrer que c’est un progénérateur de la catégorie M(G)s. Notons rp la composition du
foncteur rg de M(G) dans M (M) et de la projection sur la composante M(M)p de M(M).

Proposition. Le foncteur rp : M(G)s — M(M)p envoie les objets non nuls sur des objets
non nuls.

Démonstration. Soit m une représentation lisse (non nulle) de M(G);. Comme igHD est un
progénérateur de M(G)s (corollaire [VI.10.1)), on a d’apres le théoréme de seconde adjonction,

{0} # HOmg(igHD,ﬂ) ~ Hom (I p, r&n) = Homy, (Ip, rpm)

et donc rpm # 0.

Corollaire. La longueur de i%(p) est au plus |W(D)|, ot W(D) = {w € W(M,M),w - D =
D}/Was. En particulier, si |W(D)| =1, i%(p) est irréductible.

Démonstration. La proposition et ’exactitude du foncteur rp montre que la longueur de ig (p)

est plus petite que la longueur de r DiIGD (p). Mais le lemme géométrique montre que cette derniére
représentation est de longueur au plus |W (D). O

VI1.10.4 Le centre de M(G)q

Les notations sont celles des sections précédentes. Posons Rp = Endp(IIp). Pour tout
® € Rp, i%(4) est dans
Endg(iF(Ilp)) = Endg(Tla) = Ra.

Ceci définit par fonctorialité un morphisme d’algebres
Z}GD : Rp — Ra.

Ce morphisme d’algebres est injectif, puisque le foncteur i% est fidéle. On peut donc identifier
Rp a une sous-algebre de Rq. En particulier R est un R p-bimodule.

La structure de R p-bimodule de R donne un foncteur d’induction :
(VI.10.4.1) M(Rp)a — M(Ra)a, M= M ®r, Ra.
Nous allons maintenant montrer que ce foncteur, au travers des équivalences de catégories

(VL.10.4.2) MRp)a=M(M)p et M(Rq)g~ M(G)a,

est isomorphe au foncteur d’induction iIGD.

Soit (m, V) dans M(G)q. D’apres le second théoréeme d’adjonction de Bernstein, on a un
isomorphisme naturel

Homg (I, 7) = Homg(ig(HD)ﬂr) ~ HomM(HD,rg(w))

Le membre de gauche est un R p-module a droite unitaire via l'injection de Rp dans Rq et le
membre de droite aussi. La naturalité de 'isomorphisme d’adjonction entraine que cet isomor-
phisme est un isomorphisme de R p-modules a droite. En d’autres termes, le foncteur d’oubli

M(Rg)d — M(RD)d
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induit par Rp < Rgq correspond via les équivalences de catégories (VI.10.4.2f) au foncteur rg. Or

le foncteur d’induction (VI.10.4.1)) est ’adjoint a gauche du foncteur d’oubli, et ig est 'adjoint

a gauche de rg. Par unicité a isomorphisme pres de 1’adjoint, ceci montre I'assertion.

Notons W (D) le sous-groupe de W(Ap;) = Ng(M)/M stabilisant la classe d’inertie super-
cuspidale D.

Lemme. Le Rp-module & droite Rg est libre de rang |W(D)|. Il est donc libre de rang fini sur
le centre 3p de Rp.

Démonstration. D’apres le théoreme de seconde adjonction de Bernstein, on a un isomorphisme
naturel
Ro=H % (Mp),i%(Ip)) ~ H Tp, r%iG(10
o = Home(ip(Ilp), ip(Ip)) ~ Homp (Ilp, 755 (Ilp)).

En notant rp la composition du foncteur rg avec la projection sur la composante M(M)p de

M(M), on obtient un isomorphisme naturel
(V1.10.4.3) Ra ~ Homy (Ilp, rpi%(Mp)).

Nous avons vu ci-dessus que (VI.10.4.3)) est un isomorphisme de R p-modules a droite.

D’apres I’équation (V.4.3.3), la proposition [VI.5.3| (iii), et la définition de W (D), il existe
une filtration de rpi%(I1p) dont les quotients successifs sont les w-Ip, w € W (D). Comme tous
ces w - [Ip sont projectifs, puisque IIp D'est, cette filtration se scinde en une somme directe

TDig(HD) = @ U)-HD.
weW (D)
Or, siw e W(D), w-lp ~T1p.

On obtient ainsi

RQ ~ HomM(HD, @ HD) = H HOH’IM(HD,HD) = ngV(D)‘
weW (D) weW (D)

Remarquons que cet isomorphisme est un isomorphisme de R p-modules & droite, mais que la
structure & gauche, elle, est perdue. La deuxiéme assertion découle du théoréme [VI.4.4] O

Notons 3p et 3 respectivement le centre de Rp et Rq. Reprenons les résultats des sections
et Pour tout idéal maximal I de 3p, IIp /I est isomorphe & moy, pour un unique
objet (& isomorphisme pres) irréductible oy € M(M)p (I'entier m est une certaine multiplicité
définie en [VI.4.5). D’autre part I — o7 est une bijection entre SpecMax(3p) et Irr(M)p,
munissant ainsi Irr (M) p d’une structure de variété affine complexe dont I’algebre des polynomes
est 3p. L’équivalence de catégories envoie Rp/IRp sur

RD/IRD ®RD HD ~ HD/IHD

et donc, puisque ig correspond au foncteur d’induction (VI.10.4.1)), la représentation ig (IIp/Ip)
correspond au Rg-module a droite

RD/IRD ®rp Ra RQ/IRQ

Soit z € 3. Supposons que ig(aj) soit irréductible, de sorte que z agisse dessus par un
certain scalaire. Comme

iS(Ip/Ip) ~i%(mor) ~ miS(or),
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on voit que z agit par ce méme scalaire sur ig(H p/ITlp). Par ce qui préceéde, z agit par ce méme
scalaire sur Rq/IRq. D’apres le lemme ci-dessus, Rq est un module libre de type fini sur 3p.
Fixons une base de Rq sur 3p. Alors 'action de z sur Rq s’exprime dans cette base par une
certaine matrice (z;;). La base choisie nous donne pour tout idéal maximal I de 3p, une base sur
C de Rq/IRq et laction de z sur Rq/IRq s’exprime dans cette base par une certaine matrice
(Zij), out Zjj; = Wi (z;), ¥y étant P'unique élément de Home—_q14(3p, C) de noyau I.

Rappelons que d’apres le théoréme ig(oj) est irréductible pour tout I dans un ouvert
de Zariski dense de SpecMax(Zp). Pour ces I, la matrice (Z;;) est scalaire, et il s’ensuit que la
matrice (z;;) est scalaire. Ceci montre que z € 3p. Nous avons donc obtenu

Lemme. Le centre 3 de Rq est inclus dans le centre 3p de Rp.

En fait, on obtient méme un peu mieux & peu de frais. Le groupe W (D) agit sur la variété
Irr(G)p et donc sur son algebre de polynémes 3p. En effet, si ¢ € D, on a vu ci-dessus que
z € 3q agit sur iIG)J exactement par le méme scalaire que son action sur o. Le corollaire
affirme que les facteurs de composition de iga sont les mémes que ceux de iIGD/U pour tout autre

sous-groupe parabolique P’ de G admettant M comme facteur de Levi. Ceci est vrai en particulier

pour P/ = w- P, w € W(D). Il s’ensuit que z agit sur i%(w - o) par le méme scalaire que celui

par lequel il agit sur i%(c). On a donc

30C 35"
En particulier
30 =C3,(Ra)

ouC3,(Rq) ={r € 3p|ar =ra (Va € Rq)} est définie grace a la structure de 3 p-bimodule de
Ra.

Il s’agit maintenant de voir que I'inclusion ci-dessus est en fait une égalité. Comme Rgq est
un R p-bimodule, le centre 3 de R se caractérise en utilisant seulement cette structure :

30 ~Crp(Ra)={r e Rp|lar =ra, (Va € Rq)}.

Regardons de plus pres la structure de R p-module & gauche de Rq ~ Hom s (I1p, rDig(HD)).
L’action sur Homy (I p, rpi%(Ilp)) provient de celle sur rpi%(I1p) obtenue par fonctorialité.

Reprenons la filtration de rDigH p dont les quotients successifs sont les w - IIp, w € W(D).
Comme tous ces w-IIp sont projectifs, cette filtration en induit une sur I'espace Hom (I p, rpiG(Ip)),
compatible avec la structure de R p-bimodule dont les quotients sont isomorphes & Hom s (I p, w-

IIp). Cet espace admet une structure naturelle de R p-module & gauche, obtenue de 'action, tor-
due par w, de Rp sur w - IIp.

Nous allons utiliser le lemme suivant :

Lemme. Soit A un anneau commutatif unitaire, et C la catégorie des A-bimodules (unitaires).
Pour tout M € C, on note

Ca(M)={a€ Alma=am, (Yme M)}.
Supposons que M € C admette une filtration
0O=Mpy s CM, CM,_1C---CMy CMy=M
dont les quotients successifs Q; = M;/M; 11,1 =0,...n, vérifient
Home(Q:,Q;) =0 (i # j).
Alors CA(M) = Ny Ca(Qs)-
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Démonstration. On raisonne par récurrence sur n, le cas n = 0 étant trivial. On peut donc
supposer que C4(M7) =i, Ca(Q;). De la suite exacte courte

0—>M; - M—>Qyg—0

on tire facilement que C4(M) C Ca(M;) N Ca(Qo). Réciproquement, si f € C4(M1) NCa(Qo),
alors on peut définir

Qo=M/M; — My, m— fm—mp,

un élément de Home(Qg, M1). Or notre hypothése entraine que ce morphisme est nul. O

Il s’agit maintenant d’appliquer ceci a la catégorie C des 3 p-bimodules unitaires, ce que 1’on
fait en observant que si w # w’ dans W(D), alors

Home (Hom s (I p, w - I1p), Homys (I p,w" - M p)) = {0},

ce qui est clair. On obtient alors
3= () Cs,(Hompy(llp,w-Tp)) =357
weW (D)

De ceci, il est maintenant aisé de déduire le

Théoréme. Soit Q une composante conneze de la variété Q(G). Alors le centre de la catégorie
M(G)q est isomorphe d lalgébre des fonctions polynomiales sur la variété Q0. De méme, le centre
3(G) de la catégorie M(G), produit des 3q, s’identifie d l'algébre des fonctions polynomiales sur
Q(G).

Démonstration. Notons O(2) l'algeébre des fonctions polynomiales sur €. Avec les notations qui
précedent, la variété Q est le quotient de la variété D sous 'action du groupe W (D) (voir|[VL.7.1]).

Or T'algebre des fonctions polynomiales sur D est isomorphe & 3p, et donc O(Q) ~ 3 D) or

3VDV(D) ~ 3. L’assertion sur le centre de M(G) s’en déduit immédiatement. O

Corollaire. Le centre 3q de la catégorie M(G)q est une C-algébre noethérienne (isomorphe
a lalgébre des fonctions réguliéres du quotient d’un tore algébrique complexe par l'action d’un

groupe fini).

Remarques. 1. Il peut étre utile de donner de maniére explicite ce qui n’apparait que de facon
implicite ci-dessus : la valeur en un point (M, (p, W))g de Q(G) de la fonction z € 3(G) est le
scalaire par lequel z agit sur ig(p, W), out P est un sous-groupe parabolique de G de facteur de
Levi M.

— 2. Les idempotents centraux eq de [VI.7.4] sont les fonctions caractéristiques des compo-
santes connexes §) de Q(G).

—3. Le corollaire [VI.4.5[ se généralise : les catégories M(G)q sont indécomposables.
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VI1.10.5 Homomorphismes de Harish-Chandra

La terminologie employée provient de I’analogie suivante avec la théorie des groupes réductifs
réels [30] :

- centre de M(G) <> centre de l’algébre enveloppante,

- support cuspidal des représentations <> caractere infinitésimal.

Soit P = MN un sous-groupe parabolique de G. Rappelons I'application définie en [VI.7.3]
dont on voit maintenant facilement qu’elle est morphisme fini de variétés algébriques :

i]\/[G : Q(M) — Q(G)
Ceci induit un morphisme entre algébres de fonctions polynomiales :
ivg : 3(G) = 3(M)

appelé homomorphisme de Harish-Chandra. Puisque le morphisme iy est fini, 3(M) est un
3(G)-module de type fini. Les résultats de [VI.7.3| et la remarque 1 de la section précédente

montrent que :

Proposition. Soit z € 3(G) et posons zy = i4;(2). Alors, pour toute représentation (o, E)
de M(M), iG(zpr) est un endomorphisme G-équivariant de i%(o, E) qui coincide avec l’endo-
morphisme défini par z, vu comme élément du centre de la catégorie. Pour toute représentation
(m,V) de M(G), 76(2) est un endomorphisme M -équivariant de rG(m, V') qui coincide avec celui
défini par zpy .

VI.10.6 Centre de Bernstein et sous-groupes ouverts compacts

Le résultat suivant est implicite dans la démonstration du théoréme de décomposition

Théoréme. Soit (7,V) une représentation dans M(QG), et écrivons

sa décomposition de Bernstein. Soit K un sous-groupe compact ouvert de G. Alors VX =0 sauf
pour un nombre fini de composantes V.

Plus précisément, pour un tel K, notons Irr(G) i Uensemble des classes d’équivalence de
représentations admissibles irréductibles de G admettant des vecteurs fixés par K non nuls, et
Q(G) i Uensemble de leurs supports cuspidaux. Alors Q(G) i est un nombre fini de composantes
connezxes de Q(G) (que l'on note B(G) k).

Démonstration. Tout d’abord, rappelons que le nombre de classes d’inertie de représentations
irréductibles supercuspidales de G admettant des vecteurs fixés par K non nuls est fini (remarque
et que ce fait est crucial dans la démonstration du théoreme de décomposition. Soit
maintenant s = [M, (p, W)]a € B(G) et soit D la classe d’inertie de (p, W) dans M. Pour tout
Y € X(M), on peut identifier i%(py), W)X a un espace ne dépendant pas de 1. En effet, d’aprés

le lemmem7
G, V)~ P wrtko,
GeEP\G/K
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o Ky = PNgKg~! et p désigne la projection de P sur P/N ~ M. Rappelons que P\G/K est
fini (lemme . Pour tout support cuspidal § = (M, (pp, W))g, la fibre Sc™ () C Irr(G)
est I'ensemble des facteurs de composition de i%(py, W), et donc § € Q(G)f si et seulement si
Dicrc/x WP(Es) £ {0}. Donc, soit s est contenu dans Q(G) g, soit 5 n’intersecte pas Q(G)x,
c’est-a-dire que Q(G)k est une union de composantes connexes de £2(G). De plus s € B(G)k
si et seulement si D € B(M),(k,) pour un certain g € P\G/K. Ceci nous rameéne au cas des
représentations supercuspidales traité dans la remarque |VI.3.4] O

Proposition. Soit K est un sous-groupe ouvert compact de G, inclus et distingué dans Ky et
admettant une décomposition d’Iwahori selon les sous-groupes paraboliques standards.

(1) La sous-catégorie M(G)x de M(G) des représentations engendrées par leur vecteurs
K-invariants est stable par passage aux sous-quotients et

MGk~ [ M(@Gs.

s€EB(G)k

(ii) Le foncteur V — VX réalise une équivalence de catégories de M(G) . avec M(H(G, K)),
dont l’inverse est

M — H(G) ®n(a,K) M.

(iii) Pour tout (m,V) € M(G), (m,V) € M(G)x si et seulement si (7,V) € M(GQ)k.
(iv) L’algébre H(G, K) est noethérienne.

Démonstration. La premiére assertion de (i) est établie dans la proposition [VI.9.4] De ce qui
précede, on déduit la décomposition de M(G) k.

(i4) découle du théoreme [.3.2}

(44i) Soit (7, V) € M(G). Décomposons Ven V =W +Ws, ott Wi est la sous-représentation
engendrée par V| donc dans

MGk~ [[ MG

seB(G)k

et Wy est dans H5¢B(G)K M(G)s. On a alors WE = #(ex )Wy = 0. On veut montrer que W est
nul. Supposons que w € W soit non nul. Alors il existe v € V tel que w(v) # 0, et comme V est
engendré par VE | il existe g1,...q € G, v1,...,v € VE tels que v =3, 7(g;) - v;. On a alors

0 #w(v) =Y (7(g;!)-w)(w)
et donc 1'un des facteurs (7(g; ") - w)(v;) est non nul. Or

0 (@(g; ") - w)(vi) = (7(g; 1) - w)(m(ex) - vi) = (Fex)T(g; 1) - w)(v),

et lon obtient une contzadiction puisque (7(ex)7(g; Y w) € W = 0. Réciproquement, si
(7, V) € M(GQ)k, V < V est dans M(G) k.
(iv) On a vu que chaque composante M(G)s est une catégorie noethérienne, donc il en est de

méme de M(G)g, et donc de M(H(G, K)). Or P'algebre H(G, K) est de type fini sur elle-méme,
donc noethérienne. O
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Le probléme inverse, consistant a réaliser pour tout s € B(G) la catégorie M(G),; comme une
catégorie de la forme M(H), ott H est une algebre de Hecke de la forme H = H(G, K) (en fait
des algebres de Hecke un peu plus générales sont admises) s’appelle la théorie des types. Nous
renvoyons le lecteur intéressé a [16].

Soit K un sous-groupe ouvert compact de G, inclus et distingué dans K et admettant une
décomposition d’Iwahori selon les sous-groupes paraboliques standards et soit P = MN un
sous-groupe parabolique standard. Alors Kj; = K N M possede les mémes propriétés que K
relativement au groupe M. Reprenons les notations de la section [VI.7.3]

Corollaire. La partie B(M)k,, de B(M) est l’image inverse par ipg de la partie B(G)k

Démonstration. Soit s = [M, (0, E)]lg € B(G). Montrons que s € B(G)k si et seulement si
t = [M,olm € B(M)g,,. Supposons t = [M, o]y € B(M)k,,, c’est-a-dire que E admet des
vecteurs fixes par Kj; non nul. Considérons la représentation 7 = i%(o), d’espace V. Comme
d’apres le lemme de Jacquet, VX se surjecte sur V]\If M qui contient un sous-quotient isomorphe a
EBM Qapres le lemme géométrique, on a VE # 0. Donc il existe une représentation irréductible
dans M(G)s dans M(G)k, ce qui montre d’aprés ce qui précéde que M(G)s C M(G)k, et donc
s € B(G)k. Réciproquement, si s € B(G), d’apres la démonstration du théoreme, EP(Fs) £ 0
pour un certain g € G. Ecrivons g = pk, avec k € Ky et p € P. Alors, comme K est supposé
distingué dans Ky,

K, =gKg ' NP =pkKk™'p" NP =p(KN P

et tous les p(K,) sont conjugués (& Ky) dans M. Donc EX¥ # (0. Démontrons maintenant le
corollaire. Soit t € B(M) et montrons que t € B(M)g,, si et seulement si ip¢(t) € B(G) k. On
a t = [L,o]p pour un certain sous-groupe de Levi standard L inclus dans M. Si t € B(M)g,,,
alors o admet un vecteur non nul fixé par K;, = KN L, et ipg(t) = [L, 0]l admet un vecteur
non nul fixé par K, donc ipa(t) € B(G) k. Réciproquement, si iy (t) € B(G)k, alors o admet
un vecteur non nul fixé par K, = KN L et donc t € B(M)k,,- O

VI.10.7 Représentations de type fini

Pour toute representatlon m, V) de M(G), notons V; la composante de V' dans la catégorie

M(G)s, s € B(G) (ct VIL7.2.2).

Lemme. Soit (T, E) une représentation de type fini dans M(G). Alors Es est nul sauf pour un
nombre fini de s € B(G).

Démonstration. Chaque générateur de (7, F) n’a de composantes que dans un nombre fini de
E,. O

Théoréme. Soit (1, E) une représentation lisse de type fini de G. Alors (1, E) est 3(G)-admissible,
c’est-a-dire que pour tout sous-groupe ouvert compact K de G, EX est un 3(G)-module de type

fini.

On remarque que ceci est une généralisation de 'admissibilité des irréductibles : si (7, E) est
irréductible, 3(G) agit par des scalaires sur EX | et donc si EX est 3(G)-admissible, cet espace
est de dimension finie.
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Démonstration. On se raméne avec le lemme au cas ol (7, F) est dans une catégorie M(G)s,
pour un certain s € B(G). Comme 3(G) agit alors sur (, E) via son quotient 3, il s’agit de
montrer que EX est un 3,-module de type fini

Commengons par le cas oit s € B(G) est le support d’inertie d’une représentation supercus-
pidale irréductible (7, V') de G. On reprend alors les notations des sections et Soit
(IT, Vi1) un progénérateur de la catégorie M(G)n, par exemple celui construit dans la remarque
(noté la-bas (I, Vi1,)). On sait que (7, E) € M(G)(y est isomorphe a un quotient d’une
somme de copies de (II, Vi1), plus exactement (7, E) s’inscrit dans une suite exacte de G-modules

de la forme
@ Vi — @ Vi—FE—=0
iel jeJ

Si (1, E) est de type fini, on peut alors prendre J fini. Il suffit donc de montrer que Vi est un
Zz-module de type fini. Rappelons que

(IT, Vi) = indo&(Reso&(m,V)) ~ V @ F,

ou ' = C[A(G)] est I'algebre des fonctions polynomiales sur la variété X(G). Comme 7 est su-
percuspidale irréductible, elle est admissible. Il reste donc a montrer que F' est un Z;-module de
type fini. Or ceci est évident, vu la description de Z[) comme algebre des fonctions polynomiales
sur

Irr(G) [ ~ X(G) /X (G) ().

Voyons maintenant le cas général. Soit (M, (p, W)) une donnée cuspidale telle que s =
[M, (p,W)]q, ot M est un sous-groupe de Levi de G. Soit P un sous-groupe parabolique de
G de facteur de Levi M. Soit (Ilg, V5) le progénérateur de la catégorie M(G)s construit en
(noté la-bas (Ilg, V). Le méme raisonnement que ci-dessus montre qu’il suffit de voir
que VX est un 3;-module de type fini. Or

(Hsa VS) = iIGD(rL VH)

ott (I, Vi1) est le progénérateur de la catégorie M (M), construit comme ci-dessus. D’apres ce qui
précede, (I1, Vir) est 3 ,-admissible, ot 3(,) est le centre de la catégorie M(M),. Comme dans
la section il est facile de voir que I'induction parabolique préserve la 3(,-admissibilité.
De plus, 3, est un 3s-module de type fini (voir , et donc V; est 3s-admissible. O

Corollaire. Soit K un sous-groupe ouvert compact de G. Alors l'algebre de Hecke H(G, K) est
un module de type fini sur 3(G). En particulier, H(G, K) est un module de type fini sur son
centre, qui contient ex * 3(G) * e .

Démonstration. Prenons pour représentation de G V'espace D(G/K) des fonctions localement
constantes & support compact sur G/K (que 'on peut aussi voir comme lespace des fonctions
sur G invariantes a droite par K et a support compact. C’est une représentation monogene
engendrée par la fonction caractéristique de K. Le groupe G agit a gauche, et D(G/K)X ~
D(G,K) ~ H(G, K) en tant que 3(G)-module.

Proposition. Pour qu’une représentation (1, FE) de G soit de type fini, il faut et il suffit qu’elle
soit 3(G)-admissible et n’ait de composantes non nulles que dans un nombre fini de M(G)s.



232 CHAPITRE VI. REPRESENTATIONS DES GROUPES P-ADIQUES

Démonstration. La condition est nécessaire d’apres le lemme et le théoreme ci-dessus. Elle est

suffisante, car si
E = @ E,
seF

ot F' est un sous-ensemble fini de B(G), on choisit alors un sous-groupe ouvert compact K de G
vérifiant les conditions du corollaire [VI.10.6] tel que

FC B(G)K

et donc (7, E) est engendré par EX o EX est 3(G)-fini, et donc a fortiori H(G, K)-fini, d’apres
le corollaire. O

Variante. On peut reformuler et démontrer le théoréme et la proposition ci-dessus pour les
(G, B)-modules : Un (G, B)-module (1, E) est de type fini si et seulement s’il est B ®@c 3(G)-
admissible et n’a de composantes non nulles que dans un nombre fini de M(G)s. On en déduit
que les foncteurs d’induction i% préservent les B-modules de type fini.

VI1.10.8 Retour sur le théoréme de Howe

Soit (m, V) une représentation lisse de G. On dit que (m, V) est 3(G)-finie si annulateur de
(m,V) dans 3(G) est un idéal de codimension finie.

Nous concluons notre étude des relations entre admissibilité, type fini et action de 3(G) par
le théoreme suivant.

Théoréme. Soit (7w, V) une représentation lisse de G et considérons les propriétés éventuelles
sutvantes de (m,V) :

(1) (m, V) est de type fini,

(2) (m, V) est admissible,

(3) (m,V) est 3(G)-finie.

Alors deuz de ces propriétés impliquent la troisiéme, et la représentation (mw, V') est alors de
longueur finie.

Démonstration. Le théoréme de Howe affirme que (1) et (2) est équivalent & (m, V') est
de longueur finie. Il est facile de voir par récurrence sur la longueur qu’une représentation de
longueur finie est 3(G)-finie, en commengant par le cas ou (m, V) est irréductible (c’est alors le
lemme de Schur).

Supposons que (m, V) vérifie (1) et (3). On a vu en que (1) implique que (7, V) est
3(G)-admissible, c’est & dire que pour tout sous-groupe compact ouvert K de G, VX est un
3(G)-module de type fini. Mais (3) nous dit que VE est annulé par un idéal de codimension finie
de 3(G), donc VE est de dimension finie. Ceci montre que (, V) est admissible.

Supposons que (7, V') vérifie (2) et (3). Grice a la caractérisation des représentations de type
fini de la proposition il S’agit de démontrer que (7w, V) est 3(G)-admissible, et n’a qu'un
nombre fini de composantes de Berstein V; non triviales. Le premier point est clair, puisque pour
tout sous-groupe compact ouvert K de G, VX est de dimension finie, donc de type fini sur 3(G).
Le second l'est aussi, puisqu'un idéal de codimension finie de 3(G) va contenir les composantes
3, sauf pour un nombre fini de s € B(G), et d’autre part, 'identité de 3 agit par I'identité sur
Vs. O
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VI.11 Notes sur le Chapitre

Les généralités sur les foncteurs d’induction et de restriction se trouvent a de nombreux
endroits de la littérature. Il en est de méme des résultats principaux sur les représentations
supercuspidales ([3], [], [I9]). L’attribution des résultats est parfois délicate. Ainsi, les diverses
caractérisations des représentations supercuspidales (théoréme, semble dues a H. Jacquet
pour G = GL(n,F) et & Harish-Chandra en général, et la dénomination de théoréme d’Harish-
Chandra semble s’est imposée (peut-étre aussi parce que d’autres résultats importants portent le
nom de Jacquet). Je me suis aussi servi de [22] pour la rédaction de la démonstration ce théoréme.
Les théorémes d’admissibilité et d’admissibilité uniforme, ainsi que la proposition [VI.2:4]sont dis
a Bernstein ([3]). La encore, les notes de S. DeBacker [22] m’ont été utiles. L’étude de la catégorie
M(G) ] et la détermination de son centre est basée sur les notes [37]. Le lemme géométrique est
di indépendamment & Bernstein-Zelevinskii [4] et Casselman [19], la démonstration suit [4] pour
une bonne part, mais aussi [19] & un point crucial, ce qui permet d’avoir une formule intégrale
explicite . Les conséquences du lemme géométrique sur les suites de compositions des
induites paraboliques de supercuspidales et sont obtenues dans [4]. L’irréductibilité
générique des induites est tirée de [I]. La démonstration du lemme de Jacquet
rédigée ici emprunte a plusieurs sources, en particulier [3], [1], [22]. Le théoréme de Howe est
tiré de [3]. La démonstration du théoréme de décomposition de Bernstein suit les notes [37] pour
Pessentiel, notes elles-mémes inspirées de [I] auquel je me suis reporté de temps & autre. Le
second théoréme d’adjonction est établi, pour les grandes lignes de la démonstration, dans [I]
(voir aussi [2] et [21]). J’ai essayé de la rendre plus accessible en ajoutant quelques détails. Il reste
néanmoins que c’est une démonstration difficile et subtile, dont le point crucial est le lemme de
stabilisation [C.IT] utilisé en Le second théoréme d’adjonction est équivalent & une forme
forte de la dualité de Casselman, valable sans hypothése d’admissibilité ([I] et [2])

Les résultats sur le centre de Bernstein sont exposés ici en suivant les idées de [I] et [2],
reprises et détaillées dans les notes [37]. La démarche, comme nous 'avons expliquée, est quelque
peu différente de celle suivie dans la rédaction antérieure [23], mais les corollaires importants du
résultat principal sont tirés de [23]. L’énoncé de théorémeest inspiré du résultat analogue
pour les groupes réels, que l'on peut trouver disséminé dans [34].
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Chapitre VII

Classification de Langlands

Le but de ce chapitre est d’énoncer et de démontrer le théoréeme de classification de Lan-
glands, qui réduit le probléme de la détermination de Irr(G), c’est-a-dire des classes d’isomor-
phisme de représentations lisses irréductibles d’un groupe réductif p-adique G, au probléme
de la détermination des classes de représentations irréductibles tempérées. La définition de
représentation tempérée donnée ici est uniquement en termes d’exposants normalisés, définis
dans la premiere section. Le critére de Casselman donne une condition nécessaire et suffisante
sur les exposants normalisés d’une représentation pour que celle-ci soit de carré intégrable modulo
le centre : ceux-ci doivent étre dans certains cones ouverts. La définition d’une représentation
tempérée est alors que tous ces exposants normalisés sont dans les adhérences de ces cones ouverts.
Une représentation tempérée n’est donc pas loin d’étre une représentation de carré intégrable mo-
dulo le centre, et d’ailleurs, nous montrons qu’une représentation tempérée irréductible apparait
comme sous-représentation d’une induite parabolique d’une représentation de carré intégrable
modulo le centre. En particulier, étant dans I'induite parabolique d’une unitaire, elle est unitaire.
Nous montrons d’autre part que I'induction parabolique préserve la classe des représentations
tempérées. Ce n’est pas le cas de la restriction parabolique, mais on peut définir une notion de
restriction parabolique tempérée, qui préserve la classe des représentations tempérées, et méme
obtenir une version tempérée de la réciprocité de Frobenius et du lemme géométrique.

Nous étudions ensuite les opérateurs d’entrelacement entre représentations de la forme ig(p, W)
et zg (p, W), o P et @ sont deux sous-groupes paraboliques de méme facteur de Lévi M et (p, W)
est une représentation lisse de M. Lorsque (p, W) satisfait & un certain critere (PQ-régularité),
on exhibe un opérateur d’entrelacement canonique entre ces représentations. Les propriétés de
transitivité de ces opérateurs d’entrelacement sont étudiées en détails. Un triplet de Langlands
est la donnée d’un sous-groupe parabolique P = MN de G, d’'une représentation irréductible
tempérée (o, E') de M et d’un caractére non ramifié ¢» de M vérifiant une certaine condition de
positivité. On montre alors que la représentation o ® 1) est PP-réguliére, et donc qu'il existe un
opérateur d’entrelacement entre i%(o, E) et ig(a, E). Une étude plus fine montre que 'espace
de tels opérateurs est de dimension 1, et que i%(c, E) (resp. ig(a, E)) admet un unique quotient
irréductible (resp. sous-représentation). On appelle ce quotient le quotient de Langlands du tri-
plet. Le théoréme de classification affirme que toute représentation irréductible de G apparait
comme quotient de Langlands, et ce de maniere essentiellement unique.

235
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VII.1 Critere de Casselman et applications

VII.1.1 Exposants

Soit P = M N un sous-groupe parabolique de G de composante déployée A. Soit (7, V') une
représentation lisse admissible de G. La représentation 7‘1(3;(77, V) est alors admissible d’apres le
corollaire Pour tout sous-groupe compact ouvert K, de M, et pour tout ¢t € A, comme
tK it~ = Ky, on peut écrire

(rgV)fv = P rgv)
X

K

ou x parcourt 'ensemble des caracteéres lisses de A et (TIC;"V)X

de (r§V)%» pour le caractere y, c’est-a-dire

est le sous-espace caractéristique

(rgV)i{M ={ve (rEV)EM|3d e N, Vt € A, (r§(n)(t) — x(t)Idy)? - v = 0}.

Si K}, est un autre sous-groupe ouvert compact de M, K}, C Ky, alors (rgV)Em c

(rgV)i{M. On peut donc poser

(Tgv)x = U (rgV)XKM
Km

ou Kjs parcourt les sous-groupes ouverts compacts de M. Si cet espace est non trivial, on dit
que x est un exposant normalisé de 7 pour le sous-groupe parabolique P = MN. On note
Exp(A, r&V) ensemble de ces exposants. On obtient alors

(VIL1.1.1) gV)= P (V)
XEExp(A,TIG,V)

Si (, V) est de longueur finie, il en est de méme de r$G(m, V) (cf.|[VL.6.4)), et I'ensemble Exp(A, r&V)
est fini, d’apres le lemme de Schur.

Remarque. Si on prend P = G, on obtient une décomposition :
V=V
X

qui est une version un peu plus faible de la décomposition de la proposition [I11.1.10| (puisque
Ac C Z(@)).

Rappelons que l'induction et la restriction paraboliques préservent '’admissibilité. Nous allons
comparer les décompositions d’une représentation et celle de son induite ou de sa restriction.

Lemme. (i) Soit P = MN un sous-groupe parabolique de G et (p, W) une représentation ad-
missible de M. Soit

e D W gwe @ @

YEExp(An,W) XEExp(Ag,i§W)

les décompositions respectives en sous-espaces caractéristiques de W et de igW pour les actions
de Ay et de Ag respectivement. Si

(EEW)y # {0},
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alors x est la restriction de Ayp a Ag d’un caractére ¢ tel que Wy, # {0}.

— (ii) Soit P = M N un sous-groupe parabolique de G et (w, V') une représentation admissible

de G. Soit
v= & v, Bw= F; (rSw),
YEExp(Ag,V) XEExp(Apr,rEV)

les décompositions respectives en sous-espaces caractéristiques de V et de rgV pour les actions
de Ag et de Ay respectivement. Alors la restriction d’un caractére x de Ay apparaissant dans la
deuziéme décomposition d Ag est un caractére v apparaissant dans la premiére décomposition.

Démonstration. (i) Pour tout f € z'IG)W, notons simplement par g - f laction (par translation a
droite) d’un élément g de G sur f. Supposons que f soit un vecteur propre non nul pour l'action
de tout a € Ag pour la valeur propre x(a). On a alors, pour tout x € G,

x(a)f(z) = (a- f)(z) = f(za) = f(ax) = p(a) - f(2).

Prenons = € G tel que w = f(z) # 0. Alors w est un vecteur propre de p(a) pour la valeur
propre x(a). Ceci montre que x est la restriction & Ag d’un caractére ¢ de Ay intervenant non
trivialement dans la décomposition de W.

(i) Cest évident d’apres la définition de rgV, deés lors que 'on remarque que pour tout
a € Ag, dp(a) =1. O

VII.1.2 Critére de Casselman

Dans cette section, nous établissons un critere montrant qu’une représentation est de carré
intégrable modulo le centre.

Théoréme. Soit (7, V') une représentation lisse admissible de G admettant un caractére central
unitaire. Alors w est de carré intégrable modulo le centre si et seulement si, pour tout sous-
groupe parabolique P = M N de G, et pour tout exposant normalisé x de w pour le sous-groupe
parabolique P = M N, R(x) € *[a3,]% .

Démonstration. Nous renvoyons le lecteur a la section [[V.3] pour les définitions et notations
concernant les représentations de carré intégrable modulo le centre et & et pour les
définitions de R(x) et T[a},]%. Nous allons adapter légérement les définitions des représentations
de carré intégrable au contexte des groupes réductifs p-adiques. En effet, le quotient Z(G)/Ag
est compact, et comme Ag = Ca.°Ag, avec ° Ag compact, on a méme Z(G)/Ca, compact (voir
. On fixe donc un caracteére unitaire y de C4,, et une mesure G-invariante dg* sur G/Ca,,
et Pon définit 'espace L*(G, x,dg*) comme en et les représentations de carré intégrable
modulo le centre comme en Ca, remplacant Z(G). Comme Z(G)/C 4, est compact, il
est facile de voir cette que nouvelle définition est équivalente a I'ancienne.

Soit (m, V) comme dans I"énoncé du théoréme. On cherche des conditions nécessaires et suf-
fisantes pour que quels que soient v € V, A € V,

(VIL12.1) / (60r(9)[? dg"
G/Cag

converge. Soit K C Ky un sous-groupe ouvert compact de G, distingué dans K, admettant une
décomposition d’Iwahori selon les sous-groupes paraboliques standards de G et fixant v et A.



238 CHAPITRE VII. CLASSIFICATION DE LANGLANDS

Soient k1, ...,k, un systéme de représentants des classes de K dans K. La décomposition de
Cartan [V.5.1] de G nous donne :

G =[] KkFyCJk;K.
ij=1

Fixons maintenant aussi un systeme de représentants S des classes d’équivalences dans Ca’ pour
la relation (V.3.24.1)), de sorte que ’'on peut encore rendre la décomposition de Cartan plus fine,

G= ]_[ [[ KkiFy2Cack;K,

i,j=1z€S

et en déduire que
i

G/Cas = [ TI KkiFozk;K.

i,j=12z€8

Ceci permet d’écrire (VIL.1.2.1)) sous la forme

ST 1boalkif2ky) P pa(K f2K)

i,j=1 feFy z€S

- Z Z Z|¢kj-v,k;1.A(f2)|2MG(KfzK).

i,j=1 feFy z€S

On obtient donc une somme finie de séries & termes positifs, toutes de la forme (en remplagant
kj-vet k;l - A simplement par v et A, et en notant que k; - v et k;l - A) sont encore fixés par K)

(VIL1.2.2) DD bunFA) P uc K f2K).

feFy zeS

Regardons de plus prés le terme général de cette série. Rappelons (voir (V.3.24.1)) que S ~ N¢.
Plus précisément, une base du cone S est donnée par des éléments t,,, & € Ay tels que |a(ta)|r < 1

et |B(ta)|lr =158 # a.
Fixons un entier n strictement positif, et, pour tout sous-groupe parabolique standard P =
M N, notons

Spu(n)={z= H th Va € Ag \ A, iq >n, Yae A}, 0 <i, <n.}
a€Ay

Il est alors clair que

S = 11 Sr(n).

P=MN standard

Remarquons que tout élément ¢ de Sps(n) s’écrit z = 21’ avec z; dans 'ensemble fini Sys(n);
des HaEAéV[ tle 0 < i, < nett dans l'ensemble

Sum)={= [ ti ia>n}

OCGA@\AQJ
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Fixons maintenant un sous-groupe parabolique standard P = M N, et décomposons K selon
le sous-groupe parabolique P = M N, avec les notations habituelles :

K =KyKyKy.

Soient f € Fy et z € Spr(n) et posons pour simplifier m = fz. Comme m = fz € Mgr c M,
on a
mIKym C Ky CK, m'Kym=KyCK,

et
mAKym=K,,-1nym O Kn.

D’ou
KmK = KnKyKymK =m(m ' Kym)(m™ Kym)(m ' Kym)K
=mK,,-1 ym K.
Ceci entraine que
pa(KmK) = pe(mK -1 nm K) = pe(Kp-1nm K) = pa(Kp-1 ym KuKy)

= [Kp-1nm  Knlue(KENKuKy) = [Kpy-1nm - Kn]pa(K).

Les calculs de fonctions modulaires effectués en pour un élément a de la composante
déployée A de M marchent plus généralement pour un élément m de M, et donnent, pour m
comme ci-dessus

[Km_le : KN} = 6P(m)7

si bien que 'on a en définitive
pe(KmK) = op(m)pc(K).
La série (VII.1.2.2]) peut alors s’écrire sous la forme
> Y. [9real)Por(f2uc(K).

P standard feFy,z€Sn(n)

Le nombre de sous-groupes paraboliques standards de G étant fini, ainsi que Fj, le probleme de
la convergence des séries (VII.1.2.2), pour tous A, v, se raméne au probleme de la convergence

des séries de la forme :
Z v (2)]28p(2).
z€Sm(n)

On utilise maintenant le décomposition de Sys(n) en
Sur(n) = Sar(n)1 Sp(n),

et le fait que Sps(n); est fini pour se ramener comme ci-dessus au probléme de la convergence
des séries de la forme :

Z v (2)]28p(2).

z€8},(n)
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Comme (m, V') est admissible, on peut choisir € > 0 (dépendant de v et \) tel que (VI.9.6.5)
soit vérifié pour tout z € C(¢). On choisit alors n assez grand, de sorte que S}, (n) C Ay (e).
On a alors

Y [dun(2)6p(2)

z€8,(n)

= Y 100(2) A (2) - 0)P

2€87,(n)

= > Jr8m(2) - in )iy (V) el

z€8),(n)

on est ramené a 1’étude des séries

Y HrEm() - dn ()i (AW)el*

z€8,,(n)

Identifions le sous-groupe Sy; engendré par Sy, (n) dans Ay & Z%, ot d = |Ag \ A}'|. Les
exposants normalisés de (7, V) pour le sous-groupe parabolique P, restreints & ce sous-groupe,
s’identifient donc & des caractéres de Z?. Vu ainsi, un tel exposant normalisé x est donné par un
d-uplets (z1,...,24) de nombres complexes non nuls (voir . De manieére plus explicite, une
base de Sy est donnée par les t,,, i =1,...,d, ou

{ai}izl,“.,d = AQ) \ AM,

et z; = X(ta,)-

Soit K C Ky un sous-groupe ouvert compact de G, distingué dans Kj, admettant une
décomposition d’Iwahori selon les sous-groupes paraboliques standards de G et fixant v et .
On a alors jy(v) € VAM et jg(\) € VNKM. La proposition nous donne l'existence de
polynémes @, (vu comme fonction sur Sys) tels que

(rE(m)(2) - in(0), iy (W) e = D Qu(2)x(2),

la somme (finie) portant sur les exposants normalisés de (7, V') pour le sous-groupe parabolique
P.

Il est alors facile de voir que la série :

D EE@ ) v @), ixWelP = D 1D QxE)x()P
) X

z€8},(n) ze8), (n

converge si pour tout exposant normalisé x, |x(ta,)| < 1, pour tout ¢ = 1...d. Réciproquement,
si 'un des exposants normalisés ne vérifie pas la condition, disons y € Exp(A,rgV), pour un
certain parabolique standard P, alors, en prenant v tel que jy(v) soit dans le sous-espace propre
correspondant, et A € V tel que (jn(v), 5 (A))p # 0 on obtient

Y NE@E) @) ig(WelP = Y dx(z)P = +oo

z€8,(n) z€8),(n)

¢ étant une constante positive non nulle. En utilisant[V.3.21] on retrouve la condition de I'énoncé.
Ceci termine la démonstration du théoréeme. O
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VII.1.3 Une application

Rappelons qu’un sous-groupe de Levi M de G est dit maximal §’il existe un sous-groupe
parabolique propre maximal P de G dont M soit un facteur de Levi. Supposons que M soit
un sous-groupe de Levi standard maximal de G (cette condition est équivalente & {(M) = 2, cf.

IV.4.8). Le groupe
W(M, *) :={g € G|gMg~" sous-groupe de Levi standard de G} /M

possede alors deux éléments, disons W(M, x) = {1,w}. Remarquons qu’avec les notations de
on a W(M,*) =~ W (M, *)/Wyy.

Sil'on pose M’ = w- M, et si P’ est le sous-groupe parabolique standard de G admettant M’
comme facteur de Levi, alors w - P = P’, le sous-groupe parabolique opposé & P’. Nous allons
donner des conditions nécessaires de réductibilité des induites supercuspidales de P a G.

Théoréme. Soit P = MN comme ci-dessus et soit (p, W) une représentation supercuspidale
irréductible de M. Posons p' = p* € M(M")s... Supposons que (1,V) = iG(p, W) soit réductible.
Alors M = M’ et p' = pp pour un certain caractére non ramifié 1 de M a valeurs dans RY, .

Démonstration. On peut supposer que 7 est de caractére central unitaire. En effet, si tel n’est pas
le cas, un argument de la démonstration du théoréme[VL.8.5|nous dit qu’il existe un caractére non
ramifié x de G tel que le caractére central de m, = 7™ ® x soit unitaire. D’apres l'isomorphisme
de Mackey on a my, =i%(p) ® x ~i%(p @ x|m)- La représentation 7 est donc réductible
si et seulement m, l'est, et la conclusion sur p se déduit de celle sur p @ x|as-

Nous supposons d’abord que que M # M’. Posons r(n) = {TS(?T)}, ou  décrit les sous-
groupes paraboliques standards propres de G. D’apres la proposition [VI.5.3] les seules contribu-
tions proviennent des sous-groupes paraboliques P et P’, plus précisément

G GG G G

rp(m) =rgip(p) =p, rp(m) = TP/iG( '

p)=1p"

Le théoréme [VI.5.4] affirme que 7 est de longueur au plus 2, donc exactement 2, puisque 7 est
supposée réductible. Posons (7', V') = i, (p’, W'). Une analyse similaire s’applique & n’. Par
adjonction on a

(VIL.1.3.1) Homg (7, 7') = Homy (r$i%(p), p') = Homp (0, 0),

et la dimension de cet espace est 1 car p’ est irréductible. De méme Homg (7', 7) est de dimension
1. On a vu que I(7m) = 2, donc il existe des représentations irréductibles 7, et mo de G et une
suite exacte

(VIL.1.3.2) 0—=m =7 —m—0.

Les facteurs de composition de 7’ et de 7 sont les mémes (théoréme [VI.5.4]), mais Homg (7', 7)
étant de dimension 1, 7 et 7’ ne sont pas complétement réductibles.

Le foncteur Tg étant exact, on obtient une suite exacte
0 — r8(m) = rS(m) = p = r8(m) — 0.

Comme p est irréductible, soit 78(m) = p et r§(ma) = 0, soit c’est le contraire. Mais comme
Homg(m,m) # 0, on a par adjonction

Homg (r§my, p) # 0
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et donc r8(m) # 0, d’ott 78 (m1) = p et r$(m) = 0.

Le méme argument avec le foncteur r$, montre que soit 75, (71) = p’ et 78, (m2) = 0, soit
c’est le contraire. Le foncteur R du lemme étant fidele, on voit que l'on ne peut avoir
simultanément 7% (m1) = 74, (1) = 0 et idem avec ma. Done, 78 (1) = p, r&(m2) = 0, rG, (m1) = 0
et 18 (m2) = p'.

Comme M est maximal, Ap;/A¢g est de dimension 1. La restriction & Ay du caractére central
x de p vérifie donc I'une de ces trois possibilités, mutuellement exclusives :

e |x(a)] =1 pour tout a € Ay,
e |x(a)| > 1 pour tout a € A};",
e |x(a)| < 1 pour tout a € A};".

Dans le premier cas, le caractére central de p est unitaire, et comme p est supercuspidale, p
est alors unitaire. Dans ce cas, m = ig(p) est encore unitaire, donc completement réductible, ce

qui est exclu.

Dans le second cas, on remplace p par sa contragrédiente pour se ramener au troisiéme
cas, traité ci-dessous. La conclusion du théoréme pour p entraine le résultat pour p de maniere
évidente.

Dans le troisieme cas, le critere de Casselman s’applique a la représentation i, puisque
7’87T1 = ( pour tout sous-groupe parabolique standard @ # P, et que rgm = p et que plus, nous
avons pris garde de supposer que le caractere central de m, donc celui de 71, est unitaire. La
représentation m; est de carré intégrable modulo le centre, donc en particulier unitaire. Si ’on
note par 7 la représentation conjuguée de 71, on a alors m; = 71, d’ou, en utilisant :

On a vu ci-dessus que rg,m =0. Or rg s’obtient de rg, par composition avec w. On en déduit
que rgm = 0, et donc que p = 0, ce qui est absurde.

Nous sommes parvenu a montrer que ’hypothése M # M’ aboutit toujours a une contra-

diction. On a donc M = M’, et dans ce cas, P = P, w- P = P, et r§i%p a pour facteurs de

composition p et p’ (c’est toujours la proposition [VI.5.3]). On suppose p # p’, sans quoi la conclu-
sion du théoréme est évidente. Comme p et p’ sont supercuspidales, d’apres le lemme [VI.3.6] on
a méme

r3iGp=pa/p,
et donc
Homg (m,7") = Homar (rgi¢(p), p') = Homar (p @ o', o),
qui est de dimension 1. On reprend les raisonnements précédents. Les représentations w et 7’

sont de longueur 2 et I'on écrit la suite exacte comme en (VII.1.3.2). L’exactitude du foncteur
de Jacquet nous donne comme précédemment r&my = p, r&my = p/.

Comme ci-dessus, on se ramene au cas ou par le critéere de Casselman, on montre que 7 est

de carré intégrable modulo le centre. On a donc w{’ = 71, Ou encore ] = my.

Comme w - P = P,

Y(rg(m)) = rg(m) = p,
et I’on obtient, en utilisant (VI1.9.6.2) :

pl=p"=r1p
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De la méme fagon que dans la démonstration du théoréme on peut écrire p sous la forme
p = ¥pg ou py est supercuspidale unitaire, et ¥ est un caractére de M a valeurs réelles. On a
donc

p' = p" = (po)" =¥ po,

d’ou p/ =¥ ~2p. O

Corollaire. Soit P = MN, avec M sous-groupe de Levi mazimal de G. Posons W(M,*) =
{1, w} et soit D une classe d’inertie de représentations supercuspidales de M telle que w-D # D

(c’est le cas par exemple si w- M # M). Soit Q la composante connexe de Q(G) associée a
(M, D). Alors

(i) i% envoie les représentations de D (c’est-a-dire les représentations irréductibles de M(M)p)
dans les représentations irréductibles de M(G)q.

(#3) Soit rp la composition du foncteur rg et de la projection sur M(M)p. Alors rp est un
foncteur fidéle de M(G)q vers M(M)p.

(iii) Pour toute représentation (m,V) dans M(G)q, le morphisme naturel = — iSrp(w) est
un isomorphisme. Le foncteur

rp: M(G)Q — M(M)D

est une équivalence de catégories dont l'inverse est iIGD,

Démonstration. Le premier point découle immédiatement du théoréme. Posons w - M = M’,
w- D = D" et soit P’ le sous-groupe parabolique standard de facteur de Levi M’. On a dans ces
conditions w - P = P'.

Montrons que la restriction & M(G)q du foncteur rp est fidele. D’apres le lemme [A.VIIL.1
il suffit de montrer que si 7 € M(G)q, alors rp(mw) # 0. On peut supposer 7 irréductible grace
A Iexactitude de 7p. Alors d’aprés (i),  s’écrit ™ = i%(p) avec p € D, ou bien 7 = i%,(p’) avec
p' € D’'. Dans les deux cas, la proposition [VI.5.3| donne 7p(7) non nul.

Le foncteur i§ : M(M)p — M(G)q est I'adjoint & droite de rp : M(G)q — M(M)p. Le
morphisme d’adjonction (voir

ar: m— iGrp(m)

est injectif d’apres le lemme [VI.7.2] (iii). D’autre part, le lemme géométrique [VI.5.3| montre que
le morphisme d’adjonction
Br: rDiIGgT - T,

T € M(M)p, est un isomorphisme. En appliquant le foncteur exact rp & a,, on obtient une
injection :
rp(ag) : rp(m) — rDiIG;rD(Tr).

En composant ceci avec 3, () on obtient

rp (o)

Bro(r
rp(m) "2 rpiSrp (n) T2

rp()

qui est I'identité de rp () d’apres les propriétés des morphismes d’adjonction (cf. Annexe[A.V)).
Ceci implique que rp (@) est un isomorphisme. On en déduit, rp étant exact et fidéle, que o
est un isomorphisme (naturel). Les morphismes d’adjonctions « et 8 sont donc respectivement
des isomorphismes naturels entre I'identité de M(G)gq et i]GJ orp et entre rp o ig et 'identité de
M(M)p. Ceci montre I’équivalence de catégories. O
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VII.2 Représentations tempérées

Nous développons dans cette section la théorie algébrique des représentations tempérées. Pour
les aspects analytiques (comportement asymptotique du caractére et des coefficients matriciels),
nous renvoyons le lecteur a [44].

VII.2.1 Définition par les exposants normalisés

Définition. Une représentation (m, V) de M(G) est dite tempérée si elle est admissible, et si
pour tout sous-groupe parabolique P = M N, tout exposant normalisé x de 7 relativement a P

vérifie R(x) € T[a},]p-

Remarques. 1. Si (7, V) est tempérée tout exposant normalisé y de 7 relativement & G est
unitaire (ie. R(x) = 0). En particulier, si (7, V) est tempérée et admet un caractére central, il
est unitaire.

— 2. Si (m, V) est irréductible et de carré intégrable modulo le centre, alors d’aprés le critére
de Casselman 7 est tempérée.

— 3. Comme tout sous-groupe parabolique de G est conjugué a un sous-groupe parabolique
standard, pour que (7, V) soit tempérée, il suffit que la condition R(x) € *[a},], soit vérifiée
pour tout exposant normalisé x de 7 relativement & tout sous-groupe parabolique standard P
de G.

Notre but immédiat est de voir comment les représentations tempérées se comportent par

rapport aux foncteurs d’induction i et de restriction r%.

VII.2.2 Représentations tempérées et induction
Les foncteurs d’induction parabolique préservent les représentations tempérées :

Lemme. Soient P = M N un sous-groupe parabolique de G et (o, E) une représentation tempérée
de M. Alors i%(o, E) est tempérée.

Démonstration. Il suffit de le vérifier pour les sous-groupes paraboliques P standards. Soit
@ = LU un sous-groupe parabolique standard de G. Soit y un exposant normalisé¢ de i(o, F)

relativement & (). On veut montrer que R(x) € +[ol*L]Q.

D’apres le lemme géométrique [VL.5.1 (rgig(a, E)), admet une filtration dont le gradué
associé admet pour composantes les représentations

L M
(1L rw-1.p oW O rw-QﬂM(av E))y,
oll w décrit ensemble WM défini en (V.4.6.1). Comme o est tempérée, tout exposant normalisé
1 relativement a w - Q N M vérifie

- M
R(yp) € +[aq*u-LﬁM]w-QﬂM’
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c’est-a-dire que 'on peut écrire

R(¢) = >

a€AM (w-QNM)

ou les ¢, sont > 0.
On a
5 = . zns © (0 20

et les a € AM(w-QN M) sont des éléments de a¥ ;- ,, que I'on peut donc voir comme éléments
de aj. Un tel a € AM(w - QN M) peut alors s’écrire

a=8+pu

ol B € Aé‘/[ \ A%"LﬂM et u € (az;)“'L”M)*.

Ceci permet d’écrire $(1)) sous la forme

T SR
aeAéﬂ\AEwLﬁIw
avec pi € (ag LnM)*,
Alors
Rw™t-y) = Z caw ta+wtop
a€AM\AMOw L
avec w ! p € (aéﬂw_l'M)*. Comme

(aéﬁw’l~M)* Lﬂw’l-M)*

aa = azﬂw*LM & = Clz ©® (a%ﬂwfl-M)* ® (a(Z)

)

ona (w '), =0.

Le choix du systéme de représentants WM est maintenant crucial, car par (V.4.6.1), si
acAM alorsw™!-ac Ear. Ceci montre que

Rw ™) —w - pe +@ch®.

D’apres le lemme [VILI.] tout caractére x; de Ay, tel que
(ifmw*I-P cwo qul\J/I-QmMU)Xl #0

est la restriction & Ay d’un caractere v, de Apn,,-1.27 tel que

(wory gnuo)u; # 0.

Un tel caractére 1 est de la forme w=! - ¢ avec 1) comme ci-dessus. Ceci montre que (1)) est

la restriction & ay d’un élément de +[a6]P@. Un tel élément est dans *[a7] . O
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VII.2.3 Représentations tempérées et restriction

Passons maintenant a 1’étude du comportement des représentations tempérées sous ’action

du foncteur T‘g.

Lemme. Soit (7,V) une représentation tempérée de G. Soient P = MN un sous-groupe pa-
rabolique standard de G. Décomposons le module de Jacquet rgV en une somme directe de
représentations de M,

rgV = (rgv)’ @ (rgV)*

(rgV)° = D (rEV)xs

XEExp(An,rEV)|R(x)=0

G G
(rgV)*t = @ (rBV)x
XEExp(An,rEV)|R(x)#0
La représentation (’/‘gﬂ')o est alors une représentation temperée de M.

Démonstration. Fixons x € Exp(A,r, rgV) tel que R(x) = 0. Un sous-groupe parabolique stan-
dard de M est 'intersection avec M d’un sous-groupe parabolique standard de G, disons @ = LU,
contenu dans P. La transitivité des foncteurs de restriction (voir nous montre que tout
exposant normalisé x¢ relativement & M N Q de (r§7), est un exposant normalisé de 7 relati-
vement & (). Comme 7 est tempérée, on a,

(VIL2.3.1) R(xo) € latlo-

Rappelons la décomposition [V.3.13] :
a;, = ajy @ (a)*

D’apres le lemme [VII.1.1f (4¢), la restriction de xq & Aar est égale & x. La projection de R(xq)
dans a3, est donc égale a R(x) = 0. On en déduit que R(xg) € (a¥)*, d’ou

* 3¢ M
R(xq) € (az))* N +[aL]Q - +[aL]Qr‘1M'

VII.2.4 Réciprocité de Frobenius pour les représentations tempérées

Nous obtenons la version suivante de la réciprocité de Frobenius pour les représentations
tempérées :

Proposition. Soient P = MN un sous-groupe parabolique de G. Pour toute représentation
(0, E) tempérée de M et pour toute représentation tempérée (mw,V') de G, on a un isomorphisme
naturel

Homg(V,iGE) ~ Hom (r&(V)°, E)

Démonstration. Ce résultat est la conjonction de la réciprocité de Frobenius [VI.1.1]et du lemme
U1 1,10 O
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Lemme. Soit (7,V) une représentation admissible tempérée de G admettant un caractére cen-
tral. Alors w est de carré intégrable modulo le centre si et seulement si pour tout sous-groupe
parabolique standard propre P = M N, (r&m)° = {0}.

Démonstration. Ceci découle des définitions, du fait que le caractére central est unitaire (remarque
1,|VIL.2.1)) et du critére de Casselman. O

VII.2.5 Lemme géométrique pour les représentations tempérées

Nous allons maintenant établir une version du lemme géométrique pour les représentations
tempérées.

Proposition. Soient P = MN et Q = LU deux sous-groupes paraboliques de G et (p, W) une
représentation tempérée de M. Alors rg(ig(m W))° admet une filtration dont les composantes
du gradué associé sont les

L M 0
lLw-1.p WO (Tw-QmMW) )

ou w décrit ensemble W2T défini en paramétrant les orbites de QQ sur X = P\G.

Démonstration. Le seul changement par rapport au théoréme [VL.5.I] est que 'on prend la partie
tempérée (Tf\f,QnMW)O de rgf,QmMW dans la formule. On peut supposer P et ) standard, et

dans ce cas W@ est ’ensemble noté WM en 11 est clair que si w € WEM et si
x € Exp(Ar, i%mwfl-P cwo (TSJ/I-QHMW)O)

alors x est unitaire (Remarque [VIL.2.1]), puisque la représentation ipn,-1.p 0 w o (r%QnMW)O
est tempérée, donc R(x) = 0. Réciproquement, montrons que si w € WM et si
X € Exp(AL,ifny-1.powo (T%QmMW)JF)a

on a R(x) # 0. Fixons de tels w, x. Comme dans la démonstration du lemme [VIL.2.2] il existe

X' € Exp(Aw.Lons, Ty grarW) avee R(x') # 0 tel que R(x) soit la restriction de R(w™" - x’) &
ar. On écrit, comme dans la démonstration du lemme

RO = D cao

aeAéﬂ\Aau-LﬁAI

avec p € (af”tM)* Comme R(x') # 0, I'un des ¢, est > 0.

On a alors
R )= Y cw e tut g
aeAé\/[\A%u«LﬁM
avec wl -y € (aém’_l'M)* et donc (w™" - p1)}q, = 0.

1l s’agit donc de montrer que si o € Aé” \ Aa“‘L”M, alors (w™'-a)|q, # 0. Or, par définition,
il existe un sous-espace non nul g, de l'algebre de Lie de w - U N M dans lequel Ay agit par la
racine a. Alors Ay agit dans w™! - g,, un sous-espace de l'algébre de Lie de U Nw~! - M, par
w™! - a. Comme 0 n’est pas valeur propre de I'action de Ay dans I’algébre de Lie de U , on a
bien (w™! - a)jq, # 0. O
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VII.2.6 Représentations tempérées irréductibles

Le résultat suivant nous dit que les représentations tempérées sont obtenues comme sous-
représentations d’induites de séries discretes.

Théoréme. Soit (7,V) une représentation lisse irréductible de G. Alors (w, V') est tempérée si
et seulement s’il existe un sous-groupe parabolique standard P = M N de G et une représentation
irréductible de carré intégrable modulo le centre (0,FE) de M tels que (w,V) est une sous-
représentation de i (o, E).

Si (P = M1 Ny, (01, F1)) et (Py = MaNsy, (02, E2)) sont deuz couples vérifiant cette propriété,
alors il existe g € G tel que gM1g~ = My et of ~ 0.

Démonstration. La remarque 2, afﬁrme que (o, F) est une représentation tempérée de M,
et nous avons vu que l'induction normalisée préserve les représentations tempérées. Ceci montre
que la condition est suffisante. Pour montrer qu’elle est nécessaire, choisissons un sous-groupe
parabolique standard P = M N de G, minimal pour la propriété que (rgV)o # 0. Comme cette
propriété est vérifiée pour P = G, 'existence d’un tel sous-groupe parabolique est assuré. Comme

7 est irréductible, ’I“g(ﬂ', V)9 est de type fini (VI.1.3) et donc admet un quotient irréductible
(0, FE), grace a[A.V1.3| D’apres le lemme [VIL.2.4] et la minimalité de P, on voit que (o, F) est de

carré intégrable modulo le centre. Par réciprocité de Frobenius, Homg(V,iGE) # {0}. Comme
(m,V) est irréductible, elle apparait comme sous-représentation de i% (o, E). Ceci termine la
démonstration du premier point.

Pour le deuxieme point, on remarque tout d’abord qu’une représentation de carré intégrable
modulo le centre (o, E) est unitaire, et donc que son induite normalisée i% (o, E) I'est aussi.
Si de plus (o, FE) est irréductible, ig(a, E) est de longueur finie, donc est semi-simple, et tout
sous-quotient est aussi une sous-représentation et un quotient.

On a Homg(V, i%Eg) # 0 et donc par réciprocité de Frobenius pour les représentations
tempérées,
HomM((rng)o, E;) #£0.

Comme V est quotient de igl FE1, par exactitude du foncteur r%, (7‘165; V) est quotient de
G ;G 0
(TPJP1 Ey)
donc HomM2((7°g2if€:1 E1)°, Ey) # 0. D’apres la proposition [VI1.2.5] il existe w € WM2:M1 tel que
M. M 0
Homag, (i) -1 p, © W O (T . p, B1)5 E2) # 0.

Fixons un tel w. En particulier (r}'~,.p, £1)° # 0 et donc d’apres le lemme [VIL2.4{ M1 Nw- P, =
My, c’est-a-dire M7 C w - P,. On a alors

Hom y, ( owo Ey, Es) #0,

i
Monw—1P;
ce qui donne, puisque les représentations apparaissant sont semi-simples

HornMQ(Eg,i%gmw,lp1 owo Ey) #0.

Par réciprocité de Frobenius, on obtient

Homg((rj\z‘gzm),l_P1 02)%, o) # 0.
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En particulier (rﬁzmwﬂ-ﬂ E2)0 £ 0, ce qui montre que My Nw™' - Py = M, c’est-a-dire My C
w1 P;. On en déduit My = w1 - M et

HomMz (027 Oﬂiu) 7é 0,

d’ou 0y ~ of’. O

Corollaire. Une représentation irréductible tempérée est unitaire.

Démonstration. Ceci découle du théoréme car une représentation irréductible de carré intégrable
est unitaire (IV.3.2)) et I'induction parabolique préserve l'unitarité. O

Remarque. Sans I’hypothese d’irréductibilité dans le corollaire précédent, la conclusion de celui-
ci peut étre fausse.

VII.3 Opérateurs d’entrelacement de représentations in-
duites

VII.3.1 Ordre de Bruhat

Soient P et ) deux sous-groupes paraboliques de G de méme facteur de Levi M. Soit (p, W)
une représentation lisse de M. Le but de cette section est de construire un opérateur d’entre-
lacement canonique entre i%p et igp, c’est-a-dire un élément de Homg(iGp, zgp) Comme par
réciprocité de Frobenius

Homg (i%p, zgp) ~ Hom s (rgiIGpp, ),
cherchons & exhiber un élément de Hom M(rgig Py P)-

On suppose que le facteur de Levi M est standard, et donc que les sous-groupes paraboliques P
et Q sont semi-standards. Cette restriction n’est aucunement essentielle, mais de pure commodité,
nous permettant d’utiliser des notations déja introduites. Le lecteur n’aura aucun mal & adapter
les démonstrations au cas général, ou a déduire les résultats du cas particulier, par conjugaison.

Rappelons que le lemme géométrique [VI.5.1 donne une filtration du foncteur 7“8 o ig :
0=Fy CF...C Fr=r80if: M(M)— M(M)

telle que :
M M
E/Fi,1 ~ ZmeflvP ow; o Tmei_Q,

ot les w; sont des représentants des doubles classes w; € P\G/Q, numérotés selon un ordre total
spécifié en Il est commode dans ce contexte de paramétrer P\G/@Q non par le systéme
de représentants WP de qui dépend de P et ), mais simplement par 1’ensemble des
doubles classes Wy \Weg /Wi (voir qui n’en dépend pas. En revanche, nous munissons
cet ensemble d’un ordre qui dépend de P et @ :

Définition. (Ordre de Bruhat) On munit W \Weg /Wi de Vordre partiel
w <pg w' si Pw@ C Puw'Q.

Lorsque P et () sont clairement indiqués par le contexte, on écrit < au lieu de <pg.
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On note 1 € Wiar\We /Wy la double classe de I’élément neutre de Wg. On choisit alors un
ordre total < sur Wi \Wg /Wy qui raffine 'ordre de Bruhat défini ci-dessus. Ainsi, si P = @, 1
est le plus petit élément pour I'ordre <. Au contraire, si Q = P, c’est le plus grand. Rappelons
qu’en nous avions muni l’ensemble des orbites de @ dans P\G d’un ordre total

W< Ly < L,

de telle sorte que pour tout i = 1,...,m, Uj<i Z; soit ouvert dans P\G. Cet ordre peut étre
choisi de telle sorte qu’il soit inverse de Pordre < sur Wy \Wg /Wi ~ P\G/Q.

VII1.3.2 Filtrations

Posons, pour toute représentation lisse (p, W) de M, et tout élément w € W \Weg /W,

Fry(W) = {f €iGW), Supp(f)n | |J Pw'Q | =0}

@' <®

et de méme définissons F ;g (W) avec < a la place de <. Posons aussi

F55(W) = {f €iB(W), Supp(f) N PaQ C PuQ}.

et
FEa(W) = {f € iG(W), Supp(f) 0 PaQ = 0}.

Remarquons que 'on a alors toujours :
FR (W) CEG5(W),  Fa(W) C Es5(W), Fi5 (W) C Es5(W).
Tous les sous-espaces de i% (W) définis ci-dessus sont stables sous 'action de Q. Notons
Fpg (W), Fpg (W), Fog (W), Fg (W),

les images respectives de

dans r§if(W).
Les foncteurs F;g , Fﬁg , Fgg ,F Sg sont des sous-foncteurs de 7"8 Oig, il est clair que F' ;g /F sg o~

<w

F5o/F Fg,g’ et lemme géométrique se reformule en

D30 M M
Fpg /Fpg = intrw-1.p © W O Tugrn-
Pour 1’élément 1, ceci donne
1 <1 1 <1
F;Q/Fﬁcg = ;Q/FISQ =~ Idpm(wmry,s
le membre de droite étant le foncteur identité de la catégorie M(M).

Autrement dit, si (p, W) est une représentation lisse de M, p apparait comme sous-quotient

dans rg o ig(p). Nous allons montrer que sous certaines conditions, ce sous-quotient apparait

comme quotient de 7”8 0i%(p), fournissant ainsi un élément non nul de

HomM(rg 0i%(p),p).
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VIIL.3.3 PQ-régularité

Soit (o, E) une représentation lisse de M. Restreignons cette représentation a la composante
déployée Ay de M, et étendons-la ensuite & 'algebre du groupe C[A,/]. Ceci nous donne un
morphisme d’algebres

U\C[AM] : (C[AM] — EndC(E)

Définissons alors les idéaux suivants de C[A ] :

I[, :kero‘C[AM]
TP — ker [rGoz'G Fsl E}
o 0 o1B/Fpgl )|<C[AM]
Izg’w = ker [w o TJAV/[[ﬂw-Q(E)} |C[ANM] w e WM\WG/WM

De méme, lorsque x est un caractére de Ajps, on note encore x son prolongement en un
morphisme d’algebres de C[Aj,] dans C.

Lemme. Les proprié¢tés suivantes sont équivalentes :

(i) I, + IPQ = C[An]

(i1) Iy + ﬂﬂ;<i IS’IE = C[Aum]

De plus, (i) ou (i1) impliquent :

(i1i) Vo < 1,  Exp(Aar, 0) NExp(Aar, w o rifn,.o(0)) = 0. Réciproquement, (iii) implique
(i) et (i1) si (0, F) est de longueur finie.

Lorsque l'une des deuzx premiéres conditions est réalisée, on dit que o est PQ-réguliére.

Démonstration. On choisit 'ordre total < sur Wy \We /Wi plus fin que I'ordre de Bruhat <pq
de sorte que {w < 1} = {w < 1}. La représentation (7“8 o zg/Fﬁé)(E) admet une filtration dont
les sous-quotients sont isomorphes aux

7:%ﬁwfl-P owo’,‘]]\éﬂw~Q(U)7 (’lI) < i)

Comme les foncteurs d’induction paraboliques sont fideles, on a
M M _ M
ker [i)7ny-1.p © WO T3rnu.0(0)] ClAM] = ker [w © r37n,.0(0)] (ClAn] "

Comme le nombre des w < 1 est majoré par |Wg|, on a

Wel
M 1¢” cIf?c (12"

w<1 w<1

La seconde inclusion montre que (i) implique (i7). Pour la réciproque, il suffit de voir que si I et
J sont deux idéaux d’un anneau commutatif unitaire A tels que I + J = A, alors I™ + J™ = A,
pour tous les entiers n et m strictement positifs. On peut écrire 14 =i+ j,avect € I et 7 € J,
et donc 14 = (14)"™™ = (i + 7)"™™ qui est dans I"™ + J™ par la formule du binéme, ce qui
montre ’assertion.
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Supposons maintenant que (o, F) soit de longueur finie. D’aprés la définition des exposants
normalisés, et le fait qu’ils apparaissent en nombre fini, il existe un entier d tel que :

d
ﬂ kerx| CI,C ﬂ ker x
XE€Exp(Am,E) XE€Exp(An,E)
et
d
ﬂ kerx | C IfQ - ﬂ ker x
XEUg<1Exp(An,wordf o (E)) X€EUg<1Exp(An,worif o (E))

Remarquons que les deux inclusions de droite ne supposent pas que (o, F) soit de longueur finie.
Si (479) n’est pas vérifié & cause d’un g, alors
I, C ﬂ ker x C ker xo,
XE€Exp(An,E)
1P ¢ ﬂ ker x C ker xo
XEUg<1Exp(Anr,woryf, o(E))

et donc
Iy + 1,9 C ker xo # C[Aw],

ce qui montre que (i) n’est pas vérifié.

Réciproquement, supposons (i), et supposons que

m kerx | + ﬂ ker x | # ClAm].

X€Exp(An,E) X€Ug<1Exp(Anr,wor)f o (E))

Alors il existe un idéal maximal 9t (propre) de C[A /] contenant le membre de gauche, c’est-a-
dire que

ﬂ kerx | C M, ﬂ kerx | C M.

xE€Exp(An,E) XEU,LD<TEXP(AM{wOT%rwle(E))

Comme les ensembles d’exposants sont finis, et que chaque kery est un idéal maximal de
C[As], on voit que M est égal & ker xg pour un certain o a la fois dans Exp(Aps, E) et dans
Up<1ExXp(Anr, w o 7310, (E)), ce qui est impossible d’apres (47i). On a donc

ﬂ kery | + ﬂ kerx | = C[Anm],

XEExp(Aa,E) XE€Ug<1Exp(An,wor)f o (E))

d’out d’aprés un argument donné ci-dessus,
d d
ﬂ kerx | + n kerx | = C[Ap]

XE€Exp(Am,E) XEUw<iExP(AM’worﬁmu.Q(E))

et donc I, + IF9 = C[Ay]. O
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VII.3.4 Opérateurs d’entrelacement

Considérons l'inclusion

E ~ F/F55(E) &% (1§ 0 i/ F5b)(B).

Si la représentation (o, F) est P@-réguliére, comme tous les autres sous-quotients (autres que
o) du membre de droite ont par hypothése des exposants qui ne sont pas ceux de o, la théorie
des représentations du groupe Ajp; montre que cette inclusion i, admet une rétraction r,. Plus
explicitement, cette rétraction est donnée par I’action d’un élément e, € IF? tel que Iciay €
€s + I,. En particulier, elle commute avec ’action de M. La composition

. . <1 To
Kqp(o) : rg 0iG(E) — (rg o ZJG;/FﬁQ)(E) = E
est un élément non nul dans
Hom (rg 0i%(0),0)

qui par réciprocité de Frobenius donne un opérateur d’entrelacement non nul

Joip(0) € Homa (i (0),iS (o).

I1 est utile de donner une forme plus explicite de 'opérateur Kq p. Rappelons que l'isomor-
phisme naturel

Fzgclg/FPQ( )~ E

est obtenu par passage au quotient a partir du morphisme
Fsb—~E

= f dvorwo = [ f)du
UNN\U UnN
Ceci est en effet un cas particulier de la formule (VI.5.1.14), et I’égalité entre les deux intégrales

provient de la décomposition -
U=UnNN)UNN).

On constate directement sur cette formule que ces intégrales sont convergentes, puisque par
définition de Fﬁé, Supp(f) N PQ est compact modulo P, donc Supp(fjy) est compact modulo
PNU=NNU.

Proposition. Soient P = MN et Q = MU deux sous-groupes paraboliques semi-standards
de G et (0, FE) une représentation lisse de M que 'on suppose PQ-régquliére. Alors 'opérateur
d’entrelacement Jo p(0) est l'unique élément de Homg(ig(a),ig(a)) vérifiant

(Vf € FEA(E)),  Jop(@)(f)(1a) = /N Sy du

Démonstration. La remarque précédant la proposition montre que cette intégrale est convergente.
G

La réciprocité de Frobenius associe a tout opérateur J € Homg(i%(0), 28 (o)) 'unique 'opérateur
K e HomM(rg 0i%(0),0)) tel que

(Vf €iB(E), J(f)(1le) = K(f)
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oit f est 'image de f dans rg 0 iG(E) (voir la démonstration du théoréme de réciprocité de
Frobenius en [[I1.2.5)). 11 s’agit donc de montrer que K¢ p(c) est 'unique élément de HomM(rg o
i%(0),0)) tel que
(f € FEY(E)), Kar(@)(D)= [ f(w du,
NnU
mais ceci est effectivement la formule qui donne K¢ p(o).

VIIL.3.5 Propriétés des opérateurs d’entrelacement

Quels que soient les sous-groupes paraboliques semi-standards P et Q de G ayant méme
facteur de Levi M, posons :

d(P,Q) = [E(P) N E(Q)]
I1 est bien connu que d(P, Q) est la longueur de 1'élément w du groupe de Weyl W (Ay,) tel que
w-P=Q.

Proposition. Soit M un sous-groupe de Levi semi-standard de G et soit (o, E) une représentation

lisse de M. Soient Py, Py, P53 trois sous-groupes paraboliques semi-standards de G de facteurs de
Levi M.

(1) Supposons que
d(Py, Py) + d(Ps, P3) = d(Py, Ps), d(P1,Ps)=1.
Si o est Py Ps-réguliére, alors elle est Py P3-réguliére et Py Py-réguliére. De plus
Jpyp,(0) © Ip, P, (0) = Jpy P, (0).

(ii) Si @ = LU est un sous-groupe parabolique semi-standard de G contenant Py et Py, et

st o est P Py-réquliére, alors avec les identifications naturelles et les notations évidentes o est
(Py N L)(PyN L)-réguliére et

nglPl (0) = ig(J(LPgﬁL)KPlﬁL)(U))'

(#3i) Si L est un sous-groupe de Levi standard de G contenant M tel que PLNL = P,N L
et tel que Q1 = PIL = LUy, Q2 = P,L = LUs sont des sous-groupes paraboliques (de radical
unipotent respectivement Uy et Uy) de G et si ip, (o) est (PLL)(PyL)-réguliére, alors o est
Py Py-régulicre et de plus, avec les identifications naturelles et les notations évidentes

I, P, (0) = JQa10, (i, AL (9))-

Démonstration. Commengons par démontrer les assertions concernant la régularité des représentations.
Notre hypothése dans (i) est que

I+ () IP"=ClAu].

w< py P3 1
Nous voulons montrer que

(VIL3.5.1) I+ [\ I =ClAu]et I, + (] IP"=ClAy].

W< py Pyl W<pypyl
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Par définition, w <p,p, 1 implique que: PywP; C P, P3, donc

PiwP; C PLPobwP3; C PPy P3s C PPy, P3; = Py Ps,

la derniére égalité étant conséquence de d(Py, Po) + d(P2, P3) = d(P1, Ps). Ceci montre que
W <p,p, 1 implique @ <p, p, 1, ce qui suffit & montrer la seconde assertion de .

De méme que ci-dessus, on voit que w <p,p, 1 implique @ <p,p, 1. Il reste & comparer
les II5% et les I2% et pour ceci, nous devons comparer les représentations TJ\AZImeg (o) et
r%nw, Py (o) pour un élément w <p,p, 1 de Wy \Wg/W)ys. Comme nous avons supposé que
d(P;,Py) = 1, ©(P;) N %(P,) est un singleton, disons une racine a. Soit N, le sous-groupe
radiciel correspondant, et soit U le sous-groupe unipotent engendré par tous les sous-groupes
radiciels Ug, 8 € E(P1) N X(P,). Soit L le sous-groupe de Levi de G engendré par M, N, et
N_,. On a alors

Ny =UN,, No=UN_.,, LNP,=MN, LNPy=MN_,.

De plus, @ = LU est un sous-groupe parabolique semi-standard de G contenant P; et Ps, et
comme d(Py, Py) +d(Ps, P3) = d(P1, P;),ona PsNL = P,N L. De ceci, on tire facilement queE|:

PP, = MN.N .U = LU = Q.
Il s’ensuit que si @ <p, p, 1 alors
PiwP, C BB = Q = LU,
d’ou
MNowMN_o = (P, 0 Lyw(P N L) C L,

ce qui entraine, d’aprés la décomposition de Bruhat de L, que w € Wy \Wp /Wy, et 'on en
déduit
MnNw-Ps=Mnw-(PsNL)=Mnw-(PLNL)=MnNuw- P,.
Alors IP3% = [P2% " ce qui implique la premiere égalité dans (VIL.3.5.1).
Dans (#i), 'hypothese est que

L+ () 1" =ClAy]

W< py Pyl
et nous voulons montrer que

L+ (] IPM0=ClAy).

W< (pynLy(PynL) L

On considére Wy \Wr, /Wy comme un sous-ensemble de W\ W /Wy Pour tout w € Wy \Wr /Wy,
I’on remarque que
MNw-P=MnNw-(P,NL)

IgPQOL)ﬂIJ

de sorte que I£2% = . D’autre part, si

(PiNL)w(P,NL)C(PANL) (P,NL),

1. Le lecteur prendra garde a ne pas confondre la notation pour ’adhérence et celle pour les paraboliques
opposés. Dans les formules qui suivent, il s’agit de la premiére.

2. Le lecteur prendra garde a ne pas confondre la notation pour I’adhérence et celle pour les paraboliques
opposés. Dans les formules qui suivent, il s’agit de la premiére.
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alors

PiwP, =P (PLNL)w(P,NL)P, C PA(PANL) (PNL)P, C PP,
et donc W <(p,AL)(P,NL) 1 implique que w <p, p, 1. La conclusion voulue découle de ces deux
faits.
Dans (iii), ’hypothése est maintenant que
PyL), @
Ly ot () I =Clad

B it ()
W< (p Ly (P11

et nous voulons montrer que
L+ () I =ClAu]

’LI)<P1P21

Remarquons que si w € Wy \Weg /Wi, avec @ <p, p, 1, alors

Ql’lIJQQ = (PlL)ﬂ](PQL) = LPl’lI)PQL C LP1P2L C (LP1)<LP2) = QIQQ

et donc w <(p,1y(p1) 1.

Nous avons besoin de comparer les I(PZL)i ) et les Ifz’ﬂ’. Fixons un w € Wy \Wa /W, et ap-
PiNL

pliquons le lemme géométrique a la représentation wO(rfnw. (P, L)oz%_,m 1.(0)). Cette représentation
admet une filtration dont les sous-quotients sont de la forme

wo (liggéﬂvpl cvo r%ﬂ(vw)-(PgL) (0—))3

ou v décrit 'ensemble Wi \Wp,/Wrn,-1.1. L’annulateur d’une telle représentation dans C[A ;]
est le méme que celui de la représentation

wouvo (r%ﬂ(vw)'(PzL) (o)) = (vw) o (T%n(uw).(PgL)(U))

car le foncteur d’induction parabolique est fidele. Cet annulateur est contenu dans celui de
(vw) o (7’1\]‘2{0(1}%).132 (o)), égal par définition & IF2"% N C[AL]. Ceci montre que

190« () @2 nClAL)

ZleL(U)
W'

ou les w’ décrivent la fibre au dessus de w de la projection
WM\Wg/WM — WL\Wg/WL.

On en déduit que
I,NC[ALl+ () {P"nClAL)) =C[AL],
W< py Py 1
ce qui implique 1’égalité voulue.

Nous allons maintenant démontrer les égalités entre opérateurs d’entrelacement de la propo-
sition. Reprenons le point (7). L’hypothese que d(Py, Ps) = d(Py, P) + d(Pa, P3) peut se traduire
parE| ~ ~ B

NiN N3 = (N1 n NQ)(NQ n N3)

3. Le lecteur prendra garde a ne pas confondre la notation pour I’adhérence et celle pour les paraboliques
opposés. Dans les formules qui suivent, il s’agit de la seconde.
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D’autre part, on a la caractérisation suivante de F B 1P3 (E) :
F’;llPJ(E) ={fe igl (E)|Suppf N (N1 N N3) est compact },
car ’application naturelle -
(N1 N N3) = PI\P1Ps
est un homéomorphisme. Il s’ensuit que si f € F Ifllps(E), on a

e Pour tout u € Ny N N3, la fonction r(u) - f € i% (E) a un support compact sur Ny N No, et
donc est dans F1§11Pz (E).

e Pour tout u € N, N N3, on a

Ipy|p (0) () () = Ty p, (0)(r(u) - f)(1a) = / f(vu) do.

N1NNo

Ceci montre que la fonction Jp, p, (0)(f) € i (E) est a support compact sur Ny N N3, et donc
Pl
est dans Fg'p (E).
Il découle de ces deux points que

Tpyipa(0) © Ty py (0)(F) (L) = /N N /N (e dva
= / ) du = Jpyp, (@) () (1)
N1NN3

D’apres la proposition [VII.3.4} cette égalité est en fait valide pour toute f € igl (E), et ceci
démontre donc que

Jpy p,(0) 0 Ip, P, (0) = Jpy P, (0).
Passons maintenant au point (i4). Fixons d’abord, pour ¢ = 1,2, un isomorphisme naturel
entre igi (E) et zg oipnp(E) :
fe f

ol

flg)=fy : 1€ L su()?f(lg).
On vérifie facilement que pour tout g € G, f, € iILDmL(E) (noter que U C N;), que fe zg )
if;m .(E) et que lisomorphisme inverse est donné par

Frrlgrm flow)].

Sife igl (E), on a pour tout g € G, par définition de 'opérateur induit ig(Jpzﬂume(a)),

ig(JPQmquL(U))(JF) = Jpnripnz(o) o f.
D’ou
(VIL.3.5.2) ((ig(JPzﬂL\PmL(U))(f)) (9)) (1) = (JszL|P1mL(U)(f(9))) (1)

Soit f € ﬁlfll&(E). Comme Supp(f)N (N1 NNy) est compact, il en est de méme de Supp(f(1g)N
((NyNL)N(NaNL)) puisque ((NyNL)N(NaNL)) = Ny N N,. La caractérisation des espaces F'<!



258 CHAPITRE VII. CLASSIFICATION DE LANGLANDS

utilisée ci-dessus montre qu’alors f (1g) € F (ﬁﬂ L)(PanL) (E) et 'on peut alors évaluer 'expression

(VIE353) en g = 1.
f(u) du = JP2|P1 (U)(f)(lG)

NiNN2

(Tesneipen(0)(F(1a))) (1r) = /

Ceci suffit & montrer que ig(meume(o)) = Jp,p, (0), d’apres la proposition

Enfin, terminons de démontrer (ii7). On a N; = (N; N L)(N; N U;), i = 1,2, ce qui entraine
que linclusion naturelle U; N Uy dans Ny N Ny est un homéomorphisme. De plus, on voit que
Uy = Us. Identifions i% (E) et i% , oi% ~, (F) comme dans la démonstration de (ii).

Si f €, oik . (E), lafonction f € i§ (E) qui lui correspond vérifie

S0 fg) = Fl9)W), (el) (geq).

En particulier, pour tout [ € L, Supp(r(l) - f) C Supp(f) et donc pour tout I € L, r(I) -
fe FI§11P2 (E) dés que f € F(?—%L)(PZL) (ip,~r(E)). On peut alors calculer, en remarquant que
du, = 0g, = 55117

e @A) = 3521 Iy, () (F)(0)
=W @) N =80 [ f(uddu

N1NNs

— 3Y20) /U  fuydu =065 () / Flu)(1) du

= Jp,p (i (0)) () (16) (1),

UiNU;
Encore une fois, la conclusion découle de la proposition [VII.3.4]

VII.4 Classification de Langlands

VII.4.1 Triplets de Langlands

Les triplets de Langlands donnent une paramétrisation de Irr(G).

Définition. On appelle triplet de Langlands la donnée :
- d’un sous-groupe parabolique standard P = M N,
- d’une représentation tempérée irréductible (o, E) de M,
- d'un caractére non ramifié 1 € X (M) tel que R(v) € Glas,]T
Lemme. Si (P = MN, (0, E),¢) est un triplet de Langlands, alors la représentation o ® 1 est

PP-réguliere. En particulier, il existe un opérateur d’entrelacement non nul, unique a un facteur
scalaire prés :

Jpip(ow) : i3 (0 @) = iG(o @ V).

Démonstration. D’apreés le lemme [VIL.3.1} il s’agit de voir que si w <pp 1, w € Wi \Wa /Wy,
alors
EXp(AM7 o ’(/}) N EXp(AMa w o r%nw.ﬁ<a & 1/})) = Q)
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Or, les éléments de Exp(Ap, w o r%ﬁw'ﬁ(o ® 1)) sont de la forme

XAy (W) 4y, -

(w
Regardons de plus pres ces deux termes. D’une part

X € Exp(Avaw M, T%nw.p(a))-

Comme o est tempérée, on a

—_—M
R(x) € +[a*Mﬂw~M]Mﬂw~15'
La démonstration du lemme montre alors que que
_ G 0
(VIL4.1.1) R(w™" - X|a,) € Tlay s = [ay,]p

D’autre part, ¢ € X (M), donc w=t -4 € X(w=! - M). Comme

Ay C Aypw-1my CApC MNw™-Mcw™t M,

259

(w™' - Y)ja,, € X(Am), et R((w™" - ¥)ja,,) est obtenu de la maniere suivante & partir de
p = R() € a%, : on considere p comme un élément de %, 1y = @i, @ (a3l 10)7 et donc

wil TH= §R(w71 ' 77&) € a}(\/[ﬁw*LM = a*M S5 (a%ﬁw*LM)*'

On projette alors w™! - u sur a3, c’est-a-dire que

§R((w_l .,l/})|AIVI) = (w_l -/‘L)|ClM'

Si w # 1, montrons que l'on a

_ _—G
(VIL4.1.2) R(w™ - ya,,) € R(W) + (Tlag ]\ {0}).
Pour cela, montrons tout d’abord que

3t _ —G
(VIL4.1.3) (VpeGlag] ), VweWs), p—w'-pe laglp,-

On raisonne par récurrence sur la longueur de w. Notons aq, . .. oy les éléments de Ay, et 1, . ..

la base duale. On veut établir que pour tout i =1,...,1,

(p—w="p, Bs) > 0.
Or,
</J’ - w_l : /J’aﬁl> = <M56i —w- /61>
Si l(w) = 1, w = s,, pour une certaine racine a; € Ay et dans ce cas,

2w, Biysii=j

(1, Bi —w - Bi) = (1, Bi — 8a, - Bi) = {Osii;éj

Cette quantité est donc positive ou nulle.

76[
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Si l(w) > 1, on écrit w = w's,, avec I[(w') = I(w) — 1, et on a alors
<Ma 57. —w- Bl> = <M7ﬂ1 - wlsocj N 61>
=(u, Bi —w'" - Bi) + (p, 0" - Bi — w's; - Bi)
= </’l/7/8i - wl . ﬁl> + <w/_1 : /Jﬂﬁi - Saj . 61)
(=" i) A (W i = sa, - i)

Par hypothese de récurrence, le premier terme est > 0. Pour le second, si i # j, on obtient 0, et
si ¢ = j, on obtient

~1
<wl /vaﬂz> = <p,, w' ﬂz>
Mais ceci est > 0 car l(w') = I(w'sq;) — 1 équivaut a

w' - € +[a6]Pm.

Ceci finit de démontrer (VIL.4.1.3)). Déduisons-en (VII.4.1.2)), en posant R(¢)) = p. Par hypothese,

+ | PR
pw=R) € Glay,]T, et donc p € g@ [aj] , et d’apres ce qui précede

o +[a6]P@'

p—w - p €

On en déduit que

1 T
p—(w 'M)Iaj‘w €+[a7\/[]P.
— —a
car la projection de aj sur a}, envoie +[aa]Pw sur *[a},] . Il reste & montrer que p—w='-p #0

pour w # 1 € Wy \Wg/Ws. Supposons le contraire : w=! - y = p. Choisissons I’ensemble
WMM défini en comme systeme de représentants des doubles classes Wy \W¢a/W)y. Alors

—G
w(M N Py) C Py et done siozeAM(MﬂP@):Aé\/f,onaw-ae+[u6]Pm.Sia€Ag\AM,ona

(wow-a) = (- pa) = (g,a) >0
D’apres le lemme [V.3.17] on obtient alors

w-a € +[a6]P®.

Finalement, nous avons montré que pour tout a € Ag, w- o € +[a7’6]
I(w) = 0. Ceci contredit 'hypotheése w # 1.

Nous pouvons maintenant finir la démonstration du lemme. D’apres (VIL.4.1.1)) et (VII.4.1.2),

Py €@ qui implique que

%(wil . X\AM) + §R(wil : w‘AM) € %(w) + (7mi \ {0})

Or un élément de Exp(Aps, 0 @) s’écrit x1v, avec x1 € Exp(Apr, o). La représentation o étant
tempérée, R(x1) = 0, donc
ROae) = R(¢) € Flaz,])*

Ceci montre que si w # 1,
Exp(An, 0 @ ¢) NExp(Ay,worit. s(oc®)) =0.

Comme 1 est I’élément maximal pour 1'ordre de Bruhat < p, on voit qu’alors, par réciprocité
de Frobenius, Homg (i (0 @ 1), i% (0 ® ¢)) est de dimension 1, engendré par JIpip(ay)). O
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VI1.4.2 Le théoréme de classification
Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme principal de ce chapitre.

Théoréme. (i) Soit (P = MN, (0, E), 1) un triplet de Langlands. Alors la représentation i%(oc®
¥, E) admet un unique quotient irréductible. On le note J(P,0,v).

(i1) Si J(Pr,01,91) = J(P2,09,12), alors My = Mo, R(¢op7 ') = 0 et o11h1 =~ o91s.

(#1) Soit (7,V) € Irx(G). Alors il existe un triplet de Langlands (P = MN, (o, E), ) tel que
(m, V) = J(P,0,).

Démonstration. (i) On a vu que o ® 1) est PP-réguliére et que
Homg (i% (0 ® ¢),i%(0 @ 1))

est de dimension 1, engendré par Jp p(o¢)). Soit (m, V) un quotient de i% (0 ® 1). D’apres le
second théoréme d’adjonction,

Homg(ig(a ® 1), m) ~ Homps (o ® 1, rg(w))
et I’on obtient ainsi un morphisme non nul
ocRY — rg(w)

qui est injectif puisque o ® 9 est irréductible. Comme o ® v est PP-réguliére, ce plongement
admet une rétraction
Toy ’I“g(ﬂ') = oY

et par réciprocité de Frobenius, on obtient un morphisme non nul dans
Homg(m,i%(0 @ 1)).
Si (m, V) est irréductible, ce morphisme est une injection. La composition
iS(c@Y) -7 — ig((f@w)

est un élément non nul de Homg (i (0 @), ig(a ®1)), et est donc égal & Jp|p(0)) & un facteur
scalaire prés. Ceci montre que (7, V) est I'unique quotient irréductible de i% (o ® ).

De plus, on voit d’apres ce qui précéde que (m, V') est caractérisé en tant que sous-quotient
irréductible de i% (o ® ) par la propriété

R(v) € R(Exp(Anr, (7))
Démontrons maintenant (ii). Soit (mw, V) € Irr(G). Considérons I’ensemble

R(Exp(V)) = | R(Exp(Ay, rE (7)),
M

ou M décrit les sous-groupes de Levi standards de G.

Soit u € R(Exp(V)), disons p € R(Exp(Ay, Tg (m))) pour un certain sous-groupe parabolique
standard P = M N de G, et soit

p=pt+p + pg
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le décomposition de p donnée par le lemme combinatoire de Langlands avec ut €
g[(af)*]"’ et u= € ph(Tla3,]8) ot Q = LU est un certain sous-groupe parabolique standard de
G contenant M.

Choisissons u tel que la norme de ™ soit maximale. Comme /,LI_AL est trivial, on a grace au
lemme et & la transitivité des foncteurs de restriction parabolique,

On peut donc trouver un sous-quotient irréductible (p, W) de 7“8 (m,V) dont le caractére central
X, vérifie
R(x,) = nt+ pa

G (V) selon le caractére central, on peut méme supposer que (p, W) est une

Q
sous-représentation de ’I“g(ﬂ', V).

Soit 1 € X (L) tel que R(¢) = ut + pg. Posons alors ¢ = p ® ¢»~L. Montrons que o est
tempérée. Pour cela, considérons un sous-groupe parabolique standard P, = M; N; de G contenu

dans @ et regardons de plus pres les exposants de

En décomposant r

leglmL(J) = T‘}lélmL(p & 1/)71)'

Soit, A la partie réelle d’un tel exposant. On voit que A € (af, )* car en effet R(x,¥ ") = 0 et
donc par le (i) du lemme|VIL1.1, Xjq, = 0. On en déduit que A et x+ sont orthogonaux, et donc

AP+ P = I+ a2 = O+ )P [+ ) 7]

G

Q(ﬂ'), on a

Comme p < r
L on(p) o> ko rG(m) = 1€ (m),
et Pon voit alors que A + R(¢) = A+ put + ug € %(Exp(AMmgl(V))). Le choix de p implique
ue
’ = A+ )
d’on
[A+15)7[ = AL

D’autre part, comme
=t —t
Bolog) € —nt + B lag]

on a
]-‘r

- : T %] . Tt _
v )| = Disth+ 1, G T < Disth, § 7T ) = Al

Finalement, on obtient
A< I I+ uh) 71 < A

douA=X" € *[c%],%‘l = +[a*Ml]g . En changeant Aé en son opposé, pour que les P; N L soient
les sous-groupes paraboliques standards de L, voit que o vérifie les conditions voulues pour étre
tempérée. De plus, R(¢)) = pt + pg € 8[“2]+~

Onadoncp=0cQv¢ < rg(w), d’ott nous obtenons par le second théoréme d’adjonction un

morphisme non nul dans Homg(ig(a ®1)), ), ce qui montre que 7 est un quotient de ig(a ®1).
Ainsi J(Q,0,v) = 7.
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I reste & démontrer (i7), c’est-d-dire l'unicité. Supposons que deux triplets de Langlands
(P, = M;N;, (0;, E;),%;), i = 1,2 donnent le méme quotient de Langlands (, V) :

i (o191) m i% (o191)
(VIL4.2.1) |
i, (o212) ™ i (o21)2).

La fleche verticale étant I'identité de (7, V'). On en déduit un morphisme non nul dans Homg (Z'IGD1 (o191), iIG32 (o22)),

et par réciprocité de Frobenius, morphisme non nul dans Hom, (rlcg'2 0 i (o1¢1), 021)2).

Gréce au lemme géométrique, il existe w € Wiy, \We /Wy, tel que
M. M
HOIHMZ (ZMzﬂwfl-Pl cwo rMiﬁw-IBQ (Ulwl)v U2¢2) 7é {0}7
d’ot, par le second théoreme d’adjonction,
Hom L (Wory b (o1, Ty 5, (0212)) # {0}
MaNw=1-M Minw-P\ TP Dy =1,y \ 272 ’
Posons 11; = R(1p;) € G [a},]7. Ce qui préceéde montre qu'il existe

M
AL E EXP(AmeJ\?Iz ) rMiﬁwJSz (Ul))

Mo

T Mynw—1.5, (01)) tels que

et Ay € EXP(AJVIQwal-Mla
w L (M +p1) =X+ pe

Comme o7 et gy sont tempérées,

PO e +T ¢ _ G
1€ [ameMJerm,pQ - [aMlﬂw~M2]Rl = [ame-Mg]Rl
— M —_—G —_—G
+ + P
)\2 € [a}kWQﬂw_l-Ml]MQwal.Pl - [a;(wzﬂw_l'Ml}RQ - [a7\42ﬁw_1~M1]R2’

ol Ry (resp. Rg) est le sous-groupe parabolique standard de G de facteur de Levi M7 Nw - My
(resp. My Nw~' - Mj). Rappelons (Lemme que My Nw - Py (resp. Mo Nw™! - Pp) est le
sous-groupe parabolique standard dans M; (resp. de M) de facteur de Levi My Nw - My (resp.
My nw=t. M), de sorte que

MiNw-P,C Ry, Mynw ™' P, CR,.

On a aussi

Q

G

w—lle
w=1- MNP,

+ -
[ajw2011)71'M1]R2 - [a}k\4201u*1'M1}R2'

w_l ’ >\1 6 +[a7\42ﬁ1D71‘M1]

Remarquons que

G +

F— N
H1 € IGpl [a7w1]+ - gl [a}kwlﬂ’upMz] ? H2 € ]G32 [a7\42]+ C Ro [a?\JZﬁwfl-Ml]

Et enfin

G +

w € S*LH [a;fl.Ml]Jr C R, [a?\@mwa.Ml]
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Posons
p=X+pe=w A +w .

L’existence et l'unicité dans 1’énoncé du lemme combinatoire de Langlands nous
donnent alors
pm=X=w A,
pr=pg = (w o m) b

-1

pe = (p2)e = (W™ - p1)g-

Montrons maintenant que ceci implique que w = 1, par un argument déja utilisé dans la
démonstration du lemme [VII.4.1] En effet, le choix du systéme de représentants WzM1 donne
—aG
que w(May N Py) C Py et donc si a € AM2(My N Py) = Aglz, onaw-a € +[a6]P®. Siae
Ag \ AMz(My N Py), on a

<p,1,w~0£> = <'LU71 "LL1,OA> = <N’2va> > 0.

D’aprés le lemme on obtient alors

w- o€ +[aa]P®.

Finalement, nous avons montré que pour tout o € Ag, w- o€ +[CT>5]
I(w) =0.
Ainsi f11 = p2. Comme py € § [0}, ]

p,e €€ qui implique que

+, on peut écrire

lJ“l = Z Ca Oé, Ca > O
a€EA(Pr)

et de méme pour us. Ceci montre que M; = Ms. Le morphisme non nul dans
My Mo
Hom s, nw-1.01, (wo T My Aw Py (Uliﬁl)»rzvmqu.pl (o2102))
est en fait un morphisme non nul dans

Homy, (0141, 021)2)

qui est nécessairement un isomorphisme puisque o191 et 919 sont irréductibles.

VII.5 Notes sur le chapitre VII

La démonstration du critére de Casselman rédigée ici emprunte & [I], [19] et surtout [22].
L’application est tirée de [I], rappelons que c’est un point crucial pour montrer que
les petits progénérateurs des composantes de la décomposition de Bernstein exhibés en [VI.10.]]
sont bien générateurs. La section sur les représentations tempérées est tirée de [44], celle sur les
opérateurs d’entrelacement de [2I]. La rédaction de la classification de Langlands suit aussi celle
de [21]. Le lecteur peut aussi se reporter a [39] pour une autre rédaction.



Annexe A

Eléments de théorie des catégories

A.1 Catégories et foncteurs

Nous supposons que le lecteur posseéde quelques rudiments de théorie des catégories, c’est-
a-dire au moins les définitions et la terminologie de base (objet, morphismes, foncteurs, sous-
catégorie...), telles qu’on peut les trouver dans tout bon livre sur le sujet, par exemple [26] ou
[36]. Pour une introduction (en frangais) & la fois concise et rigoureuse de ce sujet, couvrant tous
les aspects dont nous avons besoin dans ce livre, nous renvoyons au chapitre IT de [24]. Outre des
énoncés généraux que, pour la commodité du lecteur, nous rappelons - et parfois démontrons -,
nous développons un certain nombre d’exemples hétéroclites, parce qu’ils sont apparus dans le
corps du livre. Nous n’entrerons pas dans les questions de fondements logiques de la théorie des
catégories, que nous utilisons d’un point de vue naif, en espérant que tout ce que nous disons
peut étre rendu rigoureux par les procédés standards (univers de Grothendieck...).

Soit C une catégorie. On écrit simplement X € C pour dire que X est un objet de C et

f:X—=Y (ouX ER Y'), pour dire que f est un morphisme de X dans Y. On note Home(X,Y)
I’ensemble des morphismes de X dans Y et Idx l'identité de X.

Les notations pour les foncteurs sont usuelles. Si F' est un foncteur de la catégorie A dans
la catégorie B, si X, Y sont des objets de A et si f est un morphisme de X dans Y, on note
respectivement F'(X), F(Y) et F(f) leurs images par le foncteur F. Souvent, dans la littérature
mathématique, les foncteurs ne sont explicitement définis que sur les objets. Leur effet sur les
morphismes est en général évident, et il fait partie de la tAche du lecteur de I'expliciter.

A.I.1 Morphismes remarquables

Nous commencons par introduire quelques définitions concernant les morphismes. Un mor-
phisme X 4 ¥ est un isomorphisme, 8'il existe un morphisme ¥ % X tel que gf = Idx et
fg =Idy. C’est un monomorphisme si les seules paires de morphismes Z "M oX et 22 X telles
que
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sont celles telles que hy = hy. C’est un épimorphisme si les seules paires de morphismes Y oy
et Y ™2 7 telles que

sont celles telles que hy = ho.

Un isomorphisme est a la fois un épimorphisme et un monomorphisme, mais la réciproque
est fausse en général. Elle est vraie dans les catégories abéliennes.

A.1.2 Sous-objets, objets quotients

Introduisons maintenant les notions de sous-objets et d’objets quotients d’un objet X dans

une catégorie C. Considérons le préordre < sur les monomorphismes Y 5x.

nix<vnBx
s’il existe un morphisme Y; BN Y5 tel que
visvnBx=—v,4x

Remarquons alors que ¢ est un monomorphisme. On dit que f; et fy sont équivalents si fi; < f
et fo < fi. Un sous-objet de X est une classe d’équivalence de monomorphismes dans X pour
cette relation d’équivalence. On note Sx la collection des sous-objets de X. Il est clair que <
induit une relation d’ordre sur Sx. Dualement, on définit les objets quotients de X : on munit

la collection des épimorphismes X Ly du préordre < donné par
x84y <xBvy
s’il existe un morphisme Y5 — Y7 tel que
X3y, svi=x v

On dit que f; et fo sont équivalents si fi1 < fo et fo < fi. Un quotient de X est une classe
d’équivalence d’épimorphismes et < induit un ordre sur la collection @) x des quotients de X.

Si C' et D sont deux sous-objets de X, on appelle intersection de C' et D, et ’on note C' N D,
un plus grand minorant de C' et D dans Sx. De méme, on appelle union de C et D, et l'on
note C'U D un plus petit majorant de C' et D dans Sx. Bien siir, de tels objets n’existent pas
nécessairement mais s’ils existent, ils sont uniques. On peut aussi de maniere évidente étendre
ces notions en définissant l'intersection et 'union d’une famille quelconque de sous-objets de X.
On dira que la catégorie C admet des intersections (resp. unions) quelconques (resp. finies), si
pour tout objet X de C et toute famille (resp. famille finie) de sous-objets de X, I'intersection
(resp. 'union) de cette famille existe.

Bien souvent, au lieu de dire : (la classe de) YV’ 1y X est un sous-objet de X, on dit par abus
de langage : Y est un sous-objet de X, et I'on note Y C X.
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A.I.3 Objets noethériens, de type fini

Soit X un objet de C. Soient U une partie de Sx et A un sous-objet de X dans U. On dit que
X est maximal dans U, si pour tout sous-objet B de X dans U tel que A C B,ona B=A. On
dit que X est noethérien si pour toute partie U de Sx non vide, il existe un élément maximal
dans U. On peut aussi définir la notion d’objet noethérien grace a une condition de maximalité
des chaines. Une chaine dans Sx est une partie de Sy totalement ordonnée. Il est alors facile de
vérifier que I'objet X est noethérien si et seulement si toute chaine dans Sy contient un élément
maximal ([24], proposition 1.6.1). En pratique, il suffit de considérer des chaines bien ordonnées,
c’est-a-dire des suites croissantes de sous-objets.

Une autre notion tres proche est celle d’objet de type fini dans une catégorie. On suppose ici
que la catégorie C admet des unions quelconques. On dit qu'un objet X de C est de type fini si
pour toute chaine de sous-objets propres (A;) de X, J, A; est encore un sous-objet propre de X
(propre signifie non isomorphe a X'). On peut caractériser les objets de type fini par une propriété
de compacité. L’objet X de C est de type fini si pour toute famille de sous-objets (A;) de X telle
que |J; A; = A, il existe un nombre fini de sous-objets A;, ..., A4;, tels que U;L:1 A;, = A (voir
[36] 4.10, Theorem 1).

Il est clair d’apres les définitions qu'un sous-objet d’un objet noethérien est de type fini. En
effet, considérons une chaine de sous-objets propres (A;); d’un sous-objet Y d’un objet noethérien
X. Alors d’apres la propriété de noethérianité, cette chaine admet un élément maximal, disons
B, et il est clair que cet objet maximal est un plus petit majorant de la famille (A;);, ¢’est-a-dire
B =|J; A; C Y. On voit donc que B = | J; A; est un sous-objet propre de Y, ce qui montre que Y’
est de type fini. Réciproquement, si tout sous-objet de X est de type fini, alors X est noethérien.
En effet, soit B; une suite croissante de sous-objets et posons B = | J; B;. Comme B est de type
fini, il existe i; < ... < i, tels que B = U;Zl B;; = B, ce qui montre que la suite croissante
des B; est stationnaire.

Une catégorie ou tout objet de type fini est noethérien sera dite noethérienne .

Exemple. Un module M sur un anneau unitaire A est un objet de type fini dans la catégorie
M(A) si et seulement si M est de type fini sur A au sens algébrique ([24], lemme 3.6.1). La
catégorie M(A) est noethérienne si et seulement si 'anneau A est noethérien.

A.Il.4 Objet initial, final, nul

Définissons maintenant les notions d’objet initial, final ou nul. Un objet X dans une catégorie
C est dit initial (resp. final) si pour tout objet Y de C, Hom¢(X,Y") (resp. Home (Y, X)) est un
singleton. Un objet nul est un objet a la fois initial et final. Les objets initiaux, finaux ou nuls
sont uniques & isomorphisme pres. Si C admet un objet nul O¢, tous les ensembles Home(X,Y)
possédent un objet distingué, a savoir la composition

X —>0—-Y

que 'on notera simplement 0. On peut dans ces conditions définir le noyau d’un morphisme

xty. C’est un morphisme K — X tel que

KosXxbhyvy=rk%y
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et tel que pour tout morphisme L — X ayant la méme propriété, a savoir

Lsxhy=r%y,

il existe un unique morphisme L — K tel que
L—-K—-X=L—=X.

La notion de conoyau est duale : le conoyau d’un morphisme X ¥ est un morphisme ¥ — K
tel que

xhy sk=v %K

et tel que pour tout morphisme Y — L ayant la méme propriété, a savoir
xLyso=v %1,

il existe un unique morphisme K — L tel que
Y-K—>L=Y — L.

On note ker f et cokerf respectivement le noyau et le conoyau de f (lorsqu’ils existent).

A.1.5 Catégorie produit, catégorie opposée

Soient A et B deux catégories. On forme la catégorie A x B dont les objets sont les couples
(X,Y), X € A Y € B, et les morphismes entre (X,Y) et (X', Y”’) les couples de morphismes
(f,9) € Hom4 (X, X’) x Homp(Y,Y’). On forme aussi la catégorie A°? dont les objets sont les
mémes que A, et pour tout couple (X, X’) d’objets, Hom g0» (X, X’) = Hom 4(X’, X). Le recours
a la catégorie opposée nous permet de nous passer de la notion de foncteur contravariant, en
conséquence, tous les foncteurs considérés seront toujours covariants sauf mention explicite du
contraire. Un autre apport conceptuel de l'introduction des catégories opposées est la notion
de dualité. Comme nous ’avons vu dans les diverses définitions données ci-dessus, celles-ci vont
souvent par paires, I'une étant obtenue a partir de 'autre < en inversant le sens des fleches >,
c’est-a-dire en travaillant dans les catégories opposées. Sont ainsi duales les paires monomor-
phisme/épimorphisme, sous-objet/objet quotient, objet initial/objet final, noyau/conoyau. Nous
verrons de nombreuses autres instances de ce principe dans la suite. En pratique, tout énoncé
en théorie des catégories admet un énoncé dual, dont la démonstration s’obtient en inversant le
sens des fleches.

A.Il Transformation naturelle, équivalence de catégories

A.II.1 Transformations naturelles

Soient A et B deux catégories, et F, G deux foncteurs de A dans B. On appelle transformation
naturelle 6 de F' vers G la donnée pour tout objet X de A d’'un morphisme

Ox : F(X) = G(X)



A.II. EQUIVALENCE DE CATEGORIES 269

telle que pour tout morphisme f: X — Y dans A, le diagramme

Fx) 298 iy

commute.

Pour tout couple de catégories (A, B), on peut former une catégorie F4 g dont les objets
sont les foncteurs de A vers B, et les morphismes les transformations naturelles entre ces fonc-
teurs. On note donc Hom(F, G) 'ensemble des transformations naturelles de F' vers G et Idp la
transformation naturelle triviale du foncteur F vers lui-méme. Un isomorphisme naturel entre
F et G est une transformation naturelle § € Hom(F,G) admettant un inverse, c’est-a-dire une
transformation naturelle ¢ € Hom(G, F) telle que 0¢ = Idg, ¢6 = Idp.

Toute catégorie A est muni d’un foncteur identité, que nous notons Zd 4 :
Zda: A=A XX, fof

pour tout objet X et tout morphisme f de A.

A.Il.2 Equivalences de catégories

L’une des idées importantes a l'origine de la théorie des catégories est que, dans bien des
cas, on s’intéresse plus aux classes d’isomorphisme d’objets d’une catégorie donnée qu’aux objets
eux-mémes. Ceci est particuliéerement vrai en théorie des représentations par exemple, ou les
problémes de classification de représentations irréductibles sont toujours < a isomorphisme pres >.
Heuristiquement, si 'on part d’une catégorie C, imaginons que I'on forme la sous-catégorie C
dont les objets sont donnés par un choix de représentants des classes d’isomorphismes d’objets
de C, les morphismes entre deux représentants étant tous les morphismes entre ces objets dans
C (autrement dit, c’est une sous-catégorie pleine). On aimerait une définition d’équivalence de
catégories qui rende C et C équivalentes. Exiger l'existence de foncteurs F : C — C et G : C —
C inverses I'un de 'autre, c’est-a-dire tels que FG = Zdz, GF = Id¢ comme définition de
I’équivalence est une containte trop forte pour obtenir ceci. La définition adéquate est

Définition. Soit F' : A — B un foncteur entre deux catégories A et B. On dit que F est
une équivalence de catégories s’il existe un foncteur G : B — A tel que F'G soit naturellement
isomorphe & Zd 4, et GF naturellement isomorphe & Zdg. Les catégories A et BB sont alors dites
équivalentes et les foncteurs F' et G sont dits quasi-inverses.

Exemple. Soit Vect]! la catégorie des espaces vectoriels de dimension n sur le corps k£ dont les
morphismes sont les applications linéaires. Soit V" la catégorie dont I'unique objet est I’espace
vectoriel k™ et les morphismes les endomorphismes de k™. Comme foncteur F', on prend l'inclusion
de V;* dans Vecty. C’est une équivalence de catégories.

Cet exemple illustre bien I'idée exprimée ci-dessus, puisque tous les objets de Vecty sont
isomorphes a k™. Remarquons que la construction d’un quasi-inverse G nécessite le choix d’un
tel isomorphisme pour tout objet (autrement dit le choix d’une base). Il n’y a donc pas unicité
du quasi-inverse, et sa construction utilise I’axiome du choix.

Le foncteur F': A — B est dit plein (resp. fidéle) si pour tout couple d’objets (X,Y) dans
A, F réalise une surjection (resp. une injection) entre Hom4(X,Y") et Homp(F(X), F(Y)). Un



270 ANNEXE A. ELEMENTS DE THEORIE DES CATEGORIES

foncteur plein et fidele est dit pleinement fidele. Une sous-catégorie A d’une catégorie B est dite
pleine si le foncteur d’inclusion A — B est pleinement fidéle.

On utilise souvent le critére suivant pour montrer qu'un foncteur est une équivalence de
catégories (|27], Theorem 1.13 ou [24], théoréme 2.3.5).

Théoréme. Un foncteur F : A — B est une équivalence de catégories s’il est pleinement fidéle
et si tout objet de B est isomorphe d un objet de la forme F(X), ou X € A.

A.IIT Problemes universels et foncteurs représentables

Nous introduisons maintenant la notion de probléme universel et de solution d’un tel probléme.
Certains exemples choisis pour illustrer cette notion sont apparus dans le texte, comme par
exemple le localisé d’un espace vectoriel par rapport a un endomorphisme. On en profite pour
établir un lemme et son corollaire, utilisé en [VI.9.]]

A.II1.1 Problémes universels

Définition. Soit F': A — B un foncteur et soit Y un objet de B. On dit que 'objet X de A et le
morphisme i : Y — F(X) sont solutions du probléme universel & droite posé par F et Y si pour
tout objet Z de A et tout morphisme f :Y — F(Z), il existe un unique morphisme g : X — Z
vérifiant F(g) o = f. De méme on dit que X € Aet j: F(X) — Y sont solutions du probléme
universel & gauche posé par F' et Y si pour tout objet Z de A et tout morphisme f: F(Z) - Y,
il existe un unique morphisme ¢ : Z — X vérifiant j o F(g) = f.

Remarque. Si deux couples (X,4) et (X’,i’) sont solutions du probléme universel (& droite)
posé par F et Y, alors X et X’ sont isomorphes, & un unique isomorphisme prés, comme on le
voit en prenant comme morphisme f successivement les morphismes 7 et 7'. On obtient en effet
deux morphismes g; : X — X' et g5 : X' — X vérifiant F(g1) oi = ' et F(ga) 0oi’ = i, d’ou
F(goog1)oi=1tet F(g10g2)oi =1 Les morphismes Idx et Idx/ vérifiant aussi F(Idx)oi =1
et F(Idx/) od’ = i/, par unicité, go o g1 = Idx et g o go = Idxs. Il en est de méme pour les
probléemes universels a gauche.

Exemples. 1. Coproduits, produits. Soit A une catégorie. Considérons le foncteur < diagonal >
ArtA—-Ax A X—= (X, X), [f=(])

et donnons nous un élément (X,Y") de A x A. Une solution du probléme universel & gauche posé
par A et (X,Y) est appelée produit de X et de Y et notée X x Y. De méme le coproduit (ou
< somme directe »), noté X [[Y (ou X &Y), est la solution du probléme universel & droite posé
par A et (X,Y).

— 2. Complété d’un espace topologique. Soient EvTop et EvTop les catégories des es-
paces vectoriels topologiques et des espaces vectoriels topologiques complets respectivement, les
morphismes étant les applications continues. Le foncteur que 1’on considére est 'inclusion (plei-
nement fideéle) de EvTop dans EvTop. On se donne Y € EvTop. Une solution du probleme
universel & droite posé par I'inclusion et Y est le complété de Y, et I'inclusion continue Y < Y.
Plus généralement, on peut définir le complété d’un espace topologique admettant une structure
uniforme, la structure uniforme étant nécessaire pour définir la notion de filtre de Cauchy (voir

A1)
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— 3. Localisé d’un anneau. Soit A la catégorie dont les objets sont les couples (A4,S)
constitués d’'un anneau commutatif unitaire A et d’une partie multiplicative S de A, les mor-
phismes entre deux objets (4, .5) et (A’, S’) étant les morphismes d’anneaux unitaires ¢ : A — A’
tels que ¢(S) C S’. On consideére la sous-catégorie pleine A’ de A dont les objets sont les couples
(A, S), avec S contenu dans les inversibles de A. La solution du probléme universel posé par un
élément (A, S) de A et linclusion de A’ dans A est le localisé S™'A de I'anneau A en S et le
morphisme naturel A — S~ A. Remarquons que si 0 € S, on a S~1A = {0}.

— 4. Localisé d’un module. Soit A un anneau commutatif unitaire, et S une partie multi-
plicative de A. Considérons la sous-catégorie pleine M(A)s de M(A) dont les objets sont les
modules M tels que P'action de tout élément s € S sur M soit inversible (¢’est-a-dire pour tout
s € S, pour tout m € M, il existe t € A tel que ts-m = st-m = m). Le probléme universel posé
par un module M de M(A) et par le foncteur d’oubli de M(A)s dans M(A) admet comme so-
lution le localisé S~1M et le morphisme naturel M — S~!M (vu simplement comme A-module,
et non comme S~!A-module). La encore, si 0 € S, on a S~'M = {0}.

— 5. Localisé d’un espace vectoriel relativement a un endomorphisme. Soient k un corps,
k[X] lanneau des polynémes & coefficients dans k, et M(k[X]) la catégorie des k[X]-modules
a gauche unitaires. Un k[X]-module peut-étre vu comme la donnée d’un espace vectoriel sur k
et d’'un endomorphisme de cet espace vectoriel. La catégorie M (k[X]) est donc équivalente a
celle dont les objets sont les couples (L,a) o L est un espace vectoriel sur k et a € Endg (L),
les morphismes entre deux objets (L, a) et (L’,a’) étant les applications linéaires entre L et L'
entrelagant a et a’. Considérons dans k[X] la partie multiplicative (X)) \ {0} des polynémes non
nuls multiples de X. L’exemple précédent affirme existence, pour tout k[X]-module L, d’un
localisé par rapport & la partie (X) \ {0}. Traduisons ceci en termes d’espaces vectoriels munis
d’endomorphismes grace a 1’équivalence de catégories décrite ci-dessus : étant donné un couple
(L,a) o L est un un espace vectoriel sur k et a € Endy (L), il existe un couple (Lq, a), L, ot est
un espace vectoriel sur k et @ € Endy(L,) est inversible, et un morphisme ¢ : (L,a) — (Lq, @) tels
que pour tout morphisme f : (L,a) = (M,b), out b € Endy (M) est inversible, il existe un unique
morphisme f : (La,a) = (M,b) tel que f = fou. On appelle (L, @) le localisé de L en a. Si B est
une k-algebre, on peut faire la méme construction en remplagant les k-espaces vectoriels par des
B-modules, et les endomorphismes d’espaces vectoriels par des endomorphismes de B-modules.

Nous donnons une description un peu plus explicite du localisé de L en a. Nous énongons les
résultats nécessaires dans le lemme suivant :

Lemme. Soient L un espace vectoriel sur un corps k et a un endomorphisme de L.

(1) Si a est injectif, le morphisme canonique v : (L,a) — (L4, a) est aussi injectif.

(i1) Soit K := J,, kera™. Alors K est stable par a. Soit ' l'endomorphisme de L' = L/K
induit par a. Alors le localisé (L,,,a’) de L' en o’ est isomorphe au localisé de L en a. De plus o’
est injectif, ainsi que le morphisme canonique ' de (L',a") dans (L.,,a’). L’espace L!, est donc
une extension de L', telle que a' coincide avec o' sur L', et L}, =], y(@")""(L).
Démonstration. (i) Il suffit de construire un morphisme injectif

[ (L;a) = (M),

avec b inversible. Comme f se factorise en f = f o ¢, il est clair que ¢ doit alors étre injectif.
Construisons un tel morphisme. Soit Ry un supplémentaire de Ima dans L. Construisons par
récurrence une suite d’espaces vectoriels R; et d’isomorphismes f; : R;11 — R;. Posons M =
Lo (@2 Ri)etb: M — M,b=a+ )2, f;. Par construction, b est injectif et surjectif, c’est
donc un isomorphisme. Prenons alors pour morphisme f l'inclusion de L dans M.
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(#7) Remarquons quun élément | € L tel que a™(I) = 0, pour un certain n € N*, est dans le
noyau de ¢, puisque toa™ = @™ o ¢ et que a" est inversible. Ceci entraine que

K = Ukera” C ker..

On peut donc factoriser ¢ & travers L’ = L/K. Soit a’ le morphisme induit par a sur L', et soit
(L!,,a’) le localisé de L' en a'. En utilisant les propriétés universelles satisfaites par (L.,,a’) et
(Lg, @), on voit que ceux-ci sont isomorphes. D’autre part, o’ est injectif. D’apres (i), le morphisme
canonique ¢’ de (L',a’) dans (L!,,a’) est lui aussi injectif. On identifie alors L’ & un sous-espace
de L, grice & cette injection ¢'.

Posons M = |J,cn(@) " (L'). On a L' C M C L}, et M est stable par @'. Il en découle
facilement que M = L/,. Réciproquement, si (M, ) est une extension de L' vérifiant 3, = o/,
f inversible et M = J,,cyy 87" (L), (M, () vérifie la propriété universelle caractérisant le localisé
(L, a). O
Corollaire. Supposons que le morphisme canonique v : L — L, soit surjectif. Soit K =
Unenkera®, et L' = L/K. Alors (Lq,a) est isomorphe a (L', a’).

A.II1.2 Foncteurs représentables

Soit C une catégorie. Considérons la catégorie Fcor Ens des foncteurs contravariants de C dans
Ens. Pour chaque objet X de C, on peut construire un foncteur hx dans Fcor Ens €0 posant
pour tout Y € C,

hx (Y) = Home (Y, X),

et pour tout tout morphisme f : Y — Z dans C°? (c’est-d-dire que f est un morphisme de
Hom¢(Z,Y)),
hx(f):hx(Y)— hx(Z), ¢ dof.

Soit ¢ : X1 — X5 un morphisme dans C. On associe a ¢ une transformation naturelle hy de
hx, dans hx, en posant, pour tout objet Y de C,

hgy : Home (Y, X1) — Home(Y, Xa), g+ ¢og.
I est clair que hyhg = hye lorsque 1 et ¢ se composent dans C. Ceci définit donc un foncteur
h:C— fcoP,Ens

Définition. Un foncteur F' dans Feor Ens €st dit représentable s’il existe un isomorphisme na-
turel @ : hx — F, pour un certain X dans C. On dit alors que (X, ) représente le foncteur
F.

Théoréme (Yoneda). Le foncteur h réalise une équivalence de catégorie entre C et la sous-
catégorie pleine de Fcor Ens dont les objets sont les foncteurs représentables. En particulier, h
est pleinement fidele, c’est-a-dire que ¢ — hg réalise une bijection

Home (X, Y) ~ Homz,, o (hx, hy)
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Démonstration. Soient F' € Feor Ens €t X un objet de C. Montrons que I’ensemble des transfor-
mations naturelles de hx vers F' est en bijection avec 'ensemble F'(X). Soit z € F(X). Pour
tout Y € C posons

Ory : hx(Y) =Home(Y, X) = F(Y), [~ F(f)(x).

Alors 0, est une transformation naturelle de hx vers F. En effet, pour tout morphisme g : ¥ — Z
dans C? (c’est-a-dire g : Z — Y dans C), le diagramme

Qz,Y

hx(Y) — F(Y)

hx (g)l iF(g)

hx(Z) 57— F(2)

[

comimute.

Dans 'autre sens, supposons que 6 soit une transformation naturelle de hx vers F. Posons
n(0) = 0x(Idx) € F(X). Montrons que les applications x — 6, et 6 — n(0) sont inverses I'une
de l'autre. On a d’une part

77(91) = 0x7x(1dx) = IdF(X)(Z‘) =,

et d’autre part pour tout Y € C et pour tout f € hx(Y)

Onioy,y (f) = F(f)(n(0)) = F(f)(0x(Idx)) = Oy (hx (f)(Idx)) = Oy (f)-

Ceci montre D'assertion.

Appliquons ceci avec F' = hy. On obtient
HOmC(X,Y) Zhy(X) ZHom]:copyEns(hx,hy), ¢'—>9¢.

Or il est immédiat de vérifier que 84 = hy. Ceci montre que h est pleinement fideéle. O

Remarque. Le foncteur F' est représenté par (X, w) si et seulement si (X, ) est solution du
probléme universel (a4 gauche) posé par h et F'. Dans l'autre sens, si 'on considére le probleme
universel & gauche posé par F : A — B et Y € B, on obtient une solution (X, j) dés lors que le
foncteur

Z — Homp(F(Z),Y), A°” — Ens

est représentable par (X, w), et j = wx (Idx).

Démonstration. Supposons que F' soit représenté par (X, w). Vérifions la propriété universelle
voulue : soit 6 : hy — F une transformation naturelle. On veut montrer qu’il existe un unique
morphisme ¢ : Z — X tel que wohy = 0. Comme dans la démonstration du théoréme, ¢ corres-
pond & un élément 7(0) de F(Z), et donc w~1(n(0)) est un élément de hy(Z) = Home(Z, X).
Prenons ¢ = @, (1(f)). On a alors pour tout Y € C, et tout f € hz(Y) = Home(Y, Z)

(0 hys o) v (F) = v (5 (1(6)) o )
=wy (@' (02(1dz)) o f) = wy (wy' (v (f))) = Oy (f)-
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L’unicité est immédiate, car w étant un isomorphisme, 6 détermine hg, et donc ¢ d’apres le
théoreme.

Réciproquement, si (X, @) est solution du probléme universel (a gauche) posé par h et F, il
nous faut vérifier que w est un isomorphisme, c¢’est-a-dire que pour tout Y € C,

wy : hx(Y) — F(Y)

est un isomorphisme. Construisons son inverse : soit y € F(Y"). Il lui correspond, par le théoréme
de Yoneda une transformation naturelle 6, : hy — F, que par la propriété universelle, nous
pouvons factoriser par @ : 6, = w o hy, pour un certain ¢ € Home(Y, X) = hx(Y). Il est
maintenant facile de vérifier que I'application y — ¢ ainsi définie est I'inverse de wy .

Nous laissons la démonstration de la seconde assertion au lecteur. O

Corollaire. 5i F' est un foncteur représentable, ’objet représentant F est déterminé d un unique
isomorphisme prés.

A.II1.3 Un principe d’isomorphisme

Nous reformulons mainteant le lemme de Yoneda sous une forme utile pour montrer que deux
objets d’une catégorie sont isomorphes, ou que deux foncteurs sont naturellement isomorphes.

Proposition. Soient X,Y deux objets d’une catégorie M tels que pour tout objet Z de M, on
ait un isomorphisme, naturel en Z :

(AIIL3.1) Home(Z, X) ~ Home(Z,Y).

Alors X ~Y. Si F,G : C — M sont deux foncteurs d’une catégorie C dans M tels que l’on ait
un isomorphisme naturel en X et Z :

(AIIL3.2) Home (Z, F(X)) ~ Home(Z, G(X)).

Alors les foncteurs F' et G sont naturellement isomorphes.

A.IV Limites et colimites

A.IV.1 Limites

Soient C et 7 deux catégories, la seconde, pour des raisons qui ne tarderont pas a apparaitre
étant dite < catégorie d’indices >, ou encore < schéma diagrammatique ». Pour tout objet X de
C, définissons le foncteur constant

AX T —C

o Ax (i) = X pour tout objet i de Z et Ax(i — j) = Idx pour tout morphisme ¢ — j dans
Z. 1l est clair que les foncteurs constants de Z dans C correspondent bijectivement aux objets de
C, et que les transformations naturelles entre deux foncteurs constants Ax et Ay correspondent
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bijectivement aux morphismes de X dans Y. En effet, si X LY est un morphisme dans C, on
définit la transformation naturelle
Af : AX — Ay

en posant
Ap(i) = f

pour tout objet ¢ de Z. On obtient ainsi un foncteur

A C—)J—'.Lc.

Soit D : Z — C un foncteur (un tel foncteur est appelé un diagramme dans C, de schéma
7). Une limite de D (si elle existe) est la donnée d’un foncteur constant Ax : Z — C (que l'on
peut voir simplement comme la donnée de 1'objet X) et d’une transformation naturelle n de Ax
vers D, telle que pour tout foncteur constant Ay : Z — C et toute transformation naturelle
de Ay vers D, il existe une unique transformation naturelle Ay — Ax (c’est & dire un unique
morphisme X — Y) telle que

Ay%AxlD:Ay—)D.

En quelque sorte, la transformation naturelle Ax — D est la < meilleure approximation > de D
par un foncteur constant.

Remarque. On voit que (Ax,n) est solution du probléme universel & gauche posé par A et D.
Il y a donc unicité de la limite & unique isomorphisme pres, et on la note lim D. D’autre part, en
utilisant la remarque [A-TIT.2] liant probléme universel et foncteur représentable, on obtient pour
tout Y € A un isomorphisme naturel

(AIV.1.1) HomA(Y,LiLnD) ~ Homz, ,(Ay, D).

Plus concrétement, une limite de D est donc la donnée d’un objet X de C, et pour tout objet
i de Z d’un morphisme de X dans D(i), telle que pour tout morphisme i — j dans Z,

(AIV.1.2) [X — D(i) —» D(j)] = [X — D(j)]-

Le fait que Ax — D soit la meilleure approximation de D par un foncteur constant se traduit
par : §’il existe un objet Y de C et pour tout objet i de Z des morphismes Y — D(i) vérifiant les
relations de compatibilité analogues a , alors il existe un unique morphisme de ¥ — X
tel que pour tout ¢ € 7

Y- X—=>D@G) =Y — D(®i).

Exemples. 1. Objets finaux. Un objet final dans une catégorie C est une limite. En effet, prenons
pour Z la catégorie vide (pas d’objets, pas de morphismes). Admettons qu'un foncteur constant
de Z dans C soit la donnée d’un objet T' de C. Les conditions de compatibilité sont
vides, et donc d’apres la propriété satisfaite par 7', pour tout objet Y de C, il existe un unique
morphisme X — T.

— 2. Noyaux. Soit X — Y un morphisme dans une catégorie C munie d’un objet nul. Soit Z
la catégorie ayant deux objets i et j et deux morphismes en dehors de Id; et Id;, a savoir ¢ 4 J
et et i > j. Soit D le foncteur tel que D)= X,D()=Y,D(1) = fet D) =0. Alors la
limite du foncteur D est le noyau de X — Y.
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— 3. Produits. Soient X et Y deux objets d’une catégorie C. Considérons la catégorie discrete
T formée de deux objets i et j (discréte veut dire que les seuls morphismes sont les identités des
objets). Soit F': T — C le foncteur défini par F (i) = X et F(j) =Y. Alors la limite de F est le
produit de X et de Y, que I'on note X x Y.

Plus généralement, pour toute famille (X;);_; d’objets de C, on forme la catégorie discrete Z
dont les objets sont les ¢ € I, et on définit un foncteur F' : Z — C par F(i) = X;. La limite de F'
est alors le produit des X, noté [[,o; Xi.

— 4. Produit fibré. Soit C une catégorie et dans C considérons les morphismes

(AIV.1.3) X
lf
y -7

Soit Z la catégorie formées de trois objets i, j, p, dont les morphismes, outre les identités des
objets, sont ¢ — p et j — p, et soit D le foncteur un Z dans C tel que D(i) = X, D(j) =Y,
D(p)=Z, D(i = p) = f et D(j — p) = g. La limite de D est le produit fibré, noté X xz Y du
diagramme .

— 5. Limites projectives ou inverses. Soit Z un ensemble ordonné filtrant croissant (c’est-a-
dire que pour couple (i,j) d’éléments de Z, il existe un élément k de Z tel que i < k, j < k).
On considére Z comme une catégorie, ou les morphismes, outre les identités des objets, sont
donnés par les couples (i,7) avec ¢ < j le morphisme correspondant étant j — 4. Soit D :
Z — C un foncteur, et posons, pour tout 4, j dans Z, A; = D(i), D(j — i) = fj. On dit
que ((A:)ier, (fji)i<j) est un systéme projectif. Alors la limite projective (ou limite inverse) du
systeme des (A;, fi;) est la limite de D.

— 6. Intersection de sous-objets. Nous laissons au lecteur le soin d’interpréter une intersection
de sous-objets d’un objet d’une catégorie comme limite dans une catégorie appropriée.

A.IV.2 Colimites

Nous définissons de maniere duale la notion de colimite d'un foncteur D : Z — C comme
dans le paragraphe précédent : c’est la donnée d’un foncteur constant Ax : Z — C et d’une
transformation naturelle de D vers Ax, telle que pour tout foncteur constant Ay : Z — C
et toute transformation naturelle de D vers Ay, il existe une unique transformation naturelle
Ay — Ax (c’est a dire un unique morphisme Y — X) telle que

D—)Ax—>Ay:D—>Ay.

Une colimite est solution du probléme universel & droite posé par A et D.

Comme exemples de colimites, nous avons les notions duales de celles des exemples du para-
graphes précédent. On obtient ainsi respectivement les objets initiaux, les conoyaux, les copro-
duits, les sommes amalgamées, les limites inductives (ou directes), les unions de sous-objets. La
notation utilisée pour les colimites est hﬂ

Explicitons un peu l'exemple des limites inductives. Soit I un ensemble ordonné filtrant
croissant. On considere Z comme une catégorie, ou les morphismes, outre les identités des objets,
sont donnés par les couples (i,5) avec ¢ < j le morphisme correspondant étant i — j. Soit
D : 7 — C un foncteur, et posons, pour tout ¢, j dans Z, A; = D(i), D(i — j) = fi;. On dit
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que ((As)ier, (fij)i<j) est un systeme inductif . Alors la limite inductive (ou limite directe) du
systéme des (A;, f;;) est la colimite de D.

Exemple. Soit A la catégorie des groupe abéliens. Dans cette catégorie, toute famille (G;);cr
admet un produit, donné par le produit cartésien d’ensembles [],.; G, muni de la loi de groupe
produit de celle des G, et des projections canoniques p; : [[,o; Gi — G. Toute famille (G;)ier
admet aussi un coproduit, appelé somme directe des G; et notée €, ; G;. Si I est fini, P, ; Gi
est le produit [[,;.; G; muni des injections canoniques i; : G; — [[;c; Gi. Si I est infini, P,.; Gi
est le sous-groupe formé des éléments de [],.; Gi n’ayant qu'un nombre fini de coordonnées non
nulles, muni de ces mémes injections.

Soit maintenant ((G;)icr, (gi5)i<;) un systéme inductif de groupes abéliens (les lois de groupes
sont notées additivement). Formons le coproduit des G; dans la catégorie des ensembles, c’est-
a-dire leur union disjointe. Munissons celle-ci de la relation d’équivalence suivante : g; € G;
est équivalent a g; € G, ¢'il existe k > 4,5 tel que firx(g:) = fjx(g;) et appelons G 'ensemble
des classes d’équivalence. Alors G est naturellement muni d’une structure de groupe, 'on a des
projections canoniques f; : G; — G.

D’autre part, G vérifie la propriété universelle de la colimite : pour tout systéme de mor-
phismes ¢; : G; — Y compatible avec les f;;, les ¢ se factorisent par les f;. On a donc
li—n}iel Gi=G.

On en déduit immédiatement le fait suivant, qui est fondamental en théorie des faisceaux : si
g; € G; est tel que fi(g;) =0, alors il existe j > i tel que f;;(g;) = 0.

A.V Foncteurs adjoints

Il y a deux maniéres (équivalentes) de voir la notion de foncteurs adjoints. Selon ce que 1'on
veut en faire, on utilise un point de vue ou l'autre.

A.V.1 Définition par les foncteurs Hom

Soient A et B deux catégories, et ' : A — B, G : B — A deux foncteurs. Définissons les
foncteurs :
Rp: Ax B — Ens, (X,Y)~ Homp(Y,F (X)),

et
Lg: AxB%? - Ens, (X,Y)~ Homu(G(Y),X).

Si (f,9) € Homu(X, X') x Homp(Y”,Y) le morphisme Rp(f, g) est donné par :
Re(f,g) : Homp(Y, F(X)) — Homp(Y', F(X')), = F(f)otog,

et le morphisme Le(f, g) par :
La(f,g) : Homp(Y, F(X)) — Homp(Y', F(X")), %= fotoG(g).

Définition. On dit que F est 'adjoint & droite de G (ou que G est 'adjoint & gauche de F') si
les foncteurs Rp et Lg sont naturellement isomorphes. Notons 6 cet isomorphisme naturel. On
a alors,

HY,X : HOIHB(KF(X))QHOID_A(G(Y),X), (XEA), (YGB)
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Le théoréme suivant relie les notions de foncteurs adjoints et de foncteurs représentables.

Théoréme. Soit G : B — A un foncteur. Alors G admet un adjoint & droite si et seulement si
pour tout objet X de A, le foncteur contravariant

Y — Homy (G(Y), X)
de B dans Ens est représentable.

Démonstration. La condition est évidemment nécessaire, puisque si G admet F' comme adjoint a
droite, F'(X), le foncteur Y — Hom4(G(Y'), X) est représenté par (F(X), ). Montrons qu’elle
est suffisante. Rappelons que d’aprées le lemme de Yoneda, le foncteur

h : B — -FBOP,EHS

est pleinement fidele. Il réalise donc une équivalence de catégorie sur la sous-catégorie pleine des
foncteurs représentables de Fpor Ens. Soit A un quasi-inverse de h et soit H : A — Fpor Ens le
foncteur défini par H(X)(Y) = Hom(G(Y), X), qui par hypotheése est a valeurs dans la sous-
catégorie pleine des foncteurs représentables de Fpor gns. Alors F' = A o H est ’adjoint cherché.

O

Corollaire. Il y a unicité a isomorphisme pres de l'adjoint a droite d’un foncteur G : B — A.
1l en est de méme pour les adjoints a gauche.

A.V.2 Adjonctions

Soient F' et G deux foncteurs adjoints comme ci-dessus. Pour tout objet Y € B, on dispose
de ny € Hompg(Y,FG(Y)), le morphisme correspondant & Idgyy € Homu(G(Y),G(Y)). De
méme, pour tout X dans A, on dispose d’'un morphisme ex € Hom4(GF(X), X) correspondant
a Idpyy € Homg(F(Y), F(Y)). On obtient ainsi des transformations naturelles 7 et € respecti-
vement de Idg vers F'G et de GF vers Id 4. On appelle 7 et € les morphismes d’adjonction, le
premier étant parfois appelé unité et le second counité. Ces morphismes vérifient de plus que les
composées

(ex)

(A.V.2.1) FX) ™Y perx) "X px)
(AV.2.2) a) ) ara(y) Y a(v)

sont égales aux identités respectives de F(X) et G(Y)).

Réciproquement, supposons que 7 et € soient des transformations naturelles respectivement
de Idg vers F'G et de GF vers Id 4. Alors on obtient pour tout X € Aet Y € B,

By x : HomA(G(Y), X) — Homg(Y, F(X))
Fe Y B rew) ™YW rx)
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et dans le sens opposé
oy,x : Homg(Y, F(X)) = Hom4(G(Y), X)
g [GV) Y GRx) S x]

On déduit facilement de la naturalité de n et € que 6 et o sont des tranformations naturelles
respectivement de Lg vers Rp et de Rp vers Lg. D’autre part, si n et € vérifient (A.V.2.1)) et
(A.V.2.2)), alors 0 et o sont inverses I'un de 'autre.

On appelle adjonction un quadruplet (F, G, €, 1) ou

-F: A— B,G: B— Asont deux foncteurs.

-n:Idg — FG et dee: GF — Id 4 sont deux transformations naturelles vérifiant
et (A.V.2.2).

Le résultat suivant sert tres souvent.

Théoréme. Soient F: A — B, G: B — A deuz foncteurs, G étant 'adjoint d gauche de F'.
Alors I préserve les limites et G les colimites.

Démonstration. Montrons la premiére asertion, la seconde s’établissant de la méme maniere. Soit
D :7 — A comme en [A.IV.1] et supposons que @D existe. On veut montrer que @(F o D)
existe et est égale a F & D). On utilise le principe [A.II1.3] Pour tout Y € B, on a
Homp(Y, F(gn D)) = Hom4(G(Y), %LHD) ~ Homz, , (Agyy, D)
~Homz, ,(Ay, F(D)) = HomB(Y,yLnF o D),
On a utilisé successivement ’adjonction de F' et GG, 'isomorphisme naturel (A.IV.1.1)), le fait que
toute transformation naturelle 6 : Agy) — D est la donnée, pour tout i € Z, d'un morphisme
G(Y) — D(i) (vérifiant certaines conditions de compatibilité), et que par adjonction de F et
G, ceci est équivalent & la donnée de morphismes ¥ — F(D(i)), définissant une transformation

naturelle de Ay dans F' o D. Enfin, on utilise la propriété universelle de la limite. Ceci montre
que F(@ D) est bien la limite de F o D. O

Exemple. Pour illustrer la notion de foncteur adjoint, nous choisissons un exemple simple qui
est un cas particulier des constructions de la section [.2] Soit A une C algebre unitaire et soit
B une sous-algebre de A. Tout A-module unitaire & gauche M est aussi un B-module, et nous
obtenons ainsi un foncteur d’oubli :

F : M(A) - M(B).
Un adjoint a gauche du foncteur d’oubli, le foncteur de changement de base, est donné par
Pf: Nw— A®p N.
Pour montrer cette assertion, nous devons exhiber un isomorphisme naturel :
Oxy : Homs(A®p X,Y) - Homp(X, F(Y)).
Sif: A®p X — Y est un A-morphisme, posons

Oxy(f)(z)=floz), (xe€X).
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Ceci définit bien un B-morphisme car :

Oxy(f)b-2) =fA@b-z) = fbox) = f(b- (1@ )
=b- f(l@z) =b-(0xy(f)(2))

L’inverse de 6 est donné par o :
oX,\y: HOHIB(X, f(Y)) — HomA(A XpB X,Y)
défini pour tout g € Homp(X, F(Y)) par

oxy(g)la®z)=a-g(x).

Ceci est bien un A-morphisme car :

oxy(g)(a - (a®@r)) =oxy(g)da®r)=da- g(x)=a"(oxy(9)(a®)).

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier la naturalité de 6 et o.

Vérifions que 6 et o sont inverses I'un de I'autre :

oxy(Oxy())a@z)=a-(Oxy(f)(zx) =a (fAO)) = fla® )

et
Ox,y(oxy(9)(x) = (oxy(9)(1®x) = g(z).
Nous avons donc démontré ’adjonction des foncteurs d’oubli et de changement de base
en utilisant la premieére définition des foncteurs adjoints. Lorsqu’on regarde de plus prés cette

démonstration, on s’apercoit que le second point de vue est sous-jacent. En effet, le point clef est
I’existence d’'un B-morphisme

nx:c—1x, X —>AX

et d'un A-morphisme
ey:a®y—a-y, ARgY =Y

Ce sont des morphismes d’adjonction et le fait que 6 et o soient inverses I’'un de ’autre provient
de ce que 7 et e vérifient (A.V.2.1)) et (A.V.2.2)), c’est-a-dire dans ce cas :

r—=1®r—1-x==x

et
aRr—a®l®r—a- (1Qr)=a® .

A.VI Catégories abéliennes

Dans cette section, nous rappelons les résultats fondamentaux concernant les catégories
abéliennes. Nos références en la matiére seront les livres [26] et [36], auxquels le lecteur est
invité a se reporter s’il souhaite plus de détails.
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A.VI.1 Axiomatique des catégories abéliennes

La notion de catégorie abélienne axiomatise les propriétés fondamentales des catégories sui-
vantes :

- la catégorie A — mod des modules a gauche sur un anneau A,

Toute sous-catégorie pleine d'une catégorie A — mod stable par passage aux sous-modules et
aux quotients est encore une catégorie abélienne, par exemple :

- la catégorie M(A) des modules a gauche unitaires sur un anneau unitaire A,
- la catégorie des faisceaux (ou préfaisceaux) de groupes abéliens sur un espace topologique.

Donnons maintenant les axiomes définissant les catégories abéliennes. Ceux donnés ici ne sont
pas les plus économiques. Soit A une catégorie. On dit que A est une catégorie abélienne si elle
vérifie les axiomes suivants.

ABO. Il existe un objet nul dans A, noté 0.

ABL1. La catégorie A admet des produits finis.
AB1*. La catégorie A admet des coproduits finis.

AB2. Tout morphisme dans .4 admet un noyau.

AB2*. Tout morphisme dans 4 admet un conoyau.

AB3. Tout monomorphisme dans A est un noyau.

AB3*. Tout épimorphisme dans A est un conoyau.

L’usage dans les catégories abéliennes est d’uitiliser le terminologie <« somme directe >et la
notation @ plutdt que < coproduit > et [].

A.V1.2 Propriétés des catégories abéliennes

On tire de nombreuses conséquences de ces axiomes. En voici quelques unes parmi les plus
importantes.

— 1. Un morphisme dans A est un isomorphisme si et seulement si c’est a la fois un mono-
morphisme et un épimorphisme.

— 2. Soit A un objet de A, et soient S4 I’ensemble de ses sous-objets, Q) 4 ’ensemble de ses
quotients. Alors les applications

coker: Sqp — Qa, ker: Qa — Sa

qui, respectivement, associent a tout sous-objet B — A son conoyau, et a tout quotient A — C
son noyau, sont inverses 'une de 'autre. De plus, elles inversent 'ordre sur Sy et @ 4. On note
A/B le quotient coker(B — A) pour tout sous-objet B — A de A.

— 3. Deux sous-objets quelconques d’un objet A admettent une intersection et une union.
Comme pour les coproduits, il est souvent plus parlant de changer la terminologie pour les unions
dans les catégories abéliennes en parlant plutot de sommes. On utilise alors la notation + ou Y.

On définit I'image d’un morphisme f : A — B dans A comme le plus petit sous-objet C' — B
de B tel que f se factorise par C — B. Dualement, on définit la coimage de f comme le plus
petit quotient A — D de A qui factorise f.
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— 4. Tout morphisme f : A — B admet une image (resp. une coimage) qui s’identifie &
ker(cokerf) (resp. & coker(ker f)).

— 5. (Factorisation des morphismes) Tout morphisme A — B dans A se factorise de manieére
unique a isomorphisme pres en A — I — B, ou A — [ est un épimorphisme, et I — B est un
monomorphisme. De plus A — I est la coimage de A — B, et I — B en est I'image.

L’existence de noyau et d’image pour tous les morphismes dans A permet de définir la notion
de suite exacte de morphismes dans A. Nous supposons le lecteur suffisamment familier avec
cette notion pour ne pas avoir a la redéfinir.

— 6. Pour tout couple (A, B) d’objets de A, 'ensemble Hom 4(A, B) est muni d’une structure
de groupe abélien, dont I’élément neutre est 1’élément distingué 0 dont I'existence est assuré par
ABO. Les opérations de composition des morphismes sont distributives par rapport a I’addition
sur les Hom 4 (A, B).

— 7. Pour tout couple (A, B) d’objets de A, le produit A x B et la somme A & B dont
I’existence est assurée par les axiomes AB1, AB1* sont naturellement isomorphes.

— 8. Lemme des 3 x 3. Considérons le diagramme suivant dans A

0 0 0
0 A A A" 0
0 B B’ B” 0
c c’ c”
0 0 0

ou les colonnes et les lignes sont exactes. Alors on peut compléter ce diagramme par un mono-
morphisme C' — C” et un épimorphisme C’ — C” de sorte que le diagramme enrichi soit toujours
commutatif et que la suite 0 — C — C" — C” — soit exacte.

— 9. Isomorphismes de Noether. Du lemme des 3 x 3, on peut facilement déduire les deux
théoremes d’isomorphismes de Noether :

() étant donnés un objet C' dans A et deux sous-objets A et B de C avec A C B, alors B/A
est un sous-objet de C/A et (C/A)/(B/A) est isomorphe & C/B,

(#4) étant donnés un objet C' dans A et deux sous-objets A et B de C, on a
B/(ANB) ~(A+ B)/A.

En supposant de plus que AN B =0, et A+ B =C, (ii) donne C ~ A® B.

L’existence de limites est bien siir une propriété importante des catégories. Ceci nous conduit
a considérer les axiomes suivants :

ABA4. Toute famille d’objets admet un produit dans A.
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AB4*. Toute famille d’objets admet une somme directe dans A.

Une catégorie abélienne vérifiant AB4. est dite compleéte, tandis qu'une catégorie abélienne
vérifiant AB4*. est dite cocomplete.

ABS5. A est cocomplete, et pour tout systeme filtrant croissant M; de sous-objets de M, pour
tout sous-objet N de M, on a

N (Z Mi> => (N[ M)

i
Remarquons que les sommes existent grace a AB4*.
Une catégorie de Grothendieck est une catégorie abélienne cocompléte vérifiant ABS5.

Continuons notre liste de propriétés des catégories abéliennes.

— 10. Supposons que A soit compléte (resp. cocomplete). Alors tout diagramme D : 7 — A,
admet une limite (resp. colimite). En particulier, A admet des limites inverses (resp. directes).

A.VI1.3 Suites de Jordan-Hoélder et facteurs de composition

Soit A une catégorie abélienne. Un objet non nul M de A est dit simple si tout sous-objet
de M est soit 'objet nul 0, soit M. On note Irr(A) Pensemble des classes d’équivalence d’objets
simples de A. Supposons que I'on ait une suite croissante de sous-objets de M, tous différents

0=BycBicCc---CB,=M.

Une telle suite est appelée suite de composition, ou suite de Jordan-Hélder si les quotients
successifs B;/B;_1, i = 0,...n sont simples. L’entier n est appelé la longueur de cette suite de
composition et les quotients B;/B;_1 sont appelés facteurs de composition de M. Le théoréme
de Jordan-Hoélder affirme alors que si 'objet M admet une suite de composition, alors toutes
les suites de composition sont de méme longueur et leurs facteurs sont isomorphes, a l'ordre
prés. Un objet admettant une suite de composition est dit de longueur finie, sa longueur étant
celle d’une de ses suites de composition. Le théoreme de Jordan-Hoélder se démontre a partir des

isomorphismes de Noether 9.

Pour obtenir les résultats sur les suites et les facteurs de composition d’un objet généralisant
ceux de la catégorie des A-modules, il nous faut faire quelques hypotheses supplémentaires sur
A. On suppose donc que A est une catégorie de Grothendieck. Elle vérifie donc AB4* et AB5.
On suppose de plus :

ABS6 : tout objet de A est une somme de sous-objets de type fini.

Exemples. Remarquons que les catégories A — mod (respectivement M(A)), A un anneau
(respectivement A un anneau unitaire) vérifient tous ces axiomes.

Le premier résultat que nous allons établir utilise le lemme de Zorn. Le lemme de Zorn peut
étre considéré comme un axiome de la théorie des ensembles. Il est équivalent a ’axiome du
choix. On dit qu’un ensemble ordonné S est inductivement ordonné si toute partie non vide et
totalement ordonnée de S admet un majorant. Nous renvoyons le lecteur a [35] ou [24] pour
les définitions de ces termes. Le lemme de Zorn affirme qu’un ensemble non vide inductivement
ordonné admet un élément maximal.
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Proposition. (i) Soit M un objet non nul de A de type fini. Alors M admet un quotient simple.
(i) Si M n’est pas de type fini, il existe des sous-objets Ny C No de M tels que le quotient
Ny /Ny soit simple.

Démonstration. 1l est clair que (i¢) découle de (i) en prenant pour N3 un sous-objet de type
fini dans M, dont Dexistence est assuré par AB6. Pour démontrer (i), introduisons 1’ensemble
(ordonné) S des sous-objets propres de M. Pour pouvoir appliquer le lemme de Zorn, montrons
que S est stable par union d’une suite croissante, c¢’est-a-dire que si

NoCNi...CN,C...

est une suite croissante de sous-objets propres, alors N := | J, N; est dans S. Il s’agit de montrer
que N est un sous-module propre. Supposons le contraire, ¢’est-a-dire M = |J, N;. Comme M
est de type fini, il existe un certain indice iy tel que M = N;,, ce qui est absurde puisque V;, est
un sous-module propre. L’assertion est donc démontrée. D’apres le lemme de Zorn, S admet un
élément maximal My, et par maximalité, le quotient M /My est simple. O

Notons JH(M) 'ensemble des sous-quotients simples d’un objet M. On a alors :
Lemme. (i) Si M' C M est un sous-objet, alors
JH(M) =JH(M')UJH(M/M").

(17) JH(M) =0 si et seulement si M = 0.
(#3i) Si (M;);cr est une famille de sous-objets de M,
JH(Y M) = | IH().
iel i€l

Démonstration. (i) est clair. (i7) découle du lemme précédent. Pour (i), Passertion découle de
(1) par récurrence si I est fini. En remplacant les M; par une famille consistant en des sommes
de M;, on se rameéne au cas ou (M;);cr est un systeme filtrant croissant. Soit @@ = M’/M" un
sous-quotient simple de ) ., M;. Supposons que pour tout i € I, Q ¢ JH(M;). Alors pour tout
1€1,

M N (M" + M;) =M".

Donc, en utilisant AB5, on obtient

M =M (O (M + M) = ZM’ (M + M;) = M”,

K2

ce qui contredit le fait que @ est simple. O

A.VII Semi-simplicité

Lemme. Soit A une catégorie abélienne vérifiant les hypothéses de la section précédente, et soit
E un objet de A. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) E est isomorphe d une somme directe d’objets simples (ie. E est complétement réductible).

(ii) E est la somme de ses sous-objets simples.
(#4i) Pour tout sous-objet E' de E, il existe un sous-objet E" de E tel que E=E' @& E".
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Démonstration. 1l est clair que (¢) implique (i4). Supposons (i) et montrons (¢ii). Soit E’ un
sous-objet de E. On peut, d’aprés 'hypotheése, écrire F comme une somme (mais pas directe) de

sous-objets,
E=>YE
i€l

pour un certain ensemble d’indices I. Prenons un sous-objet de E de la forme Z]EJ E;, JCl,
maximal pour I'inclusion et tel que la somme F = E' + Z]EJ E; soit directe (I’existence d'un tel
J est assurée par le lemme de Zorn). Alors cette somme est égale & E. En effet, il suffit de voir que
chaque E;, i € I, est dans E' ® (@jeJ E;). Comme lintersection de F avec E; est un sous-objet
de F;, cette intersection est E; ou 0 puisque F; est simple. Si cette intersection était nulle, on
pourrait adjoindre ¢ & J ce qui contredit la maximalité de J. Donc E; C F. Montrons maintenant
que (i4i) implique (7). Commengons par voir que E admet alors un sous-objet simple. Soit E’
un sous-objet de F de type fini, dont 'existence est assurée par 'hypothése AB6. Considérons
I’ensemble des sous-objets propres de F', ordonné par I'inclusion. Comme dans la démonstration
de la proposition [A-VI3] on voit que cet ensemble est inductivement ordonné, et donc qu’il
admet d’apres le lemme de Zorn un élément maximal M. Cet M est un sous-objet de E. D’apres
I’hypothese, on peut écrire E = M @ F, pour un certain sous-objet F'. On a alors

E'=M® (E'NF).

Comme M est maximal dans E’', E' N F est simple. Ceci montre que F admet un sous-objet
simple. Soit maintenant FEjy une somme directe maximale de sous-objets simples de E. Si F # Ej,
on écrit £ = Ey® F'. On applique maintenant la remarque précédente a F : il existe un sous-objet
simple de F. Ceci contredit la définition de Ej. O

Corollaire. Un sous-module d’un module semi-simple est semi-simple.

Démonstration. Supposons que E soit un sous-module de £ avec £ semi-simple, et soit £/ un
sous-module de E. C’est aussi un sous-module de £, et donc il existe un sous-module F de & tel
que E=FE @ F. Posons F=FNE.Onaalors E=F & F. O

A.VIII Foncteurs remarquables

Par foncteurs remarquables, nous entendons des foncteurs préservant des propriétés des objets
ou des morphismes auxquels ils s’appliquent. Par exemple, nous avons définis plus haut les
foncteurs fideles et les foncteurs pleins. Donnons d’autres exemples.

A.VIII.1 Foncteurs exacts

Soit F': A — B un foncteur entre deux catégories abéliennes. On dit que F' est additif s’il
respecte la structure de groupe des Hom, c’est-a-dire si pour tout couple (X,Y’) d’objets de A,

F: Homu(X,Y) — Homp(F(X), F(Y))

est un morphisme de groupes abéliens. Les foncteurs entre catégories abéliennes seront implicite-
ment toujours supposés additifs. Dans ce qui suit, les catégories sont abéliennes et les foncteurs
sont additifs.
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On dit qu’il est exact & gauche (resp. & droite) si pour toute suite exacte dans A de la forme

0-xhy sz

la suite
0 FxX)™Y ry)™ pz)

est exacte (resp. si pour toute suite exacte de la forme

xhy4z o,

la suite
FX)"™ ry) ™9 piz) -0,

est exacte). Si F est exact & droite et a gauche, on dit simplement qu’il est exact. Pour un
foncteur contravariant F' : A — B, la convention pour 'exactitude a gauche ou a droite est la
suivante. On considére F' comme un foncteur covariant A°? — B et 'on transfeére les définitions
ci-dessus.

On peut montrer qu’'un foncteur exact a gauche F' : A — B préserve les limites finies (c¢’est-a-
dire que pour tout foncteur D : Z — A, ou la catégorie d’indice Z est finie, admettant une limite
X, alors F(X) est la limite du foncteur F o D). De méme un foncteur exact & droite préserve les
colimites finies.

Rappelons qu'un foncteur F : C — D est fidéle si pour tout couple d’objets (X,Y") de C,
I’application
Home(X,Y) = Homp(F(X), F(Y))
est injective. Si C et D sont des catégories abéliennes et que le foncteur F' est additif, F' est fidele
si pour tout X i> Y, F(f) = 0 implique que f = 0. Dans une catégorie abélienne tout morphisme

X 25 ¥ se factorise de maniére unique en
X—=I1I-Y,

o X — I est un épimorphisme et I — Y un monomorphisme (voir la propriété 5 des catégories
abéliennes dans I'annexe|A.VI.2)). D’autre part, si f # 0, alors I # 0. Si F' est exact, on en déduit
que

F(X)— F(I)— F(Y)

est la factorisation de F(f), car F étant exact, il préserve épimorphismes et monomorphismes.
Si F(f) =0, on aalors F(I) = 0. On déduit de cette petite discussion le résultat suivant

Lemme. Si F : C — D est un foncteur exact, et F'(I) = 0 implique que I =0, alors F' est fidéle.

A.VIIL.2 Progénérateurs
Soit X un objet de la catégorie abélienne A. On définit les foncteurs :

Homy (X, o) : A —Z —mod,
Y — Homy (X,Y),

Y 5 7] [Homu(X,Y) 225 Homu(X, Z)]
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Hom 4 (e, X) : A — 7Z — mod,
Y — Homy (Y, X),

Y % 2] o [Homa(Z, X) L3 Homu(Y, X)]

Le premier de ces foncteurs est covariant, le second contravariant. Ils sont tous deux exacts
a gauche. Un objet X de A est dit projectif si Hom 4(X, e) est exact, injectif si Hom 4 (e, X) est
exact. C'est un générateur de A (resp. un cogénérateur ) si Hom 4(X, o) (resp. Hom4(., X)) est
fidele. Un progénérateur est un générateur projectif. Un critére simple est qu'un objet projectif X
est un progénérateur dans A si et seulement si pour tout objet non nul Y dans A, Hom4(X,Y)
est non trivial. La nécessité de cette condition provient du lemme

Soit A une catégorie abélienne cocomplete. Un objet projectif P dans A est dit petit si le
foncteur Hom 4 (P, ) préserve les sommes directes. Il existe plusieurs caractérisations équivalentes
de cette notion. En particulier, P est un petit projectif, si pour toute somme directe M =
@,c; Mi, et pour tout morphisme ¢ : P — M, il existe un ensemble fini J C I tel que ¢ se
factorise en P — GBJEJ M; — M. Dans une catégorie de Grothendieck, un objet est un petit
projectif si et seulement §’il est projectif de type fini (cf. [36], 4.11, Lemma 1). Le résultat suivant
nous donne un critére pour qu’'une catégorie abélienne cocompleéte soit équivalente a la catégorie
des modules & droite sur un certain anneau R (cf. [36], 4.11, Theorem 1).

Théoréme. Soit A une catégorie abélienne, cocompléte, et admettant un petit progénérateur P.
Alors A est naturellement équivalente d la catégorie des modules a droite unitaires sur l’anneau
Rp = End4(P), léquivalence étant donnée par le foncteur Hom 4 (P, o).

Remarque. On a bien siir la réciproque, puisque un anneau unitaire A est un petit progénérateur
de M(A)
Nous notons aussi le résultat suivant.

Lemme. Soit A une catégorie abélienne , admettant un petit progénérateur P. Alors tout objet
M de A est quotient de deux objets isomorphes a des sommes directes d’objets isomorphes a P.

Démonstration. Comme Hom 4(P, N) est non trivial pour tout N € A, on peut trouver, pour
tout m € M un morphisme f,, : P — M dont 'image contient m. En prenant la somme directe
sur tous les m € M, on obtient un épimorphisme

b r-um
meM

Considérons le noyau C' de ce morphisme. Le méme argument nous donne l’existence dun
épimorphisme de la forme € jes PP — C. On obtient donc :

@P%C% EBP%M.
jeJ meM

d’ou l'on tire une suite exacte

@P% @P%M%O.

JjeJ meM
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A.IX Décompositions de catégories

Soit M une catégorie de Grothendieck (AB4* et AB5) vérifiant aussi AB6 et soit (M, );cr,
une famille de sous-catégories pleines. On écrit

M =] M
i€l
si tout objet M de M s’écrit comme une somme directe
M = @ M;
il
ou pour tout 7, M; € M; et de plus, pour i # j, quels que soient X; et X; respectivement objets
de M; et M;, Homn(X;, X;) = {0}.

Supposons que M = [[,.; M. Alors Irr(M) est une union disjointe

iel
Irr(M) = HII‘I‘(MZ').
il

Dans l'autre direction, supposons maintenant que S soit une partie de Irr(M), et notons Mg
la sous-catégorie pleine de M dont les objets sont ceux dont tous les sous-quotients irréductibles
sont dans S. Alors Mg est une sous-catégorie abélienne, stable par passage aux sous-quotients,
aux extensions et aux colimites. Pour tout objet M de M, on note Eg la somme de tous les
sous-objets de E qui sont dans Mg. Alors il est clair que Es € Mg. Soit S’ une autre partie de
Irr(M), telle que SNS' =0.Si E € Mg et E' € Mg/, on a Hompa(E, E’) = {0}. De plus, pour
tout B € M, EsN Eg = {0}, et donc

ES@ES! C E

Définition. On dit que la partie S C Irr(M) scinde un objet E dans M, si £ = Es @ Ejg,
ou S = Irr(M) \ S. On dit que S scinde la catégorie M si S scinde tout objet de M. Plus
généralement, supposons que ’on ait une décomposition en union disjointe :

Irr(M) = H Sep-

On dit que cette décomposition {S,} scinde un objet E dans M, si E = @, Es, et que {S,}
scinde la catégorie M si {S,} scinde tout objet de M.

Lemme. Supposons que Irr(M) =[], Sa scinde un objet E dans M. Alors tout sous-quotient
de F est aussi scindé selon cette décomposition.

Démonstration. Ecrivons E = @, E,. Il est clair qu'il suffit de montrer que pour tout sous-objet

L de E,on a
L=EP(E.NL).

[0}

Posons C = L/ @, (E, N L). Alors pour tout «,

JH(C) C JH(L/(Eo N L)) C JH(E/E,) C | J JH(Ep) C Irr(M) \ S
BFa

Ceci montre que JH(C') C (), (Irr(M)\ Sy) =0, et donc C' = {0}. O
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A.X Centre d’une catégorie

Soit C une catégorie. Le centre 3(C) de C est ensemble des endomorphismes (c’est-a-dire
des transformations naturelles vers lui-méme) du foncteur identité. Autrement dit, un élément z
du centre de C est la donnée, pour tout objet X de C, d’'un morphisme zx : X — X, de sorte
qu’étant donnés deux objets X et Y de C, et un morphisme f: X — Y on ait fozx = zy o f.

Exemple. Si C = M(A), la catégorie des A-modules unitaires sur 'anneau unitaire A, alors
3(C) s’identifie naturellement au centre de ’anneau A.
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Annexe B

Théoreme d’Amitsur et
corollaires

B.I Théoréme d’Amitsur

Le résultat principal de cette section est dii & Amitsur. On peut le voir comme une version
non commutative du théoreme des zéros de Hilbert pour des algebres sur le corps C.

Définition. Soit A une C-algebre d’unité 1 4. Le spectre d’un élément a de A est 'ensemble

Spec(a) = {\ € C| a — A1 4 n’est pas inversible }

On identifie la sous-algeébre C1 4 de A avec C.
Théoréme. Supposons que A soit de dimension au plus dénombrable sur C. Alors
a) si A est une algébre a division, A = C,
b) pour tout a € A, Spec(a) est non vide. De plus Spec(a) = {0} si et seulement si a est

nilpotent.

Démonstration. Montrons que b) implique a). Supposons qu’il existe a € A, a ¢ C. Alors pour
tout A € C, a — Al 4 est non nul, donc inversible si 'on suppose que A est une algebre a division.
Ceci nous donne Spec(a) = 0, ce qui contredit b).

Démontrons maintenant b). Supposons Spec(a) = (), ¢’est-a-dire que pour tout A € C, a—A14
est inversible. La famille non dénombrable

{(a— M4t XeC}

d’éléments de A est donc liée, puisque la dimension de A est au plus dénombrable. Ceci montre
qu’il existe un nombre fini d’éléments pu; € C, que 'on peut supposer non nuls, et un méme
nombre d’éléments \; dans C tels que

Z/LZ‘ (a — )\ilA)_l =0.

En multipliant par [ [,(a—A;14), on fait apparaitre un polynéme P € C[t] de degré strictement
positif tel que P(a) = 0. Ce polyndéme P admet sur C une factorisation de la forme

P(t) = C(t — 051) A (t — C%T),

291
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ceC*, a,...,a, € C. Ceci entraine que
(a—ala)...(a—a14)=0

ce qui contredit le fait que tous les @ — a;14 soient inversibles. Ceci démontre que Spec(a) est
non vide.

Démontrons maintenant 1’assertion concernant les éléments nilpotents. Soient a € A et n € N
tels que a™ = 0. Alors a ne peut pas étre inversible, ce qui montre que 0 € Spec(a). D’autre part,
si A € C*, a — Al 4 est inversible, d’inverse

(@a= M)t =-2AT1a -2 =AY (A a)h
=0

Ceci montre que Spec(a) = {0}. Réciproquement, si Spec(a) = {0}, comme C \ {0} est encore
une famille non dénombrable, argument ci-dessus montre qu’il existe un polyndéme P € CJ[t] non
constant tel que P(a) = 0. Ce polyndéme P admet sur C une factorisation de la forme

Pty=ct"(t—aq)...(t —ay),

¢ ai,. .., ap € C*. Comme chaque a—a;1 4 est inversible, on en déduit que n > 0 et ™ =0. O

B.II Lemme de Schur

Soit A une C-algebre. Nous allons utiliser le résultat de la section précédente pour montrer le

Théoréme. Soit M un A-module simple et un C-espace vectoriel. On a alors
a) End g (M) est une algébre d division.

b) Si la dimension de M sur C est au plus dénombrable, on a
EndA(M) ~ C.
11 suffit pour cela que la dimension de A soit au plus dénombrable.

Démonstration. Soit 0 # f € End(M). Comme ker f et Im f sont des sous-modules de M, et
que M est simple, on a ker f =0 et Im f = M. Ceci montre que f est inversible.

Montrons maintenant que si la dimension de A est au plus dénombrable, il en est de méme
de celle de M. Considérons m € M tel que A-m # 0 et

A— M, a—a-m.

Comme M est simple, A-m = M et donc M est de dimension au plus dénombrable sur C.

De méme, démontrons b) : considérons
Ends(M) — M, [~ f(m).

Comme f(a-m) =a- f(m) et que A-m = M, on voit que f est déterminé par f(m), et donc
que le morphisme ci-dessus est injectif. On en déduit que la dimension de End 4(M) est au plus
dénombrable. Le théoréeme d’Amitsur, montre alors que End 4 (M) ~ C. O
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B.III Lemme de séparation

Soit A une algebre sur C. Nous avons le résultat de séparation suivant :

Lemme. Soit A une algebre sur C de dimension dénombrable. Soit a un élément non nilpotent
de A. Alors il existe un module simple d gauche M tel que a - M # 0.

Démonstration. Quitte & remplacer A par A = A® 14, on peut supposer que A admet une unité.
Comme a est non nilpotent, d’aprés le théoréeme d’Amitsur [B.] et sa démonstration, il existe
A € C* tel que a — A1 4 non inversible & gauche. Alors

A— A, b bla—Aly)

n’est pas surjectif (14 n’est pas atteint) et le module N = A/A(a — A14) est donc non nul.
Comme N est de type fini, d’apres la proposition [A-VI.3] N admet un quotient simple M. On
a alors a - M # 0. En effet, si M = N/I, ou I est un sous-module de N, et si T est I'image
inverse de I dans A, alors I est un ideal de A qui contient A(a — A1,). Si de plus, on suppose
que a- M =0, alors I contient a - A. Mais alors I contient a — (a — A1) = Al4, donc contient
1,4 et donc I = A. Comme M ~ A/I, on aboutit & une contradiction. O
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Annexe C

Algebre linéaire

C.I Sous-algébres commutatives de End(V)

On démontre le résultat suivant sur les sous-algebres commutatives de End(V) :

Lemme. Soit V un espace vectoriel sur C de dimension k et soit R une sous-algébre commutative
de End(V) engendrée parl éléments ay,...,a; et Uidentité. Alors dim R < fi;(k) = k227

Démonstration. Considérons les sous-espaces caractéristiques de ’endomorphismes a;. Ce sont
des sous-espaces stables sous 'action de R. Décomposons chacun d’eux en sous-espaces ca-
ractéristiques pour I'action de as. On obtient une décomposition plus fine en sous-espaces stables
sous l'action de R. Reitérons l'opération jusqu’a a;. On décompose ainsi V' en somme directe
de sous-espaces stables sous l'action de R, disons m sous-espaces de dimension kq,...,k,,, ou
chaque a; est la somme d’un opérateur scalaire et d’un opérateur nilpotent. Comme 2 — 2% > 1,
fi est convexe, d’ou

filk) > filkh) + -+ filkm)

et il suffit de démontrer le lemme pour chaque sous-espace. On peut donc supposer que les a;
sont sommes d’un opérateur scalaire et d’un opérateur nilpotent. Il est clair que 'on peut aussi
remplacer les a; par leurs parties nilpotentes, et donc en définitive supposer ceux-ci nilpotents.

Notons ¢;(k) la plus grande dimension possible d’une sous-algébre commutative R de End(V)
engendrée par [ éléments a1, ..., a; nilpotents et 'identité.

Soit I Iidéal de R engendré par les a; et posons V; = I* - V. On a donc une suite
{0}=VyCcVp1C---CcVicVy=V

de sous-espaces de V. Soit W un supplémentaire de V; dans V et soit s sa dimension. Comme
I’ - W engendre V; mod V11, il est clair que R- W = V. Donc chaque a € R est déterminé par
sa restriction & W. On en déduit que dim R < sk, d’ot ¢;(k) < sk. Soit R’ la sous-algebre de R
engendrée par as,...,a; et 'identité, et R” 1'idéal engendré par ai, de sorte que R = R’ + R".
On a dim R’ < ¢;_1(k), et d’autre part, comme a; -V C Vi, dim R” est plus petite ou égale a la
dimension de la restriction de R & V; et donc plus petite que ¢;(k — s). Comme ¢; est croissante,
ona ¢k —s) < ¢ (|k—oi(k)/k]) (x| désigne la partie entiere du réel ) d’ou

o1(k) < di(Lk — ou(k)/k]) + di—1().
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Nous allons maintenant conclure par récurrence sur [ et k, en remarquant que pour tout [,
le cas k = 1 est trivial (¢;(1) = 1 pour tout ). Supposons donc par I'absurde que ¢;(k) > fi(k)
pour un certain [ > 1 et un certain k£ > 2, en supposant 'inégalité du lemme établie pour tout
couple (I', k') avec I’ < I, oul’ =1l et k¥’ < k. On a alors, d’apres I'inégalité démontrée ci-dessus

filk) < gu(k) < du(|k — gu(k)/k]) + d1—1(k),

et d’apres 'hypothese de récurrence

filk) < fillk — ¢u(k)/k]) + fi—1(k).

Comme on a supposé ¢;(k) > fi(k), k— ¢i(k)/k > k — fi(k)/k, et la fonction f; étant croissante,
on obtient

filk) < fi(k — ¢u(k)/k) + fie1(k) < filk — fi(k)/k) + fi—1(K).

Montrons que ceci meéne a une contradiction. Posons € = 1 — [. L’inégalité ci-dessus est

g_gey 2-2°

K22 < (k - ) 422
ou encore
€ 2-2°¢ € e+1 € €
L (1=02) 7 R < (1) e
On obtient .
1- k2 < (1 . k*Q‘) ,
ce qui est impossible car 0 < 1 — k2" < 1et 2 —2°¢ > 1. O

C.IT Endomophismes stables

Définition. Soient V' un espace vectoriel sur C et ¢t € Endc(V). On dit que ¢ est stable si
kert = kert? et Imt = Im¢?. On dit que ¢ est finalement stable s’il existe n € N* tel que t" soit
stable. On utilise la méme terminologie pour des endomorphismes de B-modules, ou B est une
C-algebre.

Lemme. (i) Soitt € Endc(V). Alors t est stable si et seulement si

V =kert®Imt.

(ii) Considérons le diagramme commutatif

AL Y.c 0
fAl fsl fci
A B C 0
¢ P

ou les lignes sont exactes et les endomorphismes fa et fp stables. Alors fo est stable.
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(#i7) Considérons le diagramme commutatif

0 A B C

fA\L fsl fcl

0 A B C
@ »

ot les lignes sont exactes et les endomorphismes fp et fo stables. Alors fa est stable.

(iv) Supposons t € Endc (V) finalement stable. Alors les suites Ny, = kert* et I}, = Imt* sont
respectivement croissante et décroissante, toutes deux stationnaires d partir du premier indice kg
tel que Ny, = Nigy1 ou Iy = Iy

Démonstration. (i) Si t est stable, et si v € kert N Im¢, écrivons v = t(w), pour un certain
w € V. On a alors t(v) = t*(w) = 0, donc w € kert? = kert, soit v = t(w) = 0. Ceci
montre que kert NIm¢ = {0}. Montrons maintenant que tout v € V' est dans ker¢ + Im¢. On a
t(v) € Imt = Im 2, donc t(v) = t?(w) pour un certain w € V. On a alors t(v — t(w)) = 0, soit
v — t(w) € kert, ce qui établit ’assertion. Réciproquement, si V' = kert @ Im ¢, alors pour tout
v € kert?, t(v) € kert NImt = {0}, d’ott v € kert, et donc kert? C kert. L’inclusion dans autre
sens étant triviale, on obtient kert? = kert. De méme si v = t(w) € Imt, on éerit w = wo + w,
avec wy € kert et w, € Imt, et l'on obtient v = t(wg + wy) = t(w,) € Im¢2. Ainsi Im¢ C Im 2,
et donc Imt? = Im¢. L’endomorphisme ¢ est donc stable.

(i4) Soit ¢ € C. Comme 1 est surjective, il existe b € B tel que (b) = ¢. Comme fp
est stable, d’aprés (7), on peut écrire b = by + by avec by € ker fp et b, € Im fg. On a alors

¢ =1(bo) + ¥ (bs) avec fo(ih(bo)) = ¢ (fp(bo)) = 0, donc ¥(bo) € ker fe, et 1(bs) € ¢¥(f(B)) =
fe(@(B)) C Im fe. Ceci montre que C = ker fo + Im fc.

Supposons ¢ € ker fo N Im fo. Ecrivons ¢ = fo(c), avec ¢ = (b)) + »(bl,), by € ker fp et
b, € Im fg. On obtient

c= fe(d) = fe(bg)) + fe (@ (L) = (b)) + ¢ (fB (b)) = P (fB (D))
De plus, fo(¢) = 0 donne
0= fole) = fe((fpb)))) = Y(fE (L)

Ainsi f3(b,) € kery) = Im ¢. 1l existe donc a € A tel que f2(b,) = ¢(a). En écrivant a = ag + a.,
avec ag € ker f4 et a. € Im f4, on obtient

FB L) = ¢(ao) + d(ax).
Or fp(¢(ao)) = ¢(falag)) = 0, donc ¢(ag) € ker f5, et
P(ax) € ¢(fa(4)) = fB(¢(A)) C Im f5.
Comme B = Im fp @ ker fz, on en déduit que ¢(ag) = 0 et
F() = d(a) = d(fa(a’)) = fu(e(a))
pour un certain a’ = fa(a”) € Im f4. Ceci donne

fB(,) — ¢(fa(a”)) = fe(b, — #(a")) € ker fp NIm fp = {0}.
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On peut conclure que
c=¥(fp(b))) =(é(d)) =0,
et donc ker fo NIm fo = {0}.

(#i1) Supposons que a € ker f4 N Im f4. Alors ¢(a) € ker fp car fp(p(a)) = ¢(fa(a)) =0
et ¢p(a) € Im fp car ¢(a) € ¢(fa(A)) = fe(¢(A)). Comme fp est stable, d’apres (i), on a alors
¢(a) =0, d’olt @ = 0 car ¢ est injective. Ceci montre que ker f4 N Im f4 = {0}.

Nous voulons montrer maintenant que tout a € A est dans ker f4 + Im f4. Ecrivons ¢(a) =
bo + fB(bs) avec by € ker fg, et b, € Im fp, ce qui est loisible puisque fp est stable. Supposons
que

(C.II.1) bg € Im¢p =kertp, b, € Im¢o = ker,
et soient ag, ax € A tels que by = ¢(ag), bx = ¢(ax). On a alors

¢(a) = d(ao) + fe(d(ax)) = ¢(ao + falax)),

et comme ¢ est injective, a = ag + fa(a.). D’autre part

0= fB(bo) = fB(d(aon)) = ¢(falao)),

d’olt comme ¢ est injective, fa(ag) = 0, et donc ag € ker f4. Ainsi a € ker f4 + Im f4. Il reste &

prouver . On a
¥(o(a)) = 0=1(bo + fu(bs)) = 1(bo) + (B (bs)).

Or fo(¥(bo)) = ¢(fB(bo)) = 0, dou (ko) € ker fo et ¢(fp(bs)) = fo(¢(bs)) € Im(fc).
Comme fc est stable, on en déduit ¥(by) = 0 et ¥(fp(bs)) = fo((bs)) = 0. Ceci montre que
bo, fB(bx) € ker . Posons ¥(b,) = ¢ + ¢4, avec ¢y € ker fo et ¢, € Im f. On a alors

fe(W(be)) = ¢(fB(bs)) = 0= fo(co +cx) = fo(ew).
On voit alors que ¢, € Im fo Nker fo = {0}. On obtient ¥ (by) = ¢y € ker fo NIm fo = {0}, et
donc b, € ker .

(iv) Il est clair que les suites Ny et I sont respectivement croissante et décroissante, et
par hypothese, elles deviennent toutes deux stationnaires a partir d’un certain rang. Posons
Ej = Niyi1/Ny, et Fy, = I1,/I}.+1. La restriction de t* & Ny est & valeurs dans Iy, nulle sur Ny,
et induit donc un morphisme t* : Ej, — Fy. Le noyau de ce morphisme est Ny + (ImtN Ny 1)/N
et son image est Ip1 + t*(Npy1)/Tni1.

On a aussi un morphisme ¢ : Ey,1 — Fj induit par
t
Niq2 = Ngg1 — Niy1 /Ny = Ej,

dont le noyau est exactement Ny 1. Le morphisme ¢ est donc injectif, d'image Ni+t(Ng12)/Ng =
Ny + (Imt n Nk+1)/Nk-

Enfin, on a un morphisme ¢ : Fj, — Fj 1, induit par
t
Iy = Inyr — Iy /Iryo = Figa

dont le noyau contient Ij 1. Le morphisme ¢ est surjectif, de noyau Ij; + t* (Ni41)/Tiq1-
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Ainsi, on a construit une suite exacte
t e t
0= FExy1 > Ey = F,— Fry1 —0

On en déduit immédiatement que la suite Ny devient stationnaire des le premier indice kg
tel que Ny, = Ng,+1 et qu’il en est de méme de la suite F. Supposons que le suite N devienne
stationnaire a partir de l'indice kg. Alors Ey = 0 pour tout k > ko, et 'on déduit de la suite
exacte ci-dessus que F}, ~ Fy11 pour tout k > kg. Comme la suite I, devient stationnaire a partir
d’un certain rang, pour k assez grand Fj = 0, et ceci montre que Fy = 0 pour tout k > kg. La
suite I devient donc stationnaire avant la suite I, mais le méme argument pouvant étre utilisé
dans l'autre sens, on en déduit 'assertion finale du (iv).

O

Proposition. Soit B une C-algebre commutative noethérienne , et L un B-module de type fini.
Soit a € Endg(L) et supposons que le localisé (Lq, @) de L en a (voir[A.IIL 1], exemple 5) soit un
B-module de type fini. Alors a est finalement stable. Soit n € N* tel que a™ soit stable, et soient
K =kera™, I =Ima". Alors L = K @I et le localisé (Ly,a) est isomorphe a (I,ar).

Démonstration. On peut munir Endg(L,) d’une structure de B-module par

(b-d)(v) =b-(p(v)) =d(b-v), (¢€Endp(Ly),be B,v € Ly).

Comme L, est un B-module de type fini, il est facile de voir que Endp(L,) aussi, et donc on
peut trouver des éléments b; € B, i =1,...,m tels que

a ™+ ba " 4 by =0

dott @t = —(by + baa + - + ba™ ), et donc @~ € Bla]. Montrons que le morphisme
t: L = L, (AJIL1] exemple 5) est surjectif. Il est clair que a stabilise ¢(L), et comme a~1 €
Bla], a~* stabilise ¢(L) et aj,(z) est donc inversible. Considérons le couple (¢(L),a). Il est aussi
manifestement solution du méme probleme universel que (L,,a). On en déduit la surjectivité de
L.

On utilise maintenant le lemme et le corollaire qui montrent que (L, @) est isomorphe
a (L',d),on L' = L/K, avec K = U,i,ykera”. Comme L, et L sont des B-modules de type
fini, K aussi. Par conséquent, il existe un entier n non nul tel que K = ker a™. Posons I = Im a™.
On a alors L = K @ I. Comme ¢ est surjectif, il induit un isomorphisme (I, a™) ~ (L,,a™). Or
a™ est inversible, et donc a; est inversible. O

C.III Représentations de Z¢

Soit V' un espace vectoriel sur C de dimension finie, et uq,...,uq des endomorphismes inver-
sibles de V' commutant deux a deux. Ceci est équivalent a la donnée d’une représentation U du
groupe abélien Z? dans V,

. — n n.
U: n=(niy,...,ng) —uf* o---uy®.

Fixons v € V et A € V* et formons le coefficient matriciel

F:7%=C, F(n)=AU(n)-v).
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Proposition. I existe des caractéres x1, ..., x1 de Z% et des polynémes Q1, . .., Q; dans C[X1, ... X ]

tels que
1
n) = Y () w)

Démonstration. Les u; commutants deux a deux, ils admettent des sous-espaces propres com-
muns, et si z1,...,2q sont les valeurs propres respectivement de uq,...,uq sur I'un de ces sous-
espaces propres, alors U(n) agit sur ce sous-espace propre comme le scalaire

x(n) =z .. 20", n=(ni,...nq) € Z%).

Soient x1,...x: tous les caractéres de Z? deux a deux distincts ainsi obtenus, le caractére y;

étant donné par un d-uplet (zgj ). z((ij )) de nombres complexes non nuls.
Choisissons une base de triangularisation commune des u1, ..., uq de telle sorte que pour tout

n € Z4, la matrice A(n) de U(n) dans cette base soit diagonale par bloc, de blocs A;(n), A;(n)
étant une matrice triangulaire supérieure dont les éléments diagonaux sont de la forme x;(n),
j=1,...,1. Il suffit de montrer que les coefficients de la matrice A(n) sont de la forme voulue,
et pour cela, il suffit de le faire pour chaque bloc A;. On fixe donc j. Notons (e, ..., eq) la base
canonique de Z%. On a alors

Aj(er) = 21d+ ND), (k=1,...,d)

ou les N,gj ) sont des matrices triangulaires supérieures strictes (donc nilpotentes), commutant
deux a deux. Ceci nous donne

ﬁ( (Id + N )) ﬁld+N(J) i
i=1

i=1

J(B)E (Id+ (?)N + @)Nf n (’;’i>Ni3+...>

la somme étant finie, puisque les IN; sont nilpotentes. Les coefficients binomiaux étant des po-
lyndémes en les n;, ceci termine la démonstration. O
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isomorphisme, 283
de Mackey, 97

J
Jacquet (lemme de), 201
(généralisé), 223
Jordan-Hoélder, 71, 302

L
Langlands (lemme de), 133
lemme géométrique, 184
limite, 294
lisse, 68
localement libre, 219
localisé, 225, 290
longueur finie, 71

M

maximal

(sous-groupe de Levi), 142
mesure invariante, 56
modulaire

(fonction ou caractére), 55
monomorphisme, 284
morphismes d’adjonction, 298

N
noethérien (objet), 285
noethérienne (catégorie), 213, 285
non dégénéré
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(module), 7
noyau, 286
nul (objet), 286

(0}
objet quotient, 284
opérateur d’entrelacement, 69
orthogonalité de Schur, 116

P

petit (objet), 307
plein (foncteur), 288
poids fondamentaux, 130
PQ-réguliere, 268
presque direct (produit), 122
probleme universel, 288, 289
progénérateur, 306
projectif, 306

(module), 30
pseudo foncteur d’oubli, 19

R

radical, 120
radical unipotent, 120
représentation

compacte, 103

de carré intégrable, 115

hermitienne, 112

lisse, 68

unitaire, 113
restriction parabolique, 155
réciprocité de Frobénius, 86

S
Schur (lemme de), 73
scindée
(représentation), 208
seconde adjonction, 230
section, 39
simple, 302
sous-groupe de Levi, 127
standard, 129
sous-groupe parabolique, 127
semi-standard, 129
standard, 129
sous-objet, 284
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spectre maximal, 215
spécialisation, 216
suite de composition, 71
supercuspidale, 156
support
d’une distribution, 36
d’une fonction, 35
d’une section, 43
support d’inertie, 206
systeme filtrant d’idempotents, 7
systeme inductif, 296
systeme projectif, 295
série discrete, 115

T
théoreme de décomposition, 208
théoreme de Howe, 204
transformation naturelle, 287
triplet parabolique, 138
type fini (objet), 285

U
uniformisante, 119
unimodulaire, 55
union, 284
unitaire

(anneau), 6
(caractere), 68
(module), 6
(représentation), 113

\%
valuation, 119
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