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Résumé. — Cet ouvrage offre un panorama sur les inégalités de Sobolev loga-
rithmiques dont le champ d’application n’a cessé de crôıtre au cours des dernieres
années, de l’analyse et la géométrie en dimension finie et infinie, aux probabilités et
à la mécanique statistique.

Ce texte, composé de chapitres à la lecture automone, constitue une introduc-
tion accessible au plus grand nombre sur divers aspects de l’étude de ces inégalités.
L’exemple fondamental des lois de Bernoulli et Gauss est l’occasion d’introduire,
d’après Gross, les inégalités de Sobolev logarithmiques. Les propriétés d’hypercon-
tractivité et de stabilité par produit tensoriel forment un aspect caractéristique de ces
inégalités qui s’insèrent en fait dans la famille plus large des inégalités de Sobolev
traditionnelles.

Un thème abordé est celui du critère de courbure et dimension, qui constitue un
outil efficace pour l’obtention d’inégalités fonctionnelles, suivi d’un autre sur une
caractérisation des mesures vérifiant des inégalités de Sobolev logarithmiques et de
Poincaré sur la droite réelle à l’aide des inégalités de Hardy.

Sont étudiées ensuite les interactions avec divers domaines de l’analyse et des pro-
babilités. Parmi elles, le phénomène de concentration de la mesure, utile aussi bien en
géométrie, en probabilités discrètes, en combinatoire et en statistique. Suivent les re-
lations récentes entre inégalités de Sobolev logarithmiques et inégalités de transport,
qui fournissent également une autre approche de la concentration ; puis un contrôle
des vitesses de convergence vers l’équilibre de châınes de Markov sur des espaces finis
au moyen des constantes de trou spectral et de Sobolev logarithmique. Le dernier
chapitre est une relecture moderne de la notion d’entropie en théorie de l’information
et de ses liens multiples avec la forme euclidienne de l’inégalité de Sobolev loga-
rithmique gaussienne, faisant remonter la genèse de cette inégalité aux travaux de
Shannon et Stam.

L’accent est mis sur les méthodes et les propriétés examinées, plutôt que sur les
cadres d’études les plus généraux. La bibliographie, sans être encyclopédique, tente
de faire un point assez complet sur le sujet, avec notamment les dernières références
en la matière sur chacun des chapitres.
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Abstract (On logarithmic Sobolev inequalities). — This book is an overview
on logarithmic Sobolev inequalities. These inequalities turned out to be a subject of
intense activity during the past years, from analysis and geometry in finite and infinite
dimension, to probability theory and statistical mechanics, and many developments
are still to be expected.

The book is a pedestrian approach to logarithmic Sobolev inequalities, accessible to
a wide audience. It is divided into chapters of independent interest. The fundamental
example of the Bernoulli and Gaussian distributions is the starting point to loga-
rithmic Sobolev inequalities as they were defined by Gross in the mid-seventies.
Hypercontractivity and tensorisation form two main aspects of these inequalities, that
are actually part of the larger family of classical Sobolev inequalities in functional
analysis.

A chapter is devoted to the curvature-dimension criterion, which is an efficient tool
to establish functional inequalities. Another chapter describes a characterization of
measures which satisfy logarithmic Sobolev or Poincaré inequalities on the real
line, using Hardy’s inequalities.

Interactions with various domains in analysis and probability are developed. A first
study deals with the concentration of the measure phenomenon, useful in statistics
as well as geometry. The relationships between logarithmic Sobolev inequalities and
the transportation of measures are considered, in particular through their approach
to concentration. A control of the speed of convergence to equilibrium of finite state
Markov chains is described in terms of the spectral gap and the logarithmic Sobolev
constants. The last part is a modern reading of the notion of entropy in information
theory and of the several links between information theory and the Euclidean form
of the Gaussian logarithmic Sobolev inequality. The genesis of this inequalities can
thus be traced back in the early contributions of Shannon and Stam.

This book focuses on the methods and the characteristics of the treated properties,
rather than the most general fields of study. Chapters are mostly self-contained. The
bibliography, without being encyclopedic, tries to give a rather complete state of the
art on the topic, including some very recent references.
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PRÉFACE

Cet ouvrage présente un panorama, sous forme d’introduction accessible au plus
grand nombre, autour des inégalités de Sobolev logarithmiques. Il a été rédigé par
les membres d’un groupe de travail consacré à ce thème à l’Université Paul-Sabatier
de Toulouse lors du printemps 1999.

Les inégalités de Sobolev logarithmiques sont devenues un outil majeur de l’ana-
lyse en dimension infinie, tout en jouant aussi un rôle en dimension finie. Nées au
début des années soixante-dix avec les travaux sur l’hypercontractivité de Nelson en
théorie quantique des champs, elles prennent le nom qu’elles portent aujourd’hui de-
puis l’article fondateur de Gross en 1975. Celui-ci établit notamment dans ce travail
l’équivalence fondamentale entre hypercontractivité et inégalité de Sobolev logarith-
mique, et met en évidence les premiers exemples de mesures (de Bernoulli et de
Gauss) pour lesquelles on dispose d’une telle inégalité. La notion d’entropie, partie
prenante de la définition d’inégalité de Sobolev logarithmique, trouve néanmoins ses
origines vingt cinq années plus tôt en théorie de l’information grâce aux travaux de
Shannon. Une lecture moderne (menée en particulier dans ces notes) fait apparâıtre
que l’inégalité de Sobolev logarithmique pour les mesures gaussiennes est en fait
déjà présente dès les années soixante, dans les travaux de Stam et Blachman en
théorie de l’information !

Les inégalités de Sobolev logarithmiques ont d’abord été établies dans le cadre
gaussien. Elles ont été ensuite étendues à des situations de plus en plus générales en
même temps que leur utilité dépassait largement le cadre de la théorie quantique des
champs. Pour les introduire, rappelons brièvement la notion d’inégalité de Sobolev.
Dans l’espace euclidien de dimension n (> 3), il est bien connu qu’une fonction dont
le gradient est de carré intégrable est en fait dans l’espace Lp, avec p = 2n/(n − 2).
Plus précisément, l’espace de Sobolev H1 se plonge dans Lp à l’aide d’une inégalité
(de Sobolev) qui affirme l’existence d’une constante Cn (explicite et optimale) telle
que, pour toute fonction dérivable, on ait

[∫

Rn

|f |2n/(n−2)
dx

](n−2)/n

6 Cn

∫

Rn

|∇f |2 dx.
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Cette inégalité possède des variantes, renforcée sur l’espace hyperbolique, et plus faible
sur les sphères. De même, sur une variété M riemannienne compacte de dimension n,
et pour la mesure de Riemann associée µ(dx), nous pouvons trouver des constantes
A et B dépendant de la variété telles que, pour toute fonction dont le gradient soit
de carré intégrable, on ait

[∫

M

|f |2n/(n−2)
µ(dx)

](n−2)/n

6 A

∫

M

f2µ(dx) + B

∫

M

|∇f |2 µ(dx).

Des inégalités analogues ont lieu sur les ouverts de Rn, et sur ceux des variétés rie-
manniennes dont la géométrie est suffisamment contrôlée.

Ces inégalités sont très utilisées dans le contrôle des solutions de nombreux types
d’équations aux dérivées partielles, ainsi que dans des problèmes d’existence de solu-
tions, car elles donnent en fait des compacités de plongements des espaces de Sobolev
dans des espaces Lp.

Malheureusement, ces inégalités cessent d’être valides si l’on remplace par exemple
la mesure de Lebesgue de Rn par la mesure gaussienne, ou par d’autres mesures
qui n’ont pas une densité bornée supérieurement et inférieurement. D’autre part, elles
dépendent de la dimension et sont par conséquent inutilisables dans tous les problèmes
faisant intervenir un nombre infini de variables, comme par exemple les problèmes issus
de la mécanique statistique, des systèmes de particules en interaction, de l’analyse en
dimension infinie, sur les espaces de chemins ou de lacets.

L’exemple gaussien est emblématique du concept même d’inégalité de Sobolev
logarithmique. Cet exemple concentre à lui seul toutes les difficultés inhérentes à la
dimension infinie. Pour la mesure gaussienne standard γn(dx) sur Rn, l’inégalité de
Sobolev logarithmique indique que pour toute fonction f suffisamment régulière,

∫

Rn

f2 log f2 γn(dx) 6
∫

Rn

f2 γn(dx) log
∫

Rn

f2 γn(dx) + 2
∫

Rn

|∇f |2 γn(dx).

Dans ce cadre, si une fonction est de carré intégrable ainsi que son gradient, elle est
seulement dans l’espace L2 log L2. Le plongement de Sobolev dégénère donc en un
facteur logarithmique. En revanche, cette inégalité est indépendante de la dimension,
et se prolongera ainsi aisément à des situations de dimension infinie.

Nous avons là un exemple typique de situation où apparâıt une inégalité de Sobo-
lev logarithmique. Elle s’étendra à de nombreuses autres situations en faisant varier
les mesures, ou le gradient en changeant de structure riemannienne. On remplacera
alors la constante 2 par d’autres constantes dépendant du modèle considéré.

L’un des avantages principaux des inégalités de Sobolev logarithmiques est leur
propriété de tensorisation : leur existence sur deux espaces distincts assure leur validité
sur l’espace produit avec pour constante le maximum des constantes initiales. Cette
propriété, qui n’est pas valable pour les inégalité de Sobolev classiques, constitue la
clé du passage en dimension infinie.

En dépit de son caractère infini-dimensionnel, les premiers travaux autour des in-
égalités de Sobolev logarithmiques restent plutôt orientés autour d’une analyse de
dimension finie. Citons, par exemple, en analyse de Fourier, les travaux de Beck-
ner sur la constante optimale de la norme Lp de la transformée de Fourier, ou
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PRÉFACE ix

les premiers critères de convexité (critère Γ2) de Bakry et Emery dans l’analyse
géométrique des diffusions. Plus récemment, les résultats de Diaconis et Saloff-
Coste font un usage important de l’outil des inégalités de Sobolev logarithmiques
dans l’étude de la convergence vers l’équilibre de châınes de Markov sur des espaces
finis. Enfin, une inégalité de Sobolev classique est équivalente à la donnée d’une
famille d’inégalités de Sobolev logarithmiques (sous une forme un peu plus faible
que celle donnée plus haut). Les inégalités de Sobolev logarithmiques permettent
donc aussi l’analyse de propriétés dépendant effectivement de la dimension, comme
par exemple le comportement du noyau de la chaleur en temps petit. Cette direction
a été particulièrement développée par Davies.

Contrairement aux inégalités de Sobolev, les inégalités de Sobolev logarith-
miques ne donnent pas immédiatement des résultats de compacité, ou des résultats
de compacité trop faibles pour pouvoir être exploités directement. La clé de leur utili-
sation réside dans la propriété d’hypercontractivité. Plus précisément, la donnée d’un
gradient et d’une mesure est en fait la donnée d’un semi-groupe de Markov associé
(ou encore d’un espace de Dirichlet). L’inégalité de Sobolev logarithmique est
alors équivalente à une propriété de régularisation de ce semi-groupe : en tant que
semi-groupe d’opérateurs, il envoie pour pour les temps assez grands l’espace L2 dans
l’espace Lp, avec des constantes et des normes qui reflètent exactement la constante
de l’inégalité de Sobolev logarithmique. Par exemple, pour le semi-groupe (Pt)t>0

d’Ornstein-Uhlenbeck de mesure invariante la mesure gaussienne canonique γn,

‖Pt‖p→q 6 1,

dès que 1 < p < q < +∞ et et >
√

(q − 1)/(p− 1). Cette propriété régularisante
d’hypercontractivité joue un rôle crucial dans beaucoup de questions relatives à la
vitesse de convergence à l’équilibre. En effet, alors que les propriétés spectrales ne
fournissent que des convergences exponentielles en norme quadratique, l’hypercon-
tractivité peut renforcer ces dernières en norme uniforme ou en variation totale pour
fournir des estimations quantitatives efficaces dans les problèmes d’évolutions.

D’autres outils sont venus depuis se joindre aux inégalités de Sobolev logarith-
miques pour l’analyse des espaces de Dirichlet. L’argument de Herbst jette un
pont entre les inégalités de Sobolev logarithmiques et les inégalités de concentration
pour les mesures produits de Talagrand. Cette étude se poursuit aujourd’hui sous
l’angle des inégalités de transport (de mesures). Ces dernières réactivent à cette occa-
sion les liens évoqués plus haut, et très anciens donc, avec la théorie de l’information.

Avec la mécanique statistique et l’analyse sur les espaces de chemins et de lacets, les
inégalités de Sobolev logarithmiques démontrent leur importance et leur efficacité
en dimension infinie. Les résultats de Stroock et Zegarlinski sur les inégalités de
Sobolev logarithmiques pour les systèmes de spins mettent en évidence les liens avec
les conditions de mélange de Dobrushin-Shlosman et développent les applications
à l’existence et l’unicité de mesures de Gibbs en volume infini. Les diverses contribu-
tions dans le cadre de l’analyse sur les espaces de chemins et lacets font apparâıtre
des enjeux géométriques et topologiques. Récemment, Gross a mené à bien un exa-
men complet de l’hypercontractivité complexe par le biais des inégalités de Sobolev
logarithmiques.
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Il est important de noter qu’il est difficile de décrire un cadre simple qui englobe
l’ensemble des situations où les objets évoqués précédemment sont utilisés, sans entrer
dans des considérations techniques abstraites où le lecteur aurait toutes les chances
de se perdre. C’est pourquoi les auteurs de cet ouvrage ont fait le choix de supposer
l’existence d’une algèbre de fonctions stable par le semi-groupe et le générateur infi-
nitésimal associé. Cette hypothèse technique dite d’® algèbre standard Ż, qui s’avère
délicate à établir dans le cadre général, est néanmoins facilement vérifiée dans les cas
les plus simples. Par exemple, pour un semi-groupe de Markov sur un ensemble fini,
on pourra choisir pour algèbre l’ensemble de toutes les fonctions, alors que pour le
semi-groupe de la chaleur d’une variété compacte, on pourra prendre l’ensemble de
toutes les fonctions de classe C∞. Pour le semi-groupe de la chaleur de Rn, on pourra
choisir l’ensemble des fonctions à décroissance rapide, et pour celui d’Ornstein-
Uhlenbeck l’ensemble des fonctions à croissance lente. En revanche, sur une variété
non-compacte, les fonctions à support compact ne sont pas préservées par le semi-
groupe de la chaleur, et il faut (sans doute) trop de contrôle sur la géométrie pour
que le semi-groupe de la chaleur préserve les fonctions à décroissance rapide.

Néanmoins, ce cadre réducteur permet de donner des schémas de démonstration
simples dans un cadre unifié. La plupart des résultats présentés ici ne demandent pas
en fait que toutes les conditions de l’algèbre standard soient réalisées. On peut aussi
souvent s’y ramener dans des situations particulières. En mécanique statistique, par
exemple, on peut établir d’abord des résultats sur des bôıtes finies indépendamment
de leur taille et passer ensuite à la limite. Sur les espaces de chemins, on pourra
travailler d’abord sur les fonctions ne dépendant que d’un nombre fini de coordonnées.
Sont présentés dans le texte des exemples où l’on s’affranchit explicitement de ces
stabilités par le générateur et le semi-groupe postulées dans l’algèbre standard.

Cet ouvrage ne constitue pas une somme exhaustive sur le thème des inégalités de
Sobolev logarithmiques. En particulier, l’étude de ces inégalités dans les cadres de la
mécanique statistique et de l’analyse sur les espaces de chemins, d’un développement
récent, n’est pas abordée. Conçu comme une introduction multiforme, il a pour but
de rassembler les bases essentielles en une suite d’exposés, simples et directs, sur des
thèmes variés. Le lecteur pourra trouver une introduction aux inégalités de Sobolev
logarithmiques en mécanique statistique dans le cours d’initiation de Royer [Roy99],
les notes de synthèse de Guionnet et Zegarlinski [GZ00] et le cours de Helffer en
analyse semi-classique [Hel98] ; et dans l’article de Hsu [Hsu99] les résultats récents
autour des inégalités de Sobolev logarithmiques sur les espaces de chemins et de
lacets.

Chaque chapitre est pour l’essentiel autonome. Le premier présente principale-
ment et de façon élémentaire l’inégalité de Sobolev logarithmique pour la loi de
Bernoulli, puis, par tensorisation et application du théorème de la limite centrale,
celle pour la loi de Gauss. Le second chapitre est consacré au théorème de Gross
qui établit l’équivalence entre inégalité de Sobolev logarithmique d’un générateur
infinitésimal et hypercontractivité du semi-groupe associé. Il est l’occasion d’une in-
troduction aux notions de semi-groupe et de générateur infinitésimal et définit en
particulier l’hypothèse d’algèbre standard en vigueur dans l’ensemble de l’ouvrage.
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PRÉFACE xi

Le chapitre suivant traite des propriétés de stabilité par produit des inégalités de So-
bolev logarithmiques, à la source des développements en dimension infinie. Il aborde
également les questions de perturbation. Ces trois chapitres évoquent en parallèle les
propriétés correspondantes des inégalités de trou spectral ou de Poincaré. Le qua-
trième chapitre présente des familles d’inégalités fonctionnelles qui interpolent entre
inégalités de Sobolev logarithmiques et inégalités de Sobolev traditionnelles, ainsi
que la traduction de ces dernières sur la décroissance des noyaux de transition du
semi-groupe sous forme d’ultracontractivité. Le chapitre cinq est entièrement consa-
cré au critère de courbure-dimension, qui constitue un outil efficace pour l’obtention
d’inégalités de Sobolev (classiques et logarithmiques). Le chapitre suivant expose des
caractérisations des inégalités de Sobolev logarithmiques et de Poincaré pour des
mesures sur la droite réelle à l’aide des inégalités de Hardy en analyse classique. Des
exemples d’applications illustrent l’efficacité de ces critères. Le chapitre sept établit le
lien entre inégalité de Sobolev logarithmique et phénomène de concentration de la
mesure à l’aide de l’argument de Herbst, qui produit des majorations gaussiennes de
la distribution des fonctions lipschitziennes. Les relations récentes entre inégalités de
Sobolev logarithmiques et de transport de la mesure font l’objet du chapitre huit, et
fournissent également une autre approche à la concentration de la mesure. Le chapitre
suivant étudie la vitesse de convergence vers l’équilibre de châınes de Markov sur des
espaces finis au moyen des constantes de trou spectral et de Sobolev logarithmique.
En particulier, cette dernière permet, par l’intermédiaire de la propriété d’hypercon-
tractivité, d’atteindre des vitesses de convergence optimales inaccessibles en général
par des propriétés spectrales. Enfin, le dernier chapitre est une lecture moderne de la
notion d’entropie en théorie de l’information et de ses liens multiples avec la forme
euclidienne de l’inégalité de Sobolev logarithmique gaussienne, faisant remonter sa
genèse aux travaux de Shannon et Stam.

Le style direct de l’ouvrage met volontairement l’accent sur les méthodes et les
caractéristiques des diverses propriétés examinées, plutôt que sur les cadres d’études
les plus généraux. La bibliographie, sans être encyclopédique, fait un point assez
complet sur le sujet, avec notamment les dernières références en la matière sur chacun
des chapitres.

Nous sommes très heureux de préfacer, avec ces quelques lignes, cet ouvrage vi-
vant et plein de frâıcheur sur ce thème des inégalités de Sobolev logarithmiques. Il
constitue une introduction, facile d’accès et d’utilisation, utile à tout lecteur souhai-
tant découvrir ou approfondir ce sujet.

Dominique Bakry, Michel Ledoux,
Toulouse, septembre 2000.
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4.5. Inégalités entropie-énergie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
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9.5. Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156
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CHAPITRE 1

L’EXEMPLE DES LOIS DE BERNOULLI ET DE GAUSS

par Djalil Chafäı

1.1. Introduction

Le concept d’inégalités de Sobolev logarithmiques est né dans les années soixante-
dix à la suite des travaux de Federbush, Faris et surtout Gross, à qui elles doivent
leur nom. Comme nous le verrons dans le chapitre 2, elles apparaissent comme une
reformulation de la propriété d’hypercontractivité de certains semi-groupes. Elles
peuvent également être vues comme une façon de renforcer les inégalités de Poin-
caré, plus traditionnelles en analyse.

Ce premier chapitre est conçu dans le souci de rester abordable au plus grand
nombre et nécessite assez peu de connaissances préalables en analyse et en probabili-
tés. Les notions introduites possèdent de nombreuses généralisations, ramifications et
applications dont certaines font l’objet des chapitres suivants.

Nous commençons par introduire les notions de variance, d’énergie et d’entropie,
puis celles d’inégalités de Poincaré et de Sobolev logarithmique. Nous montrons
ensuite comment obtenir une inégalité de Poincaré à partir d’une inégalité de So-
bolev logarithmique. Le premier résultat concerne la mesure de Bernoulli, pour
laquelle nous établissons ces inégalités avec leurs constantes optimales. Nous passons
ensuite à la propriété de tensorisation de la variance et de l’entropie concernant les
mesures produit. Ce résultat nous permet alors d’obtenir les constantes optimales
pour la mesure gaussienne sur Rn, à partir de celles pour la mesure de Bernoulli,
par application du théorème central limite.

Nous terminons le chapitre par une discussion sur le cas de la mesure de Poisson,
qui ne vérifie pas d’inégalité de Sobolev logarithmique au sens strict, mais plutôt
une version avec une énergie ® modifiée Ż, faisant ainsi poindre la principale différence
technique entre les cadres discrets et continus.



2 CHAPITRE 1. L’EXEMPLE DES LOIS DE BERNOULLI ET DE GAUSS

1.2. Généralités

Dans toute la suite de ce chapitre, (E,F , µ) désignera un espace probabilisé. On
s’intéressera plus particulièrement aux cas E = {0, 1} et E = Rn. La mesure µ sera
alors respectivement une mesure de Bernoulli et la mesure gaussienne standard. On
parlera indifféremment de mesure de probabilité ou de loi.

La mesure de Bernoulli βp de support {0, 1} et de paramètre p ∈]0, 1[ est la
mesure de probabilité suivante

(1.1) βp
déf.= pδ0 + qδ1,

où q = 1 − p et δa désigne la mesure de Dirac en a, qui affecte la masse 1 à tout
ensemble mesurable contenant a et 0 aux autres.

La mesure gaussienne standard γ⊗n sur Rn est la mesure de probabilité définie par

(1.2) dγ⊗n(x) déf.= (2π)−
n
2 e−

|x|2
2 dx,

où dx désigne la mesure de Lebesgue et |·| la norme euclidienne. On parle également
de loi normale, de loi de Gauss, ou tout simplement de ® gaussienne Ż. Elle est
également connue sous le nom de distribution de Maxwell (des vitesses) en physique
mathématique. Dans ce chapitre, on abrègera γ⊗1 en γ. On a alors :

γ⊗n = ⊗n
i=1γ.

On désigne par L2(E, µ) l’ensemble des fonctions mesurables de E dans R, de carré
µ-intégrable. On note Cm

c (Rn,R) l’ensemble des fonctions de Rn dans R de classe Cm

et à support compact et F({0, 1},R) l’ensemble de toutes les fonctions de {0, 1} dans
R.

Pour toute fonction intégrable f de E dans R, on note Eµ(f) l’espérance de f sous
la loi µ, appelée également moyenne de f sous µ, définie par :

Eµ(f) déf.=
∫

E
fdµ.

On dira que la fonction f est centrée (sous µ) lorsque Eµ(f) = 0.

1.2.1. Variance. — On définit la variance d’une fonction µ-intégrable f par :

Varµ(f) déf.= Eµ

(
(f −Eµ(f))2

)
= Eµ

(
f2

)−Eµ(f)2 .

La variance est donc toujours positive, nulle si et seulement si f est µ-presque sû-
rement constante et infinie si et seulement si f n’est pas de carré µ-intégrable. Elle
est homogène d’ordre 2 et est invariante par translation. On dit que la fonction f
est réduite (sous µ) lorsque Varµ(f) = 1. Une fonction centrée f est réduite si et
seulement si Eµ

(
f2

)
= 1.

La variance possède la formule variationnelle suivante :

(1.3) Varµ(f) = inf
a∈R

Eµ

(
(f − a)2

)
.

La quantité Varµ(f) est donc la distance de f au sens des moindres carrés à l’ensemble
des constantes, et la borne inférieure est atteinte par la moyenne Eµ(f) de f , qui
apparâıt alors comme une projection orthogonale dans L2(E, µ).
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1.2. GÉNÉRALITÉS 3

1.2.2. Entropie. — On définit l’entropie d’une fonction mesurable positive f par

Entµ(f) déf.= Eµ(f log f)−Eµ(f) log Eµ(f) .

Cette définition a un sens car la fonction x log x est prolongeable par continuité sur
[0, +∞[ en posant 0 log 0 = 0. La convexité de x log x permet de montrer via l’inégalité
de Jensen que l’entropie est toujours positive et n’est nulle que lorsque la fonction
f est µ-presque sûrement constante. La quantité Entµ(f) est finie si et seulement si
f sup(0, log(f)) est µ-intégrable. La fonction f étant positive, sa moyenne est nulle
si et seulement si f est nulle µ-presque sûrement, donc pour f non nulle µ-presque
sûrement, on a :

Entµ(f) = Eµ

(
f log

f

Eµ(f)

)
.

L’entropie est homogène d’ordre 1 et possède la formulation variationnelle suivante :

(1.4) Entµ(f) = sup {Eµ(fg) ,Eµ(eg) = 1},
qui se démontre facilement à partir de l’inégalité uv 6 u log u − u + ev pour u > 0
et v ∈ R. On peut également l’obtenir en maximisant sous contrainte, la moyenne
de f apparaissant alors comme un multiplicateur de Lagrange. Dans la suite, on
manipulera le plus souvent l’entropie du carré Entµ

(
f2

)
, qui est homogène d’ordre 2,

tout comme la variance.
La formule (1.4) est équivalente à l’inégalité suivante, connue sous le nom d’inégalité

entropique : pour toute fonction f positive de carré intégrable, g de carré intégrable
et t > 0 :

(1.5) Eµ(fg) 6 Eµ(f)
t

log Eµ

(
etg

)
+

Entµ(f)
t

.

Cette reformulation s’avère très utile pour contrôler des termes de covariance dans
certains modèles de mécanique statistique, similaires à ceux présentés à la fin du
chapitre 3. Remarquons enfin que l’inégalité (1.5) peut être obtenue directement,
après une réduction à t = 1, f > 0 et Eµ(f) = 1, en remarquant que fg 6 f log(f) +
f log(eg/f) et en utilisant l’inégalité de Jensen pour la mesure de probabilité de
densité f par rapport à µ.

L’entropie Entµ peut être vue comme une écriture particulière de l’entropie rela-
tive(1) Ent(ν |µ) définie pour deux mesures de probabilité µ et ν par :

(1.6) Ent(ν |µ) déf.=

{
Eµ

(
dν
dµ log dν

dµ

)
= Eν

(
log dν

dµ

)
si ν ¿ µ

+∞ sinon,

où (dν)/(dµ) désigne la dérivée de Radon-Nikodym de ν par rapport à µ et le
symbole ¿ l’absolue continuité. On a alors :

Ent(ν |µ) = Entµ

(
dν

dµ

)
.

(1)Également appelée information de Kullback-Leibler.
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4 CHAPITRE 1. L’EXEMPLE DES LOIS DE BERNOULLI ET DE GAUSS

L’entropie relative possède elle aussi une formulation variationnelle qui permet de la
voir comme une transformée de Legendre :

(1.7) Ent(ν |µ) = sup {Eν(g)− log Eµ(eg) , g mesurable}.
Cette formulation joue un rôle important en ® théorie des grandes déviations Ż (voir
[DS89] ou [DZ98]).

1.2.3. Énergie. — Lorsque E = Rn, on définit l’énergie d’une fonction localement
intégrable dont le gradient faible (au sens des distributions) ∇f est dans L2(Rn, µ)
par(1) :

Eµ(f) déf.= Eµ

(
|∇f |2

)
,

tandis que lorsque (E, µ) = ({0, 1}, pδ0 + qδ1), on posera pour toute fonction f de E
dans R :

Eµ(f) déf.= pq|f(0)− f(1)|2.
La constante pq, qui peut parâıtre curieuse, trouve sa justification naturelle dans le
contexte des châınes de Markov discrètes, comme il est expliqué dans le chapitre 9
(formule (9.6), page 148). De plus, elle permet, comme nous allons le voir (théorème
1.3.1), d’obtenir une constante optimale de Poincaré égale à 1.

L’énergie est donc toujours positive, invariante par translation, et elle est, tout
comme la variance et l’entropie du carré, homogène d’ordre 2. Dans le cas des mesures
de Gauss et de Bernoulli sur les espaces adéquats, une fonction continue d’énergie
nulle est constante.

1.2.4. Inégalité de Poincaré. — On dit que la mesure µ satisfait à une inégalité de
Poincaré sur une certaine classe de fonctions CP(E, µ), lorsqu’il existe une constante
c dans ]0, +∞[ telle que pour toute fonction f dans CP(E, µ), on ait :

Varµ(f) 6 cEµ(f) .

Bien entendu, cette définition suppose que la variance et l’énergie aient un sens sur
CP(E, µ). On se contentera ici de prendre :

CP(Rn, µ) = C2
c (Rn,R) et CP({0, 1}, µ) = F({0, 1},R).

La classe CP(Rn, µ) peut être en général considérablement étendue, par exemple à
l’espace de Sobolev H1(Rn, µ) des fonctions de carré intégrable dont le gradient
faible est encore de carré intégrable.

Pour prouver ce type d’inégalité, on peut supposer que f est centrée. Comme les
deux membres sont homogènes d’ordre 2, on peut de plus supposer f réduite. La
constante de Poincaré optimale cP(µ) est définie par :

cP(µ) déf.=
(

inf
{ Eµ(f)

Varµ(f)
, f ∈ CP(E, µ) , f non µ-ps constante

})−1

.

(1)Le lecteur non familiarisé avec la dérivation faible peut se contenter de prendre f dérivable µ-
presque sûrement.
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1.2.5. Inégalité de Sobolev logarithmique. — On dit que la mesure µ satisfait à
une inégalité de Sobolev logarithmique sur une certaine classe de fonctions CLS(E, µ),
lorsqu’il existe une constante c dans ]0,+∞[ telle que pour toute fonction f dans
CLS(E, µ), on ait :

Entµ

(
f2

)
6 cEµ(f) .

Comme précédemment, il est donc nécessaire que l’entropie et l’énergie aient un sens
sur la classe de fonctions CLS(E, µ). On se contentera de prendre ici :

CLS(Rn, µ) déf.= C2
c (Rn,R) et CLS({0, 1}, µ) déf.= F({0, 1},R).

De même que pour CP(Rn, µ), la classe CLS(Rn, µ) peut être en général considérable-
ment étendue (à l’espace de Sobolev H1(Rn, µ) par exemple).

Remarquons que les deux membres de l’inégalité sont homogènes d’ordre 2. La
constante de Sobolev logarithmique optimale cLS(µ) est définie par :

cLS(µ) déf.=
(

inf
{ Eµ(f)

Entµ(f2)
, f ∈ CLS(E, µ) , f non µ-ps constante

})−1

.

Par homogénéité, on peut supposer que f2 est de moyenne 1. Par ailleurs, lorsque
l’annulation de l’énergie entrâıne celle de l’entropie, on peut remarquer que la formule
variationnelle (1.4) permet d’écrire :

Entµ

(
f2

)
= sup

{
Eµ

(
f2g

)
,Eµ(eg) = 1

}
.

Donc on a :

(1.8) cLS(µ) = sup {c(g),Eµ(eg) = 1}
où

(1.9) c(g) déf.= sup

{
Eµ

(
f2g

)

Eµ(f)
, f ∈ CLS(E, µ) , Eµ(f) > 0

}
.

1.2.6. Comparaison entre les inégalités de Sobolev logarithmique et de
Poincaré. — Soit µ une mesure de probabilité sur un espace mesurable E. Il est
montré dans [LO00] que l’on a, pour toute fonction f mesurable positive :

(1.10) Varµ(f) 6 Entµ

(
f2

)
.

Cette inégalité est fausse en toute généralité pour f de signe quelconque comme on
peut le vérifier pour la loi de Bernoulli symétrique sur {0, 1} et la fonction valant
−1 en 0 et 1 en 1 (l’entropie du carré est nulle alors que la variance vaut 1). On
ne peut donc pas, malheureusement, utiliser (1.10) pour montrer que l’inégalité de
Poincaré découle de l’inégalité de Sobolev logarithmique, ce que nous faisons à
présent.

Supposons que µ satisfasse à une inégalité de Sobolev logarithmique de constante
cLS(µ) sur la classe de fonctions CLS(E, µ) dont on suppose qu’elle est constituée de
fonctions bornées, alors elle satisfait à une inégalité de Poincaré (au moins sur la
même classe) et on a :

(1.11) cP(µ) 6 1
2
cLS(µ) .
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6 CHAPITRE 1. L’EXEMPLE DES LOIS DE BERNOULLI ET DE GAUSS

En effet, soit f dans CLS(E, µ). Un développement limité de (1 + h) log(1 + h) en 0
donne :

Entµ

(
(1 + εf)2

)
= 2ε2Varµ(f) + O(ε3).

D’autre part, on a :
Eµ(1 + εf) = ε2Eµ(f) .

Il ne reste donc plus qu’à faire tendre ε vers 0+ pour obtenir l’inégalité de Poin-
caré pour f , de constante (1/2)cLS(µ). Nous verrons plus loin sur les exemples des
lois de Bernoulli et de Gauss que l’inégalité (1.11) est une égalité, ce qui montre
que la comparaison des constantes que nous venons d’obtenir est optimale en toute
généralité.

Certaines mesures de probabilité satisfont à une inégalité de Poincaré mais pas
à une inégalité de Sobolev logarithmique. On en trouvera toute une classe sur R
dans le chapitre 6. Enfin, on pourra consulter [Bec89, Bec92] et [LO00] pour une
interpolation entre une inégalité de Sobolev logarithmique et celle de Poincaré
associée, et [Bak94], [Gro93] et [Led99, Led00b] pour en savoir plus sur les liens entre
ces deux types d’inégalités. Certains liens avec d’autres inégalités classiques en analyse
sont expliqués dans le chapitre 4.

1.3. Constantes optimales pour la loi de Bernoulli

Dans cette section, on se place sur E = {0, 1} muni de la mesure de Bernoulli
µ = βp de paramètre p, définie en (1.1). Un calcul élémentaire permet d’obtenir
Varβp ≡ Eβp . On a donc le résultat suivant :

Théorème 1.3.1 (Inégalité de Poincaré pour la mesure de Bernoulli)

cP(βp) = 1.

Notons que cette constante ne dépend pas du paramètre p. En réalité, cette dépen-
dance est contenue dans l’énergie par le biais de la constante pq.

Déterminer la constante de Sobolev logarithmique cLS(µ) va s’avérer plus difficile.
À notre connaissance, la preuve élémentaire qui suit est la plus courte.

Théorème 1.3.2 (Inégalité de Sobolev logarithmique pour la mesure de
Bernoulli)

cLS(βp) =





2 si p =
1
2

log(q)− log(p)
q − p

sinon.

Cette constante est une fonction concave du paramètre p admettant l’axe vertical
d’abscisse 1/2 comme axe de symétrie. Elle diverge vers +∞ lorsque p tend vers 0 ou
1 et atteint son minimum 2 pour p = 1/2, comme on peut le voir sur la figure 1.1.
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Figure 1.1. Constante de Sobolev logarithmique optimale pour la loi de
Bernoulli en fonction de son paramètre p.

Preuve. — Par symétrie, on peut se restreindre au cas 0 < p 6 1/2. Nous allons
utiliser la formulation (1.8) en calculant pour cela c(g) définie en (1.9). Soit donc g
une fonction telle que Eµ(eg) = 1. Il est clair que l’on peut supposer g non nulle. En
posant a = g(0) et b = g(1), on voit que l’on doit avoir pea + qeb = 1 = e0, ce qui
entrâıne ab < 0.

Il est facile de voir que Eβp(|f |) 6 Eβp(f). On peut donc supposer f positive ou
nulle. D’autre part, on voit en remplaçant f par f + ε qu’on peut même supposer f
strictement positive. Par homogénéité, on se ramène alors à f(1) = 1. Posons x = f(0)
avec x > 0. La fonction f n’étant pas constante, on a x 6= 1. On peut donc écrire :

pqc(g) = sup
{

pax2 + qb

(x− 1)2
, x > 0 et x 6= 1

}
.

Ce supremum est atteint en x = −qb/pa et vaut

c(g) =
(p

b
+

q

a

)−1

,
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8 CHAPITRE 1. L’EXEMPLE DES LOIS DE BERNOULLI ET DE GAUSS

donc
cLS(pδ0 + qδ1) =

(
inf

{p

b
+

q

a
, pea + qeb = 1

})−1

.

Posons alors t = ea, s = eb = (1− pt)/q et

ϕ(t) déf.=
p

log s
+

q

log t
.

Comme ab < 0, on a

cLS(pδ0 + qδ1) =
(
inf

{
ϕ(t), t ∈]0, 1[∪]1, p−1[

})−1
.

Un développement limité en t = 1 à l’ordre 2 fournit :

ϕ(t) =
1
2

+
p− q

12q
(t− 1) +

1− 3p + 3p2

24q2
(t− 1)2 + O

(
(t− 1)3

)
.

Nous pouvons étendre ϕ par continuité sur [0, p−1] en posant ϕ(0) = −p/ log(q),
ϕ(1) = 1/2 et ϕ(p−1) = −q/ log p. On remarque que 1 est minimum local si et
seulement si p = 1/2. Calculons la dérivée de ϕ en dehors de 1 :

ϕ′(t) =
p2

qs(log s)2
− q

t(log t)2
.

On voit alors que cette dérivée tend vers +∞ en 1/p et −∞ en 0, donc 0 et 1/p ne sont
pas des minima locaux. Nous pouvons donc nous intéresser aux zéros de ϕ′. Comme
log t · log s = ab < 0, ϕ′(t) = 0 si et seulement si le système{

p
√

t log t + q
√

s log s = 0

p(1− t) + q(1− s) = 0

admet une solution non nulle. Ceci entrâıne s = t = 1, ou bien√
t log t

1− t
=
√

s log s

1− s
.

La fonction u(x) =
√

x log x/(1− x) est nulle en 0 et +∞. Elle vaut −1 en 1 et
vérifie u(x) = u(x−1). Elle décrôıt sur ]0, 1[ et crôıt sur ]1, +∞[. Il en résulte que les
seules valeurs de t pour lesquelles u(t) = u((1− pt)/q) sont 1 et q/p.

Si p 6= 1/2, ϕ′(1) 6= 0 et ϕ′ s’annule seulement en q/p. La valeur du minimum de
ϕ est alors

q − p

log(q)− log(p)
.

Si p = 1/2, ϕ′(1) = 0 et ϕ′ s’annule seulement en 1. Le minimum de ϕ vaut alors
1/2.

Remarque 1.3.3 (Lois de Bernoulli à support quelconque)
Il est clair que les constantes optimales obtenues pour les inégalités de Poincaré et

de Sobolev logarithmique ne dépendent que du paramètre p de la loi de Bernoulli
considérée, et pas de son support ({0, 1} ici). En particulier, la loi de Bernoulli de
paramètre p sur {−1, +1}, donnée par pδ−1 + (1 − p)δ1, d’usage courant également,
admet les mêmes constantes optimales. Bien entendu, la définition de l’énergie devra
être adaptée au nouveau support : pour pδa + qδb, on prendra pq(f(b)− f(a))2.
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1.5. CONSTANTES OPTIMALES POUR LA LOI DE GAUSS 9

1.4. Tensorisation de la variance et de l’entropie

L’entropie et la variance possèdent une propriété de tensorisation qui va nous per-
mettre d’obtenir des inégalités de Poincaré et de Sobolev logarithmique pour la
loi gaussienne à partir de celles obtenues pour la loi de Bernoulli.

Proposition 1.4.1 (Tensorisation). — Soient (Ei,Fi, µi, i = 1, . . . , n) n espaces
de probabilité et (En,Fn, µn) l’espace produit muni de la tribu produit Fn et de la
mesure produit µn. On a alors :

Varµn(f) 6
n∑

i=1

Eµn(Varµi(f))

et

Entµn(f) 6
n∑

i=1

Eµn(Entµi
(f)) ,

où les notations Varµi(f) et Entµi(f) signifient que seule la ieme variable est concer-
née par les intégrations.

Preuve. — La formule de tensorisation de la variance est facile à voir (inégalité de
Jensen). Celle de tensorisation de l’entropie est plus subtile et fait appel à la formu-
lation variationnelle (1.4). Soit une fonction g définie sur E telle que Eµn(eg) = 1. On
écrit

g =
n∑

i=1

gi
déf.= g1 +

n∑

i=2

log
∫

egdµ1(x1) · · · dµi−1(xi−1)∫
egdµ1(x1) · · · dµi(xi)

avec g1 = g − log
∫

egdµ1(x1). Il est facile de vérifier que Eµi(e
gi) = 1, d’où, en

utilisant la formule variationnelle (1.4) sur les µi :
n∑

i=1

Eµi(fgi) 6
n∑

i=1

Entµi(f).

On a donc

Eµn(fg) =
n∑

i=1

Eµn(fgi) =
n∑

i=1

Eµn(Eµi(fgi)) 6
n∑

i=1

Eµn(Entµi(f)) .

La proposition est donc démontrée.

1.5. Constantes optimales pour la loi de Gauss

Dans cette section, on se place sur E = R muni de sa tribu borélienne et de la
mesure de probabilité gaussienne standard µ = γ définie en (1.2).

Théorème 1.5.1 (Inégalité de Poincaré pour la loi gaussienne)

cP(γ) = 1.
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10 CHAPITRE 1. L’EXEMPLE DES LOIS DE BERNOULLI ET DE GAUSS

Preuve. — Nous allons établir une inégalité de Poincaré de constante 1 sur la classe
de fonction C1(R), qui s’étend par régularisation et troncature à l’espace de Sobolev
H1(R, γ), contenant la fonction f(x) = x, pour laquelle l’égalité est atteinte.

L’idée est de tensoriser l’inégalité de Poincaré obtenue pour la mesure de Ber-
noulli puis d’utiliser le théorème central limite. Considérons Ei = {0, 1} muni de la
mesure de probabilité

µi = β 1
2

=
1
2
(δ0 + δ1).

La proposition 1.4.1 nous permet de déduire du théorème 1.3.1 sur la mesure de
Bernoulli, par tensorisation, l’inégalité suivante pour F de En dans R :

Varµn(F ) 6 1
4

n∑

i=1

Eµn

(
|Fi(1)− Fi(0)|2

)
,

où l’indice i indique que seule la composante i est concernée.
Définissons la fonction Φn de {0, 1}n dans R de la variable x = (x1, . . . , xn) par :

Φn(x) déf.=
∑n

i=1 xi − n
2√

n
4

.

L’inégalité précédente appliquée à une fonction de la forme f ◦ Φn, où f est dans
C2

c (R,R) s’écrit :

Varµn(f ◦ Φn) 6 1
4

n∑

i=1

Eµn

(
|(f ◦ Φn)i(1)− (f ◦ Φn)i(0)|2

)
.

Le membre de gauche est facile à étudier. En effet, les applications coordonnées

Xi : x ∈ En 7→ xi ∈ R
sont par construction des variables aléatoires indépendantes, de même loi β1/2 =
(δ0 + δ1)/2 de moyenne 1/2 et de variance 1/4. Nous sommes donc dans le cadre
d’application du théorème central limite, qui entrâıne que la mesure image de µn par
Φn converge étroitement vers la mesure gaussienne standard γ. On a donc, pour f
dans C2

c (Rn,R)

lim
n→∞

Varµn(f ◦ Φn) = Varγ(f) .

Il reste à étudier la convergence du membre de droite. La fonction f étant dans
C2

c (Rn,R), ses deux premières dérivées sont bornées par une constante K. On a alors

|(f ◦ Φn)i(1)− (f ◦ Φn)i(0)| 6
√

4
n
|f ′(Φn,i(x))|+ K

4
n

où

Φn,i(x) déf.=
x1 + · · ·+ xi−1 + xi+1 + · · ·+ xn − n

2√
n
4

.
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Or la loi image de µn par Φn,i ne dépend pas de i. Baptisons-la ν(n). On a donc
n∑

i=1

Eµn

(
|(f ◦ Φn)i(1)− (f ◦ Φn)i(0)|2

)
6 4Eν(n)

(
|f ′|2

)
+

16K√
n

Eν(n)

(
|f ′|2

)
+

16K2

n

6 4Eν(n)

(
|f ′|2

)
+

16K3

√
n

+
16K2

n
.

Maintenant, il est facile de voir qu’ici encore, le théorème central limite entrâıne la
convergence étroite de ν(n) vers la loi gaussienne standard γ sur R. On a alors

lim sup
n→∞

n∑

i=1

Eµn

(
|(f ◦ Φn)i(1)− (f ◦ Φn)i(0)|2

)
6 4Eγ

(
|f ′|2

)
.

On a donc montré que
Varγ(f) 6 Eγ(f) ,

ce qui est le résultat annoncé.

Ce résultat peut également être obtenu en utilisant les polynômes orthogonaux de
Hermite. On peut aussi le voir comme une conséquence de l’inégalité de Sobolev
logarithmique que nous allons démontrer. Une démonstration similaire à celle présen-
tée à la section 5.2 fait appel à la propriété d’ergodicité et à la dérivation sous le signe
somme d’une représentation intégrale de Mehler pour le semi-groupe d’Ornstein-
Uhlenbeck. On peut enfin voir cette inégalité comme un cas particulier de l’inégalité
de Brascamp-Lieb pour les mesures de probabilité à densité log-concave par rapport
à la mesure de Lebesgue (voir [BL76b]).

Il aurait été plus simple d’utiliser la loi de Bernoulli symétrique de support
{−1, +1}, qui est centrée et de variance 1, pour appliquer le théorème central limite.
Nous avons cependant choisi dans ce chapitre d’utiliser systématiquement la loi de
Bernoulli de support {0, 1} car elle est plus adaptée à la construction de la mesure
de Poisson, comme nous le verrons à la fin du chapitre.

Aussi surprenant que cela puisse parâıtre, une lecture attentive de la démonstration
permet de voir que la constante obtenue pour l’inégalité de Poincaré optimale gaus-
sienne ne dépend pas du choix du paramètre 0 < p < 1 de la mesure de Bernoulli
utilisée. Ceci s’explique par le fait que la constante optimale correspondante pour la
loi de Bernoulli vaut toujours 1, indépendamment du paramètre p. Ce n’est pas le
cas pour l’inégalité de Sobolev logarithmique gaussienne optimale, que nous allons
obtenir par le même procédé.

Théorème 1.5.2 (Inégalité de Sobolev logarithmique pour la loi gaussienne)

cLS(γ) = 2.

Preuve. — Nous devons établir une inégalité de Sobolev logarithmique de constante
2 sur C2

c (Rn,R). Cette inégalité reste valable sur une classe de fonctions beaucoup plus
large, comme par exemple l’espace de Sobolev H1(R, γ), contenant les fonctions
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12 CHAPITRE 1. L’EXEMPLE DES LOIS DE BERNOULLI ET DE GAUSS

f(x) = eλx, pour lesquelles l’égalité est atteinte (et ce sont les seules, voir [Car91],
[Lie90] et [Led92]). La constante obtenue est donc optimale.

L’idée est de tensoriser l’inégalité de Sobolev logarithmique obtenue pour la me-
sure de Bernoulli puis de passer à la limite en utilisant le théorème central limite. La
démarche est identique point par point à celle utilisée pour l’inégalité de Poincaré.
On obtient pour f dans C2

c (Rn,R)

Entγ

(
f2

)
6 2Eγ(f) .

D’autre part, le rapport entre les constantes optimales de Poincaré et de Sobolev
logarithmique est le même que pour la mesure de Bernoulli. Ceci s’explique par le
fait que les deux inégalités pour la loi gaussienne s’obtiennent par le même procédé à
partir de celles pour la loi de Bernoulli.

Corollaire 1.5.3 (Loi gaussienne dans Rn). — Soit (E, µ) = (Rn, γ⊗n), alors
on a encore cP(γ⊗n) = 1 et cLS(γ⊗n) = 2.

Preuve. — Il suffit de remarquer que l’on peut utiliser encore une fois la propriété
de tensorisation 1.4.1 pour obtenir les inégalités de Poincaré et de Sobolev lo-
garithmique à partir du cas unidimensionnel avec exactement les mêmes constantes.
L’énergie ne pose aucun problème car on a, pour une fonction suffisamment régulière :

Eγ⊗n(f) = Eγ⊗n

(
|∇f |2

)
=

n∑

i=1

Eγ⊗n

(
|∂if |2

)

=
n∑

i=1

Eγ⊗n

(
Eγ

(
|∂if |2

))
=

n∑

i=1

Eγ⊗n(Eγ(fi)) .

Les constantes sont optimales car les inégalités sont saturées par les fonctions xi pour
l’inégalité de Poincaré et les fonctions eλxi pour l’inégalité de Sobolev logarith-
mique.

On se reportera au chapitre 3 pour un traitement plus général de la tensorisation
des inégalités de Poincaré et de Sobolev logarithmique.

Nous verrons dans le chapitre 10 que Carlen a montré dans [Car91], à partir
du principe d’incertitude de Beckner-Hirshman (10.25), que l’on peut ajouter un
terme faisant intervenir la transformée de Fourier de f dans le membre de gauche de
l’inégalité de Sobolev logarithmique gaussienne, obtenant ainsi une version ® forte Ż
(10.27) de cette dernière.

Remarque 1.5.4 (Loi gaussienne générale). — Les constantes optimales pour
les inégalités de Poincaré et de Sobolev logarithmique pour la loi gaussienne gé-
nérale N (m,K) sur Rn de moyenne m et de matrice de covariance K, de densité par
rapport à la mesure de Lebesgue

(2π)−
n
2 |detK|− 1

2 e−
1
2 〈K−1(x−m),x−m〉,
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s’obtiennent par simple changement de variable à partir des inégalités optimales que
nous avons déterminées pour la loi gaussienne standard γ⊗n. Pour l’inégalité de So-
bolev logarithmique, on obtient :

(1.12) EntN (m,K)

(
f2

)
6 2EN (m,K)(〈K∇f,∇f〉) .

Cette inégalité entrâıne directement la suivante :

EntN (m,K)

(
f2

)
6 2σKEN (m,K)

(
|∇f |2

)
,

où σK désigne la plus grande valeur propre de la matrice symétrique positive K. Pour
la variance, on a de la même manière :

(1.13) VarN (m,K)(f) 6 EN (m,K)(〈K∇f,∇f〉) .

Cette dernière inégalité est un cas particulier de l’inégalité de Brascamp-Lieb pour
les mesures de probabilité à densité log-concaves [BL76b]. Il est montré dans [BL00]
qu’en revanche, l’inégalité (1.12) s’étend difficilement à des mesures de probabilité
non gaussiennes.

Remarquons enfin que l’invariance par translation de la mesure de Lebesgue fait
que les constantes optimales de Poincaré et de Sobolev logarithmique ne dépendent
pas de la moyenne m, qui s’interprète comme une ® localisation Ż de la mesure gaus-
sienne. La moyenne joue donc un rôle similaire à celui du support pour les mesures
de Bernoulli.

1.6. Loi de Poisson et énergies modifiées

La mesure de Poisson πλ de paramètre λ > 0 est la mesure de probabilité sur N
donnée par :

πλ
déf.= e−λ

∞∑
n=0

λn

n!
δn.

On pourrait penser que le théorème limite poissonnien(1) donne, de la même manière
que pour la mesure gaussienne, une inégalité de Sobolev logarithmique pour la me-
sure de Poisson à partir de celle établie pour la mesure de Bernoulli. Il n’en est
rien, le procédé ne fonctionne pas, et nous allons voir que la mesure de Poisson ne
vérifie pas d’inégalité de Sobolev logarithmique. En revanche, on peut obtenir une
inégalité de Sobolev logarithmique ® modifiée Ż.

Supposons que la mesure de probabilité πλ vérifie une inégalité de Sobolev loga-
rithmique de constante c > 0, de la forme :

(1.14) Entπλ

(
f2

)
6 cEπλ

(
|Df |2

)
,

où Df(x) déf.= f(x + 1) − f(x). Le membre de droite de (1.14) est donc une simple
généralisation de celui que nous avons utilisé pour la mesure de Bernoulli. En

(1)Si (X1,n, . . . , Xn,n)n>0 sont des variables aléatoires indépendantes de loi L(Xi,n) = βλ/n, alors

(X1,n + · · ·+ Xn,n)n>0 converge en loi vers πλ.
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14 CHAPITRE 1. L’EXEMPLE DES LOIS DE BERNOULLI ET DE GAUSS

appliquant (1.14) aux fonctions fk, indicatrices des Ak
déf.= {k + 1, . . .}, on obtient :

−πλ(Ak) log πλ(Ak) 6 cπλ({k}),
ce qui contredit la finitude de c lorsque k tend vers l’infini. Comme nous allons le voir
un peu plus loin, on peut en revanche montrer que la mesure de Bernoulli βp de
paramètre 0 < p < 1 satisfait à l’inégalité de Sobolev logarithmique ® modifiée Ż
suivante, pour f positive :

(1.15) Entβp
(f) 6 pqEβp

(DfD log f) ,

où l’addition dans la définition de D est prise modulo 2. Cette inégalité entrâıne, par
tensorisation de l’entropie (proposition 1.4.1), de l’énergie (facile à voir) et par l’uti-
lisation du théorème limite poissonnien, que la mesure de Poisson πλ de paramètre
λ > 0 satisfait à l’inégalité de Sobolev logarithmique ® modifiée Ż suivante :

(1.16) Entπλ
(f) 6 λEπλ

(DfD log f) .

L’optimalité de la constante λ dans (1.16) se vérifie facilement sur la famille de fonc-
tions f de la forme exp(−αx) en faisant tendre α vers 0. Les membres des inégalités
(1.15) et (1.16) sont homogènes d’ordre 1, et l’on parle parfois alors d’inégalités de
Sobolev logarithmiques ® modifiées L1 Ż.

On pourra remarquer que l’inégalité de Sobolev logarithmique gaussienne opti-
male (théorème 1.5.2) peut s’écrire de façon équivalente, en effectuant le changement
de fonction f =

√
g avec g positive :

(1.17) Entγ⊗n(g) 6 1
2
Eγ⊗n

(
|∇g|2

g

)
=

1
2
Eγ⊗n(〈∇g,∇ log g〉) ,

qui est formellement semblable à (1.16). Ainsi, le gradient utilisé dans la définition de
l’énergie pour la loi gaussienne possède le comportement par composition

|∇Φ(f)|2 = Φ′(f)2|∇f |2,
que n’a pas l’opérateur de différence apparaissant dans (1.14) et (1.16). C’est là l’une
des différences essentielles entre le contexte discret et le contexte continu. Cette pro-
priété de composition, qui fait défaut dans le cadre discret du chapitre 9, joue un rôle
important dans le formalisme continu des chapitres 2 et 5.

Le membre de droite de (1.17), appelé ® information de Fisher de f Ż, apparâıt
sous une forme un peu différente en théorie de l’information, comme il est expliqué
dans le chapitre 10. Elle apparâıt également dans une formulation en terme de mesures
des inégalités de Sobolev logarithmiques, qui s’énonce de la façon suivante : pour
toute mesure de probabilité ν absolument continue par rapport à une mesure de
probabilité de référence µ, on a :

Ent(ν |µ) 6 cJµ(ν),

où Ent(ν |µ) est l’entropie relative de ν par rapport à µ, définie en (1.6), et Jµ(ν)
l’information de Fisher de dν/dµ sous µ. Cette formulation intervient en ® théorie
des grandes déviations Ż (voir à ce sujet [DS89]).

Dans la littérature, on trouvera d’autres énergies discrètes utilisées à la place de
DfD log f dans (1.15) et (1.16), comme par exemple |Df |2/f . Cependant, l’énergie
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1.7. NOTES 15

que nous avons employée ici a l’avantage de fournir une décroissance exponentielle de
l’entropie le long d’un certain semi-groupe, comme nous le verrons dans le chapitre 9.

Montrons à présent que l’inégalité (1.15) pour la loi de Bernoulli βp est rela-
tivement facile à établir. Considérons une fonction f de {0, 1} dans R strictement
positive, et posons a = f(0) et b = f(1). On définit la fonction U du paramètre p
par :

U(p) déf.= Entβp(f)− pqEβp(DfD log f) .

On peut montrer que U 6 0 sur [0, 1] si et seulement si U ′(0) 6 0 6 U ′(1), quelle
que soit l’énergie utilisée (voir par exemple [Led99, lemme 5.2]). Dans notre cas, un
simple calcul fournit :

U ′(0) = b(log a− log b)− (a− b).

Or si a 6 b, on a :

b(log b− log a) =
∫ b

a

b

s
ds > b− a,

tandis que si a > b, on a :

b(log a− log b) =
∫ a

b

b

s
ds 6 a− b.

On a donc bien U ′(0) 6 0 et on montre de la même manière que :

U ′(1) = a(log a− log b)− (a− b) > 0,

ce qui achève la preuve de (1.15).

1.7. Notes

Comme nous l’avons évoqué dans l’introduction, le concept d’inégalité de Sobolev
logarithmique tel que nous le connaissons aujourd’hui a été introduit par Gross dans
son célèbre article paru en 1975 [Gro75]. Ce type d’inégalité est alors présenté comme
une nouvelle formulation de la propriété d’hypercontractivité. Gross montre que la
mesure de Bernoulli symétrique satisfait à une inégalité de Sobolev logarithmique,
ce qui lui permet ensuite de traiter le cas de la mesure de Gauss en utilisant la pro-
priété de tensorisation, retrouvant ainsi le théorème d’hypercontractivité de Nelson
[Nel66] issu de la théorie quantique des champs (voir chapitre 2). Citons également
les travaux de Federbush [Fed69] et de Faris [Far75] à ce sujet.

En réalité, Bonami avait déjà traité le cas de la mesure de Bernoulli symétrique
sous sa forme hypercontractive dans un article paru en 1971 [Bon71]. Le cas non
symétrique ne fut élucidé que vingt-cinq ans plus tard par Higuchi et Yoshida
[HY95]. Ce résultat fut obtenu indépendamment en 1996 par Diaconis et Saloff-
Coste [DSC96a], qui en avaient au préalable estimé la constante par des simulations
informatiques. La preuve courte et élégante que nous avons présentée dans ce chapitre
est due à Bobkov et figure dans le cours donné à l’école d’été de Saint-Flour par
Saloff-Coste en 1996 [SC97].
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16 CHAPITRE 1. L’EXEMPLE DES LOIS DE BERNOULLI ET DE GAUSS

Par ailleurs, l’inégalité de Sobolev logarithmique gaussienne a été démontrée par
de nombreuses méthodes. La preuve de Gross [Gro75] utilise la notion d’hypercon-
tractivité (voir chapitre 2), celle de Adams et Clarke [AC79] est fondée sur un
argument variationnel, tandis que celle de Neveu [Nev76], très élégante, fait appel
au mouvement brownien. Citons également celle de Rothaus, qui fait intervenir un
problème de Sturm-Liouville en dimension 1 [Rot78]. Le progrès le plus important
est sans doute dû à Bakry et Emery [BE84, BE85]. Leur méthode, très générale,
reste valable pour une large classe de mesures sur les variétés riemanniennes. On
pourra consulter par exemple [Bak91a, Bak91b, Bak94], [DS89], et [Led00b] à ce su-
jet (voir chapitre 5). L’inégalité de Sobolev logarithmique gaussienne optimale peut
également être obtenue, comme nous le verrons à la section 5.2, par l’utilisation de
la représentation intégrale de Mehler et de la propriété d’ergodicité du semi-groupe
d’Ornstein-Uhlenbeck. La démonstration élémentaire présentée ici, basée sur la
tensorisation de l’inégalité obtenue pour la mesure de Bernoulli et l’application du
théorème central limite est sans doute due à Gross [Gro93, p. 60]. La propriété très
simple de tensorisation de l’entropie que nous avons présentée est due à Bobkov (voir
chapitre 3). Enfin, comme nous le verrons dans le chapitre 10, l’inégalité de Sobo-
lev logarithmique gaussienne optimale était connue de Stam, certes sous une forme
différente, depuis les années 50 [Sta59] !

Il nous faut également parler des importants travaux de Carlen [Car91] et Be-
ckner [Bec95, Bec99, Bec75] sur l’inégalité de Sobolev logarithmique gaussienne
optimale et ses liens avec l’analyse de Fourier et les principes d’incertitude, abordés
dans le chapitre 10.

Les inégalités de Sobolev logarithmiques ® modifiées Ż ont été étudiées par de
nombreux auteurs, qui se sont également intéressés à des extensions à des cadres plus
généraux (espaces de Poisson, de chemins. . . ). On pourra consulter par exemple
[Led99], [BL97, BL98], [Wu00], [AL00] et [Hsu99].
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CHAPITRE 2

INÉGALITÉ DE SOBOLEV LOGARITHMIQUE ET
HYPERCONTRACTIVITÉ

par Cyril Roberto

2.1. Introduction

Notre objectif dans ce chapitre est double : nous voulons, en premier lieu, intro-
duire certaines notions importantes, tels les semi-groupes, le générateur infinitésimal,
les opérateurs de diffusion, etc, et ensuite démontrer le théorème de Gross [Gro75]
qui établit l’équivalence entre l’inégalité de Sobolev logarithmique et l’hypercontrac-
tivité. Ce théorème est fondamental car il se situe à l’origine de l’étude des inégalités
de Sobolev logarithmiques.

Pour familiariser le lecteur à ces objets mathématiques, nous commençons par
nous intéresser à deux exemples concrets, déjà introduits dans le premier chapitre : la
mesure de Bernoulli sur l’espace à deux points, et la mesure gaussienne sur R. Sur
ce deuxième exemple, nous démontrons en particulier le théorème de Nelson, établi
en 1973, version du théorème de Gross pour la mesure gaussienne.

Ensuite, nous généralisons à un cadre plus large les concepts présentés sur ces
exemples, notamment les inégalités de Poincaré et de Sobolev logarithmique.

Nous définissons enfin l’hypercontractivité d’un semi-groupe afin d’établir le théo-
rème de Gross, dont nous donnons une application à l’intégrabilité des chaos de
Walsh.

Ce chapitre est conçu de manière progressive. Nous espérons que le caractère
concret des premières sections facilitera la compréhension des concepts fondamentaux
et ainsi des résultats ultérieurs.

Nous donnons à présent les notations qui nous sont utiles dans la suite. Soient
(E,F , µ) un espace probabilisé et p ∈ [1,∞[, on désigne par ‖f‖p = (

∫ |f |pdµ)
1
p la

norme p d’une fonction f à valeurs réelles, lorsque cette quantité est finie. L’espace des
fonctions de norme p finie sera alors noté Lp(µ). Par ailleurs, L∞(µ) sera l’ensemble
des fonctions bornées µ-presque partout et ‖·‖∞ désignera la norme associée.
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2.2. L’exemple de l’espace à deux points

Considérons l’espace à deux points E = {−1, 1} que nous munissons de la mesure
de Bernoulli uniforme β = 1

2 (δ−1 + δ1). Sur E, toute fonction f : E → R peut
s’écrire f(x) = a+ bx avec a, b ∈ R. On introduit alors la famille (Pt)t>0 d’opérateurs
définis par

Pt(f)(x) déf.=
∫

E
f(y)

(
1 + e−txy

)
dβ(y) = a + e−tbx.

On emploiera parfois la notation Ptf pour Pt(f). Nous n’avons pas choisi la même
définition de la mesure de Bernoulli que dans le chapitre 1 car nous considérons
l’espace {−1, 1} plutôt que {0, 1}. Cette modification se justifie par la simplification
qu’elle apporte, en particulier, la multiplication sur E cöıncide ainsi avec la restriction
de la multiplication sur R. D’après la remarque 1.3.3, tous les résultats obtenus au
chapitre 1 restent vrais dans notre cadre et il serait évidemment possible d’écrire tout
ce chapitre pour une mesure de Bernoulli uniforme définie sur {0, 1}.

Avec cette définition, il est facile de vérifier les propriétés suivantes :

2.2.1. Générateur infinitésimal. — Pour toute fonction f : x 7→ a + bx, on a

lim
t→0

1
t
(Ptf − f)(x) = −bx.

Nous appellerons désormais générateur infinitésimal de la famille (Pt)t>0 l’opérateur
L, défini sur toute fonction f : x 7→ a + bx par

L(f)(x) = −bx.

Un autre moyen d’écrire cette égalité est de représenter les fonctions par des vecteurs
de R2 et les opérateurs par des matrices. Ici par exemple,

L =
( −1/2 1/2

1/2 −1/2

)
.

On a alors (
L(f)(−1)
L(f)(1)

)
=

( −1/2 1/2
1/2 −1/2

)(
f(−1)
f(1)

)

ou de manière équivalente,
(

b
−b

)
=

( −1/2 1/2
1/2 −1/2

)(
a− b
a + b

)
.

Avec cette écriture, on a l’égalité matricielle Pt = etL.

2.2.2. Propriété de semi-groupe : Pt ◦Ps = Pt+s. — Pour tout s, t > 0, et pour
toute fonction f : x 7→ a + bx, on voit que

Pt ◦Ps(f)(x) = a + e−te−sbx = Pt+s(f)(x).

Notons qu’avec la notation matricielle, cette propriété est évidente.
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2.2.3. Propriétés de symétrie et d’invariance. — Soient f, g deux fonctions de
E, et t > 0. On a

Eβ(fPtg) = Eβ(gPtf) .

Cette propriété de symétrie implique en particulier l’invariance de l’opérateur Pt sous
la mesure β : pour toute fonction f et pour tout t > 0,

Eβ(Ptf) = Eβ(f) .

Pour le voir, il suffit d’appliquer la propriété de symétrie à g = 1I, où 1I désigne la
fonction constante égale à 1, puisque Pt1I = 1I.

2.2.4. Propriété de dérivation. — Soit f(x) = a + bx une fonction sur E. La
famille d’opérateurs (Pt)t>0 et le générateur infinitésimal L vérifient la propriété de
dérivation suivante :

∂tPtf(x) = −e−tbx = (Pt ◦ L)(f)(x) = (L ◦Pt)(f)(x).

Cette propriété se voit facilement avec la notation matricielle Pt = etL.

2.2.5. Un résultat de convergence. — Pour toute fonction f : x 7→ a + bx,

‖Ptf −Eβ(f)‖2 = e−t|b|,
et

‖f‖2 =
(
a2 + b2

) 1
2 .

Ainsi, pour toute fonction f et pour tout t > 0,

‖Ptf −Eβ(f)‖2 6 e−t‖f‖2.
Remarquons que cette inégalité est saturée(1) pour les fonctions f(x) = bx.

Rappelons par ailleurs que, sur E, l’énergie d’une fonction f : x 7→ a + bx (voir
section 1.2.3) s’écrit

Eβ(f) déf.=
1
4
|f(−1)− f(1)|2 = b2 = −Eβ(fLf) .

En conséquence, d’après le théorème 1.3.1 du chapitre 1, pour toute fonction f ,

Varβ(f) 6 −Eβ(fLf) .

Ainsi, pour la famille d’opérateurs (Pt)t>0, on a le résultat suivant :

Proposition 2.2.1. — Pour toute fonction f , pour tout t > 0, les deux inégalités
suivantes sont vérifiées :

(i) ‖Ptf −Eβ(f)‖2 6 e−t‖f‖2,
(ii) Varβ(f) 6 −Eβ(fLf).

Nous verrons par la suite que ces deux inégalités sont en fait équivalentes dans un
cadre beaucoup plus large. Cette généralisation fera l’objet de la section 2.5. Enfin,
l’inégalité (ii) n’est rien d’autre qu’une réécriture de l’inégalité de Poincaré.

(1)On dit qu’une inégalité fonctionnelle est saturée lorsque c’est une égalité pour une certaine classe
de fonctions.
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20 CHAPITRE 2. SOBOLEV LOGARITHMIQUE ET HYPERCONTRACTIVITÉ

2.3. L’exemple du semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck

Les notions que nous avons introduites sur l’espace à deux points peuvent être
également définies sur un espace continu. L’objet de cette section est de les présenter
sur R, autour de l’exemple du semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck.

Nous renvoyons principalement à l’article de Meyer [Mey82] pour une présentation
détaillée de ce semi-groupe sur Rn. Nous nous contentons ici d’en donner la définition
sur R et de vérifier quelques propriétés élémentaires qui restent vraies dans Rn.

Commençons tout d’abord par introduire l’ensemble A des fonctions f , C∞ sur R,
à dérivées à croissance lente(1). Dans la suite, toutes les fonctions seront considérées
appartenant à cet ensemble A.

Munissons à présent la droite réelle R de la mesure gaussienne centrée réduite
dγ(x) = 1√

2π
e−

x2
2 dx. Définissons ensuite le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck

sur R comme la famille (Pt)t>0 d’opérateurs agissant sur les fonctions f de A par(2)

Pt(f)(x) déf.=
∫

R
f
(
e−tx +

√
1− e−2ty

)
dγ(y).

Il est possible de donner deux autres formulations de cette définition : si Y est une va-
riable gaussienne centrée réduite N (0, 1) et si l’on pose ct

déf.= e−t et dt
déf.=

√
1− e−2t,

alors

Pt(f)(x) = Eγ

(
f
(
e−tx +

√
1− e−2tY

))

= Eγ(f(ctx + dtY )) .

La définition montre en particulier que la famille (Pt)t>0 permet de passer de manière

différentiable de P0f = f à P∞f
déf.= limt→∞Ptf = Eγ(f). On vérifie les propriétés

suivantes :

2.3.1. Générateur infinitésimal. — Soit f ∈ A, l’utilisation d’une formule de
Taylor à l’ordre 2 au voisinage de e−tx avec reste borné montre que

f
(
e−tx +

√
1− e−2ty

)
= f(ctx) + dtyf ′(ctx) +

1
2
d2

t y
2f ′′(ctx) + O(t3/2|y|3).

En remarquant que
∫

ydγ(y) = 0 et
∫

y2dγ(y) = 1, on obtient alors

lim
t→0

1
t
(Ptf − f)(x) = f ′′(x)− xf ′(x).

Nous appellerons désormais générateur infinitésimal de la famille (Pt)t>0 l’opérateur
L défini sur A par

Lf(x) = f ′′(x)− xf ′(x).

(1)Une fonction f de R dans R est dite à croissance lente si et seulement si il existe un polynôme P
tel que |f | < P .
(2)Expression connue sous le nom de formule de Mehler.
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2.3.2. Propriété de semi-groupe : Pt ◦ Ps = Pt+s. — Soient X et Y deux
variables aléatoires gaussiennes N (0, 1) indépendantes et s, t > 0. Par définition,

Pt ◦Ps(f)(x) = Eγ [Ps(f)(ctx + dtX)]
= Eγ [f(cs(ctx + dtX) + dsY )]
= Eγ [f(cs+tx + csdtX + dsY )].

Par ailleurs, X et Y étant des variables aléatoires indépendantes, csdtX +dsY est une
variable aléatoire gaussienne centrée de variance (csdt)2 + d2

s = 1 − e−2(t+s) = d2
t+s.

Il vient alors
Pt ◦Ps(f)(x) = Eγ(f(cs+tx + ds+tZ)) ,

où Z est une variable aléatoire gaussienne N (0, 1). Ceci signifie exactement que

Pt ◦Ps(f)(x) = Pt+s(f)(x),

ce qui est la propriété de semi-groupe attendue.

2.3.3. Propriétés de symétrie et d’invariance. — Par définition, si X et Y
désignent deux variables aléatoires gaussiennes N (0, 1) indépendantes, pour toutes
fonctions f, g ∈ A et pour tout t > 0, on a

Eγ(fPtg) = Eγ(f(X)Ptg(X)) = Eγ(f(X)g(ctX + dtY )) .

Les couples de variables (X, ctX + dtY ) et (ctX + dtY, X) ayant même loi, on peut
donc inverser les rôles de f et g pour obtenir

Eγ(fPtg) = Eγ(gPtf) .

En appliquant ce résultat à g = 1I et en remarquant que Pt1I = 1I, on constate que la
propriété de symétrie implique, ici aussi, l’invariance de l’opérateur Pt sous γ : pour
toute fonction f ∈ A et tout t > 0, Eγ(Ptf) = Eγ(f).

2.3.4. Propriété de dérivation. — Un calcul direct à partir de la définition (dé-
rivation sous le signe intégral et intégration par parties) montre que

∂tPtf = L(Ptf).

Comme par ailleurs la propriété de semi-groupe assure que Pt et Ps commutent, on a
pour tout f ∈ A le résultat fondamental suivant

∂tPtf = (Pt ◦ L)f = (L ◦Pt)f.

Cette propriété est importante car elle montre en particulier que pour f0 ∈ A, la
fonction f(t, x) déf.= Ptf0(x) est solution de l’équation aux dérivées partielles

(2.1)
{

∂tf(t, x) = Lf(t, x) = ∂2
xf(t, x)− x · ∂xf(t, x) ∀(t, x) ∈ R∗+ × R

f(0, x) = f0(x).

Ainsi, le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck décrit les solutions de cette équation
aux dérivées partielles.
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22 CHAPITRE 2. SOBOLEV LOGARITHMIQUE ET HYPERCONTRACTIVITÉ

2.3.5. Propriété de contraction. — Notons qu’à partir de sa définition, on voit
que l’opérateur Pt est une contraction de L∞(γ) : pour toute fonction f ∈ A,

‖Ptf‖∞ 6 ‖f‖∞.

Il est aussi une contraction de tous les espaces Lp(γ) : pour toute fonction f ∈ A et
pour tout p > 1,

‖Ptf‖p
p = Eγ(|Ptf |p) 6 Eγ((Pt|f |)p) 6 Eγ(Pt|f |p) = Eγ(|f |p) = ‖f‖p

p.

Ici, nous avons utilisé l’inégalité de Jensen et la propriété d’invariance (provenant de
la propriété de symétrie). En résumé :

∀p ∈ [1,∞], ∀f ∈ A, ‖Ptf‖p 6 ‖f‖p.

Remarquons que la propriété Pt1I = 1I nous assure que l’opérateur Pt est de norme 1
de Lp(γ) dans Lp(γ) (i.e. sup‖f‖p61 ‖Ptf‖p = 1), et ce pour tout p ∈ [1,∞]. Notre
objectif à présent est d’améliorer ces propriétés : un résultat remarquable dû à Nelson
[Nel73a] établit que le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck est aussi une contraction
de Lp(γ) dans Lq(γ) lorsque q > p pour tout t assez grand en fonction de p et q.

2.3.6. Théorème de Nelson. — Notons tout d’abord que par intégration par
parties,

(2.2) −Eγ(fLf) = Eγ

(
(f ′)2

)
.

Ceci nous permet de retrouver, comme dans l’exemple de l’espace à deux points, la
propriété suivante :

Eγ(f) = −Eγ(fLf) .

Le terme Eγ(f) représente l’énergie de f introduite au chapitre 1 (section 1.2.3).
Comme par ailleurs la mesure gaussienne satisfaisait à une inégalité de Sobolev
logarithmique sur R de constante optimale 2 (chapitre 1 théorème 1.5.2), on a pour
tout f ∈ A,

(2.3) Entγ

(
f2

)
6 −2Eγ(fLf) .

Pour p > 2, notons que par intégration par parties

−Eγ

(
fp−1Lf

)
= (p− 1)Eγ

(
fp−2(f ′)2

)
.

De plus, d’après (2.2),

−Eγ

(
f

p
2 L(f

p
2 )

)
= Eγ

(
((f

p
2 )′)2

)
=

p2

4
Eγ

(
fp−2(f ′)2

)
.

Ainsi, en appliquant l’inégalité (2.3) à la fonction f
p
2 , on obtient

(2.4) Entγ(fp) 6 −2Eγ

(
f

p
2 L(f

p
2 )

)
= − p2

2(p− 1)
Eγ

(
fp−1Lf

)
.

Cette dernière inégalité va nous servir à montrer le théorème d’hypercontractivité de
Nelson qui constitue le principal résultat de ce chapitre concernant le semi-groupe
d’Ornstein-Uhlenbeck.

Théorème 2.3.1 (Nelson). — Soient 1 < p < q < ∞.
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(i) Si q − 1 6 e2t(p − 1), alors l’opérateur Pt est une contraction de Lp(γ) dans
Lq(γ) : pour toute fonction f ∈ A,

‖Ptf‖q 6 ‖f‖p.

(ii) Si q − 1 > e2t(p − 1), alors l’opérateur Pt n’est pas continu de Lp(γ) dans
Lq(γ).

Preuve. — Avant de montrer l’assertion (i), qui constitue le résultat principal, éta-
blissons le point (ii). Considérons pour cela la fonction fλ(x) déf.= eλx. En utilisant
la transformée de Laplace Eγ

(
eλx

)
= eλ2/2, valide pour tout λ ∈ R, on obtient

‖fλ‖p = epλ2/2 et

Pt(fλ) = exp
(
λ2

(
1− e−2t

)
/2

)
fλe−t .

Ainsi,
‖Pt(fλ)‖q

‖fλ‖p

= exp
(
λ2

(
e−2t(q − 1) + 1− p

)
/2

)
.

Sous l’hypothèse q−1 > e2t(p−1), cette quantité n’est pas bornée (en λ) ; ceci achève
la preuve de (ii).

Pour démontrer (i), on constate tout d’abord que grâce à l’inégalité |Ptf | 6 Pt|f |,
on peut se restreindre aux fonctions f ∈ A positives. Ensuite, puisque la mesure γ est
une mesure de probabilité, d’après l’inégalité de Hölder, la norme ‖f‖p est croissante
en p et il suffit donc de prouver le résultat dans le cas q(t) = 1 + e2t(p− 1).

La clef de la démonstration repose sur le calcul de la dérivée de ‖Ptf‖h(t) pour
une fonction h : R+ → [1,∞[ strictement croissante, de classe C1. On appliquera
ensuite ce résultat général à la fonction q. Pour simplifier ce calcul, nous dériverons
le logarithme de la norme plutôt que la norme elle-même. Soit f ∈ A positive :

d

dt

(
log ‖Ptf‖h(t)

)
=

d

dt

(
1

h(t)
log Eγ

(
(Ptf)h(t)

))

= − h′(t)
h2(t)

log Eγ

(
(Ptf)h(t)

)

+
1

h(t)
1

Eγ

(
(Ptf)h(t)

) d

dt

(
Eγ

(
eh(t) log Ptf

))

=
h′(t)

h2(t)Eγ

(
(Ptf)h(t)

)
[
−Eγ

(
(Ptf)h(t)

)
log Eγ

(
(Ptf)h(t)

)

+ Eγ

(
h(t)(Ptf)h(t) log Ptf

)
+

h2(t)
h′(t)

Eγ

(
(Ptf)h(t)−1LPtf

)]

=
h′(t)

h2(t)Eγ

(
(Ptf)h(t)

)
[
Entγ

(
(Ptf)h(t)

)

+
h2(t)
h′(t)

Eγ

(
(Ptf)h(t)−1LPtf

)]
.
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Notons à présent Φ(t) déf.= ‖Ptf‖q(t) et remarquons que

q2(t)
2(q(t)− 1)

=
q2(t)
q′(t)

.

Ainsi, d’après l’inégalité (2.4), la fonction log Φ(t) est décroissante, d’où Φ(t) 6 Φ(0).
Ceci est exactement l’inégalité cherchée.

Dans cette démonstration, nous avons vu qu’à partir de l’inégalité de Sobolev
logarithmique, on peut montrer que l’opérateur Pt est borné de Lp(γ) dans Lq(γ)
avec p et q reliés par la relation q − 1 6 e2t(p − 1). On verra dans la suite que ce
résultat se généralise à un cadre plus large, ce sera l’objet du théorème de Gross à
la section 2.8.

2.4. Définitions générales

Afin de généraliser les résultats obtenus sur les exemples de la mesure de Ber-
noulli et de la loi gaussienne, nous commençons par donner la définition des objets
que nous avons manipulés : semi-groupe, générateur infinitésimal, etc. Le lecteur peut
garder à l’esprit les exemples comme fil conducteur.

2.4.1. Quelques propriétés des semi-groupes de Markov. — Soit (E,F , µ)
un espace topologique mesuré et (B, ‖·‖B) un espace de Banach de fonctions de E
dans R, continues, bornées, contenant les fonctions constantes (comme par exemple
l’espace (Cb(Rn,R), ‖·‖∞)).

Définition 2.4.1. — Une famille (Pt)t>0 d’opérateurs linéaires bornés sur (B, ‖·‖B)
est un semi-groupe de Markov si

(i) P0 = Id,

(ii) pour toute fonction f ∈ B, t 7→ Ptf est continue sur [0,∞[,
(iii) pour tout s, t > 0,Pt+s = Pt ◦Ps,

(iv) Pt1I = 1I et Ptf > 0 pour f > 0,

(v) Pt est une contraction : ∀f ∈ B, ‖Ptf‖B 6 ‖f‖B.

Notons que les propriétés (iv) et (v) nous assurent que l’opérateur Pt est de norme
égale à 1 exactement (i.e. sup‖f‖B61 ‖Ptf‖B = 1).

Lorsque la fonction 1
t (Ptf − f) admet une limite dans B pour la norme ‖·‖B, on

note Lf cette limite. On appelle alors générateur infinitésimal l’opérateur L ainsi
associé au semi-groupe (Pt)t>0. L’ensemble des fonctions pour lesquelles la limite
existe est appelé le domaine de L et noté D(L). En résumé, pour tout f ∈ D(L), on a

(2.5) Lf
déf.= lim

t→0

1
t
(Ptf − f).

Nous renvoyons principalement à [Yos80] et [Roy99] pour plus de détails sur ces défi-
nitions. On apprend en particulier, grâce à la théorie des semi-groupes bornés sur les
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espaces de Banach, que le domaine D(L) de L est dense dans B. Par ailleurs, l’équa-
tion (2.5) peut être formellement comprise comme une représentation exponentielle
du semi-groupe : ® Pt = etL Ż, comme nous l’avons vu à la section 2.2.1, mais cette
écriture n’a pas forcément toujours de sens. Dans toute la suite, l’espace (B, ‖·‖B) sera
l’un des espaces (Lp(µ) , ‖·‖p).

En réalité, la seule hypothèse f ∈ D(L) n’est pas suffisante pour assurer la validité
de tous les calculs. Par exemple, rien ne nous assure a priori que les fonctions du
domaine sont stables par composition avec des fonctions C∞. Pour cette raison, nous
allons faire une hypothèse technique d’existence d’une algebre standard.

Définition 2.4.2 (de l’algèbre standard). — Soit A une algèbre de fonctions in-
cluse dans tous les espaces Lp(µ), 1 < p < ∞ et dense dans chacun d’eux. On dira
que A est une algèbre standard si A est stable par tous les opérateurs Pt, par L, et
par composition avec les fonctions C∞ qui sont nulles en 0. Lorsque la mesure µ est
une probabilité, nous demanderons de plus que cette algèbre contienne les constantes,
et soit stable par composition avec toutes les fonctions C∞ (nulles en 0 ou non).

Hypothèse 2.4.3 (de l’algèbre standard). — Nous ferons désormais l’hypothèse
de l’existence d’une algèbre standard A.

Remarquons tout d’abord que cette hypothèse est facilement vérifiée dans des cas
simples : par exemple, pour un semi-groupe de Markov sur un ensemble fini, on
pourra prendre pour A l’ensemble de toutes les fonctions. Dans le cas du semi-groupe
de la chaleur d’une variété compacte, l’ensemble de toutes les fonctions C∞ convient.
Pour le semi-groupe de la chaleur de Rn (de générateur Laplacien ∆), on peut choisir
l’ensemble des fonctions à dérivées successives à décroissance rapide(1), et pour celui
d’Ornstein-Uhlenbeck l’ensemble des fonctions à dérivées successives à croissance
lente (on rappelle que cet ensemble a déjà été introduit à la section 2.3).

Il est cependant difficile d’adapter les conditions de l’hypothèse 2.4.3 à des si-
tuations plus générales ; par exemple, sur une variété non compacte, les fonctions à
support compact ne sont pas préservées par le semi-groupe de la chaleur.

Un des intérêts principaux de l’hypothèse 2.4.3 est de donner un cadre rigoureux
pour les calculs, et cela de manière unifiée. Enfin, il faut noter que beaucoup de
résultats peuvent se démontrer sous des hypothèses moins fortes, mais il faut alors
adapter les calculs au cas par cas.

Le générateur infinitésimal L vérifie la propriété fondamentale suivante :

Proposition 2.4.4. — Pour toute fonction f ∈ A et pour tout t > 0,

(2.6) ∂tPtf = PtLf = LPtf.

On a vu qu’à chaque semi-groupe, on pouvait associer un générateur infinitésimal.
Inversement, la donnée d’un générateur infinitésimal et de son domaine détermine

(1)Une fonction est dite à décroissance rapide si pour tout polynôme de n variables P , supRn |fP | <
∞.
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entièrement le semi-groupe dont il est issu. En effet, c’est en résolvant, pour une
fonction f0 donnée, l’équation aux dérivées partielles

(2.7)
{

∂tf(t, x) = Lf(t, x) ∀(t, x) ∈ R∗+ × E
f(0, x) = f0(x),

que l’on détermine Pt(f0)(x) = f(t, x). On prendra garde que le semi-groupe n’est
entièrement connu que lorsque l’on a résolu cette équation pour toutes les fonctions
du domaine. En effet, on peut trouver deux opérateurs distincts cöıncidant sur une
partie dense de L2(µ) mais qui donnent naissance à deux semi-groupes différents.
Un exemple est donné sur L2([0, 1], dx) par L = d2/dx2, avec conditions au bord de
Neumann et de Dirichlet (voir [Kat76]).

On peut également remarquer que l’équation (2.6) est à rapprocher d’une équation
aux dérivées partielles classique de type (2.7) comme nous l’avons déjà remarqué dans
l’exemple du semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck (voir equation (2.1)). Un autre
exemple est donné par l’opérateur laplacien sur Rn, L = ∆ =

∑n
i=1 ∂2

xi
. En effet,

l’équation (2.7) s’écrit dans ce cas, en posant f(t, x) = Pt(f)(x),
{

∂tf(t, x) = ∆f(t, x)
f(0, x) = f0(x).

Remarquons qu’il s’agit de l’équation de la chaleur classique sur Rn.
Donnons à présent les notions d’invariance et de symétrie :

Définition 2.4.5. — Une mesure µ sur E est dite invariante (ou stationnaire) pour
le semi-groupe (Pt)t>0 si, pour tout t > 0 et toute fonction f ∈ A,

Eµ(Ptf) = Eµ(f),

ou de manière équivalente, si pour toute fonction f ∈ A,

Eµ(Lf) = 0.

Elle est dite symétrique ou réversible si, pour toutes fonctions f, g ∈ A et pour tout
t > 0,

Eµ(fPtg) = Eµ(gPtf),

c’est-à-dire si les opérateurs Pt sont auto-adjoints dans L2(µ) (ou de manière équiva-
lente si l’opérateur L est auto-adjoint dans L2(µ)).

Le même raisonnement qu’en 2.3.3 nous permet de voir que d’une manière générale,
le caractère symétrique d’une mesure entrâıne son invariance.

2.5. Inégalité de Poincaré ou de trou spectral

Sur les exemples de la mesure de Bernoulli et de la mesure gaussienne introduits
en début de chapitre, nous avons vu que le terme −Eµ(fLf) représentait exactement
le terme d’énergie Eµ(f) présenté dans le chapitre 1. Pour un générateur L quelconque,

on généralise donc naturellement la notion d’énergie en posant Eµ(f) déf.= −Eµ(fLf).
Un autre moyen d’écrire cette énergie vient de l’opérateur carré du champ :
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Définition 2.5.1. — On appelle opérateur carré du champ la forme bilinéaire sy-
métrique suivante : pour f et g dans A,

Γ(f, g) déf.=
1
2
(L(fg)− fLg − gLf).

Nous noterons Γ(f) pour Γ(f, f).

Dans le cas du laplacien sur Rn, on a par simple calcul Γ(f) = |∇f |2, c’est de
là que provient la dénomination carré du champ (de gradient). Par ailleurs, pour un
générateur infinitésimal de la forme L = ∆ − ∇Φ · ∇, dont la mesure invariante est
µ(dx) déf.= Z−1 exp(−Φ(x))dx avec Z

déf.=
∫
E exp(−Φ(x))dx (comme par exemple le

semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck), on a aussi Γ(f) = |∇f |2.
Sur l’espace à deux points {−1, 1}, pour le générateur L défini par L(a+bx) = −bx

(voir section 2.2), on a Γ(a + bx) = b2.

Proposition 2.5.2. — Soit L un générateur infinitésimal de mesure invariante µ.
Pour toute fonction f ∈ A, les deux propriétés suivantes sont satisfaites :

(i) Γ(f) > 0,

(ii) Eµ(f)
déf.
= −Eµ(fLf) = Eµ(Γ(f)).

Preuve. — D’après la propriété (iv) des semi-groupes de Markov, on constate que
pour toute fonction f ∈ A, pour tout t > 0 et tout a ∈ R,

Pt

(
(f + a)2

)
= Pt(f2) + 2aPt(f) + a2 > 0.

Ainsi, en utilisant le fait que le discriminant de ce trinôme est toujours négatif, on
obtient Pt(f2) > (Pt(f))2. Enfin, la définition de l’opérateur carré du champ nous
assure que

Γ(f) = lim
t→0

1
2t

(
Pt(f2)−Pt(f)2

)
> 0,

ce qui achève la preuve de (i).
La propriété (ii) découle directement du caractère invariant de la mesure.

Remarque 2.5.3. — La seule donnée de l’opérateur Γ ne permet pas de retrouver
L. En revanche, la donnée de l’opérateur Γ et de la mesure µ détermine L.

On étend alors la notion d’inégalité de Poincaré :

Définition 2.5.4. — Soit L un générateur infinitésimal de mesure invariante µ. On
dira que la mesure µ vérifie une inégalité de Poincaré de constante c, si pour toute
fonction f ∈ A,

(2.8) Varµ(f) 6 cEµ(f).

Cette inégalité est une généralisation de l’inégalité de Poincaré introduite au
chapitre 1, section 1.2.4. Donnée dans un contexte général, elle permet de plus larges
applications.

On se donne (Pt)t>0 un semi-groupe markovien de générateur infinitésimal L et de
mesure invariante µ. Nous obtenons alors une généralisation de la proposition 2.2.1 :

Théorème 2.5.5. — Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
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(i) Il existe une constante λ > 0 telle que pour toute fonction f ∈ A,

(2.9) ‖Ptf −Eµ(f)‖2 6 e−λt‖f‖2;
(ii) La mesure µ vérifie une inégalité de Poincaré de constante c > 0.

De plus, les constantes optimales sont liées par la relation c = 1
λ .

Remarque 2.5.6. — Notons un point de vocabulaire. L’inégalité (2.8) est connue
sous le nom d’inégalité de Poincaré et (2.9) sous le nom d’inégalité de trou spectral.
On parle originellement d’inégalité de Poincaré lorsqu’on contrôle l’intégrale du
carré d’une fonction par l’intégrale du carré de sa dérivée. C’est par exemple le cas
dans les espaces de Sobolev Hm

0 (Ω) où Ω est un ouvert borné de Rn (voir par exemple
[Maz85]). On retrouve bien cette forme ici puisqu’on a remarqué que −Eµ(fLf) est
une généralisation de l’énergie. De plus, pour un générateur L issu d’un semi-groupe
de Markov associé à une mesure symétrique, on constate que ses valeurs propres
sont négatives ou nulles. Pour le voir, il suffit d’appliquer la proposition 2.5.2 à une
fonction propre de L : λEµ

(
f2

)
= Eµ(fLf) 6 0. En outre, 0 est forcément valeur

propre d’après la définition 2.4.5 de l’invariance. Aussi, la dénomination de ® trou
spectral Ż provient-elle du fait que le terme λ de l’inégalité (2.9) (la plus grande
constante satisfaisant cette inégalité) est la première valeur propre après 0. Cela se
voit dans l’inégalité de Poincaré (2.8) en effectuant une décomposition spectrale de
Pt (voir [Bak94] pour plus de détails sur cette décomposition).

En conséquence, l’équivalence des deux inégalités du théorème nous permet de
confondre les deux appellations ® inégalité de trou spectral Ż et ® inégalité de Poin-
caré Ż.

Preuve du théorème 2.5.5. — Tout d’abord, remarquons qu’on peut se ramener au
cas où f est de moyenne nulle. On introduit alors la fonction ϕ(t) déf.= Eµ((Ptf)2) sur
R+ de dérivée

(2.10) ϕ′(t) = 2Eµ(PtfLPtf).

Démontrons tout d’abord que (i) implique (ii). D’après l’inégalité (2.9), pour tout
t > 0,

ϕ(t) = ‖Ptf‖22 6 e−2λt‖f‖22 = e−2λtϕ(0).

En conséquence, ϕ′(0) 6 −2λϕ(0), c’est-à-dire

2Eµ(fLf) 6 −2λEµ(f2),

ce qui est exactement l’inégalité (2.8) attendue.
Réciproquement, montrons que (ii) implique (i). L’inégalité de Poincaré appli-

quée à Ptf nous assure que

ϕ′(t) = 2Eµ(PtfL(Ptf)) 6 −2λEµ((Ptf)2) = −2λϕ(t).

Donc, la fonction t 7→ e2λtϕ(t) est décroissante. Le résultat se déduit alors immédia-
tement de e2λtϕ(t) 6 ϕ(0).
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2.6. Inégalité de Sobolev logarithmique

Nous donnons dans cette partie la définition générale d’inégalité de Sobolev lo-
garithmique ainsi qu’un théorème de convergence du semi-groupe vers sa mesure
invariante. Avant cela, et afin de généraliser certaines propriétés d’intégration par
parties ou de dérivation que nous avons observées sur l’exemple du semi-groupe
d’Ornstein-Uhlenbeck, nous introduisons la notion d’opérateur de diffusion.

Définition 2.6.1. — On dit qu’un opérateur L est une diffusion si pour toute fonc-
tion Φ, C∞ de Rn dans R, et toute fonction f = (f1, . . . , fn) dans An,

(2.11) L(Φ(f)) =
∑

i

Φ′i(f)L(fi) +
∑

i,j

Φ′′ij(f)Γ(fi, fj).

Par extension, on dira qu’un semi-groupe est de diffusion lorsque son générateur
infinitésimal est un opérateur de diffusion.

On pourra se convaincre sans peine que le générateur infinitésimal associé au semi-
groupe d’Ornstein-Uhlenbeck est un opérateur de diffusion.

Par ailleurs, dans Rn, les opérateurs différentiels du second ordre sans terme constant

(2.12) Lf(x) =
n∑

i,j=1

aij(x)∂2
ijf(x) +

n∑

i=1

bi(x)∂if(x),

de matrice (aij)i,j symétrique positive sont des opérateurs de diffusion. Réciproque-
ment, si l’on suppose que les fonctions coordonnées xi (i = 1, . . . , n) sont des éléments
de l’algèbre A associée à un opérateur de diffusion L, alors, en appliquant la formule
(2.11) à fi = xi, on voit que L peut s’écrire sous la forme (2.12). Plus généralement,
quitte à multiplier les fonctions coordonnées (dans les cartes) par des fonctions ® cu-
toffs Ż, on peut écrire (localement) tout opérateur de diffusion sous la forme (2.12).

Soient à présent µ une mesure invariante pour le semi-groupe (Pt)t>0 de générateur
infinitésimal L de diffusion, et Φ une fonction C∞ de R dans R. Pour toutes fonctions
f, g ∈ A, la propriété de diffusion assure :

(2.13) Γ(Φ(f), g) = Φ′(f)Γ(f, g)

et

(2.14) Eµ(Φ′(f)Lf) + Eµ(Φ′′(f)Γ(f, f)) = 0.

L’égalité (2.14) s’obtient par application directe de la propriété de diffusion, le premier
terme est égal à Eµ(LΦ(f)) qui est nul par invariance de la mesure.

Nous généralisons à présent la notion d’inégalité de Sobolev logarithmique asso-
ciée à un semi-groupe de Markov (Pt)t>0 quelconque.

Définition 2.6.2. — Soit L un générateur infinitésimal de mesure invariante µ. On
dira que µ satisfait à une inégalité de Sobolev logarithmique de constante c si, pour
toute fonction f ∈ A,

(SL) Entµ

(
f2

)
6 cEµ(f) ,

où l’on rappelle que Entµ

(
f2

) déf.= Eµ

(
f2 log

(
f2/Eµ(f2)

))
et Eµ(f) déf.= −Eµ(fLf).
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Sur les exemples de l’espace à deux points muni de la mesure de Bernoulli et du
semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck, on peut aisément vérifier que cette définition
cöıncide bien avec celle introduite au chapitre 1 section 1.2.5.

Remarque 2.6.3. — Dans la définition 2.6.2, on peut se restreindre aux fonctions
positives. En effet, pour une fonction f ∈ A quelconque, d’une part Entµ

(
f2

)
=

Entµ

(|f |2), et d’autre part d’après la propriété (iv) des semi-groupes (définition
2.4.1), Pt|f | > |Ptf |, donc

Eµ(fLf) = lim
t→0

1
2t

µ(fPt(f)− f2) 6 lim
t→0

1
2t

µ(|f |Pt(|f |)− |f |2) = Eµ(|f |L(|f |)) ,

c’est-à-dire Eµ(|f |) 6 Eµ(f).

Parallèlement à l’inégalité de Sobolev logarithmique, il existe une notion plus
faible :

Définition 2.6.4. — Soit L un générateur infinitésimal de mesure invariante µ.
On dira que µ satisfait à une inégalité de Sobolev logarithmique non tendue de
constantes c et m si, pour toute fonction f ∈ A,

(2.15) Entµ

(
f2

)
6 cEµ(f) + mEµ

(
f2

)
,

Remarque 2.6.5. — Dans le cas particulier où le terme d’énergie est donnée par
Eµ(f) = Eµ

(|∇f |2), l’inégalité précédente affirme que si f2 et |∇f |2 sont intégrables,
alors f2 log f2 est intégrable.

Un raisonnement similaire à celui de la remarque 2.6.3 nous permet de nous res-
treindre aux fonctions positives.

Notons enfin que l’on parle généralement d’inégalité tendue lorsque l’inégalité consi-
dérée est une égalité pour les constantes. C’est donc le cas pour l’inégalité de Sobolev
logarithmique mais évidemment pas pour l’inégalité de Sobolev logarithmique non
tendue !

Les inégalités de Sobolev logarithmiques (tendues et non tendues) s’inscrivent
dans une famille plus vaste d’inégalités qui seront étudiées en détail au chapitre 4. En
particulier, on y verra comment une inégalité de Sobolev logarithmique non tendue
peut impliquer une inégalité de Sobolev logarithmique (tendue) sous l’hypothèse de
l’existence d’un trou spectral.

Désormais, nous supposerons que le semi-groupe (Pt)t>0 se représente par un
noyau : pour tout x ∈ E, il existe une mesure de probabilité pt(x, dy) telle que pour
toute fonction f ∈ A,

Ptf(x) =
∫

E
f(y)pt(x, dy).

Il faut remarquer que l’existence d’une telle représentation ne dépend que de certaines
hypothèses topologiques sur E, hypothèses le plus souvent satisfaites, comme par
exemple dans le cas de Rn.

Nous donnons à présent un résultat de convergence du semi-groupe, au sens de
l’entropie, à l’aide de l’inégalité de Sobolev logarithmique. Nous avons besoin pour
cela d’un lemme.
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Lemme 2.6.6. — Soit (Pt)t>0 un semi-groupe de Markov de mesure invariante µ

et une fonction f ∈ A strictement positive. En notant Eµ(f, g)
déf.
= Eµ(Γ(f, g)), nous

avons les deux résultats suivants :

1. Si µ est réversible, alors Eµ

(√
f
)

6 1
4Eµ(f, log f).

2. Si µ est invariante et (Pt)t>0 est de diffusion, alors Eµ

(√
f
)

= 1
4Eµ(f, log f).

Preuve. — Démontrons tout d’abord le point 2. Les propriétés (2.13) et (2.14) et la
proposition 2.5.2 entrâınent d’une part

Eµ

(√
f
)

= Eµ

(
Γ(

√
f,

√
f)

)
=

1
4
Eµ

(
Γ(f, f)

f

)
,

et d’autre part

Eµ(f, log f) = Eµ(Γ(f, log f)) = Eµ

(
Γ(f, f)

f

)
,

ce qui donne le résultat.
Pour le point 1, nous n’avons plus l’hypothèse de diffusion. Ainsi, les propriétés

(2.13) et (2.14) ne sont plus vraies, il est alors nécessaire d’effectuer une comparaison
directe de Eµ

(√
f
)

et Eµ(f, log f). D’après les définitions de L et Γ, pour toutes
fonctions f, g ∈ A,

Γ(f, g) = lim
t→0

1
2t

∫

E
(f(x)− f(y))(g(x)− g(y))pt(x, dy).

Ainsi, par réversibilité, pour f ∈ A strictement positive il vient

Eµ

(√
f
)

= lim
t→0

1
2t

∫ ∫

E×E

(√
f(x)−

√
f(y)

)2

pt(x, dy)dµ(x),

et

Eµ(f, log f) = lim
t→0

1
2t

∫ ∫

E×E
(f(x)− f(y))(log f(x)− log f(y))pt(x, dy)dµ(x).

Or, pour tout 0 < a < b, d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz,
(√

b−√a

b− a

)2

=

(
1

2(b− a)

∫ b

a

dt√
t

)2

6 1
4(b− a)

∫ b

a

dt

t
=

1
4

log b− log a

b− a
.

Donc, en reportant cette inégalité dans les expressions intégrales des énergies Eµ

(√
f
)

et Eµ(f, log f), on obtient le résultat attendu.

Dans la démonstration précédente, l’intérêt des opérateurs de diffusion apparâıt
très fortement à travers les propriétés (2.13) et (2.14).

Théorème 2.6.7 (décroissance de l’entropie). — Soit un semi-groupe de Mar-
kov (Pt)t>0 de mesure invariante µ vérifiant l’une des hypothèses suivantes :

1. µ est réversible.
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2. µ est invariante et (Pt)t>0 est de diffusion.

Alors, µ vérifie une inégalité de Sobolev logarithmique de constante c > 0 si et
seulement si pour toute fonction f ∈ A positive,

(2.16) Entµ(Ptf) 6 e−
4t
c Entµ(f) .

Preuve. — Montrons tout d’abord le caractère nécessaire. On peut aisément se rame-
ner au cas où f est strictement positive, il suffit en effet pour une fonction f ∈ A posi-
tive quelconque de considérer f + ε puis de faire tendre ε vers 0. En outre, par homo-
généité, on peut supposer Eµ(f) = 1, ce qui, par invariance, nous assure Eµ(Ptf) = 1.
Enfin, par dérivation et d’après le lemme 2.6.6, on a

(2.17) ∂tEntµ(Ptf) = −Eµ(Ptf, log Ptf) 6 −4Eµ

(√
Ptf

)
.

On applique à présent l’inégalité de Sobolev logarithmique à
√

Ptf pour obtenir

∂tEntµ(Ptf) 6 −4
c
Entµ(Ptf) .

Il suffit alors pour conclure d’appliquer le lemme de Gronwall :

Entµ(Ptf) 6 e−
4t
c Entµ(P0f) = e−

4t
c Entµ(f) .

Réciproquement, à partir du lemme 2.6.6, en différentiant l’inégalité (2.16) en t = 0,
on obtient l’inégalité de Sobolev logarithmique pour µ de constante c pour toute
fonction f ∈ A positive. La remarque 2.6.3 permet alors de conclure.

2.7. Hypercontractivité

Nous avons déjà mentionné le terme d’hypercontractivité à propos du théorème de
Nelson (théorème 2.3.1). Nous en donnons maintenant une définition générale dans
le cadre d’un semi-groupe quelconque.

Définition 2.7.1. — Étant donné une fonction strictement croissante q : R+ →
[q(0),∞[, on dit qu’un semi-groupe (Pt)t>0 est hypercontractif de fonction de contrac-
tion q si et seulement si pour toute fonction f ∈ A et tout t > 0,

‖Ptf‖q(t) 6 ‖f‖q(0).

Lorsqu’une telle propriété a lieu, on écrit aussi

‖Pt‖q(0)→q(t)
déf.= sup

‖f‖q(0)61

‖Ptf‖q(t) 6 1.

Dans le cadre de l’étude de la norme des opérateurs d’un semi-groupe, la notion
d’hypercontractivité n’est pas la seule possible comme on le verra au chapitre 4.
Introduisons dès à présent, par souci de complétude, les concepts de semi-groupe
ultracontractif et immédiatement hypercontractif. La première de ces notions sera
étudiée plus en détail au chapitre 4.
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Définition 2.7.2. — On dira qu’un semi-groupe (Pt)t>0 est ultracontractif de Lp(µ)
dans L∞(µ) si Pt est un opérateur borné de Lp(µ) dans L∞(µ) pour tout t > 0, c’est-
à-dire s’il existe une constante c(t) telle que

‖Pt‖p→∞ 6 c(t).

On dira qu’il est immédiatement hypercontractif si pour tout p ∈ [2,∞[ et tout t > 0,
il existe une constante c(p, t) telle que

‖Pt‖2→p 6 c(p, t).

Exemple 2.7.3. — Sur Rn, pour une fonction Φ donnée telle que exp(−Φ) est
intégrable, on considère la mesure de probabilité dµ(x) = Z−1 exp(−Φ(x))dx, de
constante de normalisation Z

déf.=
∫
Rn exp(−Φ(x))dx. On lui associe le générateur in-

finitésimal L = ∆ − ∇Φ · ∇ symétrique dans L2(µ) et le semi-groupe (Pt)t>0. Dans
[KKR93], les auteurs obtiennent des résultats généraux qui peuvent s’appliquer à
certains exemples de fonction Φ, nous les résumons ici sans démonstration :
Pour Φ(x) = |x|α :

– si α > 2, le semi-groupe (Pt)t>0 est ultracontractif de L1(µ) dans L∞(µ),
– si α = 2, il s’agit du semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck et le théorème de

Nelson s’applique alors : le semi-groupe est hypercontractif de fonction de
contraction q(t) = 1 + e2t(q(0) − 1). Il n’est ni immédiatement hypercontrac-
tif ni ultracontractif,

– si 0 < α < 2, le semi-groupe n’est pas hypercontractif.
Pour Φ(x) = (1 + |x|2)(log(1 + |x|2))λ :

– si λ > 1, le semi-groupe (Pt)t>0 est ultracontractif de L1(µ) dans L∞(µ),
– si λ = 1, le semi-groupe n’est pas ultracontractif mais il est immédiatement

hypercontractif.
Pour Φ(x) = (1 + |x|2) log(1 + |x|2)(log log(1 + |x|2))λ :

– si λ > 1, le semi-groupe (Pt)t>0 est ultracontractif de L1(µ) dans L∞(µ),
– si λ = 1, le semi-groupe n’est pas ultracontractif mais il est immédiatement

hypercontractif.
Les résultats de Kavian, Kerkyacharian et Roynette sont en fait plus généraux
que ceux que nous avons reportés ici. Pourtant, ce bref résumé montre bien le rôle
particulier joué par le cas gaussien, ® frontière Ż entre les différentes notions.

2.8. Le théorème de Gross

Nous allons à présent montrer le théorème de Gross qui établit l’équivalence entre
l’inégalité de Sobolev logarithmique et l’hypercontractivité. Ce théorème énonce
dans le cadre des semi-groupes de Markov un résultat semblable à celui du théorème
de Nelson consacré au semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck (voir théorème 2.3.1).

En préambule, établissons un premier résultat.

Lemme 2.8.1. — Soit (Pt)t>0 un semi-groupe de Markov de mesure invariante µ
vérifiant l’une des hypothèses suivantes :

1. µ est réversible
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2. µ est invariante et (Pt)t>0 est de diffusion.

On suppose de plus que la mesure µ satisfait à une inégalité de Sobolev logarithmique
de constante c. Alors, pour tout p > 2 et pour toute fonction f ∈ A positive,

Entµ(fp) 6 −c
p2

4(p− 1)
Eµ

(
fp−1Lf

)
.

Preuve. — Plaçons-nous tout d’abord sous l’hypothèse 2 de diffusion. La démons-
tration est la même que celle qui nous a permis d’obtenir l’inégalité (2.4) dans le
cadre du semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck. Nous la redonnons malgré tout pour
mettre en avant le rôle des propriétés de diffusion du générateur. En effet, d’après les
propriétés (2.13) et (2.14), on a

−Eµ(fp−1Lf) = (p− 1)Eµ(fp−2Γ(f)),

et

−Eµ

(
f

p
2 Lf

p
2

)
= Eµ

(
Γ

(
f

p
2

))
=

p

2
Eµ

(
f

p
2−1Γ

(
f, f

p
2

))
=

p2

4
Eµ(fp−2Γ(f)).

On en déduit immédiatement

Eµ(fp−1Lf) =
4(p− 1)

p2
Eµ

(
f

p
2 Lf

p
2

)
.

L’inégalité de Sobolev logarithmique appliquée à la fonction f
p
2 nous permet de

conclure.
Sans l’hypothèse de diffusion, on reprend l’idée de la preuve du lemme 2.6.6. Par

réversibilité,

−Eµ

(
fp−1Lf

)
= Eµ

(
Γ(fp−1, f)

)

= lim
t→0

1
2t

∫ ∫

E×E
(fp−1(x)− fp−1(y))(f(x)− f(y))pt(x, dy)dµ(x),

et

−Eµ

(
f

p
2 Lf

p
2

)
= Eµ

(
Γ(f

p
2 )

)
= lim

t→0

1
2t

∫ ∫

E×E

(
f

p
2 (x)− f

p
2 (y)

)2

pt(x, dy)dµ(x).

Or, pour 0 < a < b, d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz

(
b

p
2 − a

p
2

b− a

)2

=

(
p

2(b− a)

∫ b

a

t
p
2−1dt

)2

6 p2

4(b− a)

∫ b

a

tp−2dt =
p2

4(p− 1)
bp−1 − ap−1

b− a
.

Ainsi, en reportant cette expression dans les représentations intégrales de Eµ

(
f

p
2 Lf

p
2
)

et Eµ

(
fp−1Lf

)
, nous obtenons le résultat attendu dans ce cas.

Nous sommes à présent en mesure d’énoncer le résultat le plus important de ce
chapitre :

Théorème 2.8.2 (Gross). — Soit (Pt)t>0 un semi-groupe de Markov de mesure
invariante µ vérifiant l’une des hypothèses suivantes :
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1. µ est réversible

2. µ est invariante et (Pt)t>0 est de diffusion.

Alors, les deux propriétés suivantes sont satisfaites :
(i) S’il existe une constante c > 0 telle que le semi-groupe (Pt)t>0 soit hypercontractif
de fonction de contraction q(t) = 1 + e4t/c, alors la mesure µ satisfait à une inégalité
de Sobolev logarithmique (SL) de constante c.
(ii) Si µ satisfait à une inégalité de Sobolev logarithmique (SL) de constante c > 0,
alors pour tout q(0) > 1 et toute fonction q(t) = 1 + (q(0) − 1)e4t/c, le semi-groupe
(Pt)t>0 est hypercontractif de fonction de contraction q.

Preuve. — Comme A est une algèbre standard, on peut se restreindre aux fonctions
f strictement positives. En effet, l’idée pour se ramener à f positive quelconque est
de considérer la suite de fonctions (f2 + ε)

1
2 et de faire tendre ε vers 0. La positivité

de f entrâıne, d’après la définition 2.4.1, la positivité de Ptf qui est indispensable
pour les calculs.

Tout comme dans la preuve du théorème de Nelson, la clef de la démonstration
repose sur le calcul de la dérivée de ‖Ptf‖h(t) pour une fonction quelconque h : R+ →
[1,∞[ de classe C1, strictement croissante. Ce calcul, effectué sur le logarithme de la
norme plutôt que sur la norme elle-même, est en tout point semblable à celui exposé
dans la preuve du théorème de Nelson. Pour toute fonction f ∈ A positive, il donne

d

dt

(
log ‖Ptf‖h(t)

)
=

h′(t)
h2(t)Eµ

(
(Ptf)h(t)

)
[
Entµ

(
(Ptf)h(t)

)

+
h2(t)
h′(t)

Eµ

(
(Ptf)h(t)−1LPtf

)]
.

En liaison avec le lemme 2.8.1 et en résolvant l’équation différentielle

h2(t)
h′(t)

= c
h2(t)

4(h(t)− 1)
,

on aboutit à h(t) = 1 + (h(0)− 1)e4t/c, c’est-à-dire à la fonction q(t). Cette remarque
explique le choix de la fonction q dans le théorème.

Démontrons d’abord le point (i). D’après l’hypothèse d’hypercontractivité, la fonc-
tion Φ : t 7→ ‖Ptf‖q(t) vérifie

Φ(t) = ‖Ptf‖q(t) 6 ‖P0f‖2 = Φ(0).

Ainsi, la dérivée de t 7→ log ‖Ptf‖q(t) est négative en 0, ce qui nous assure d’après le
calcul précédent, appliqué à h = q, que

Entµ

(
(P0f)2

)
6 −cEµ((P0f)L(P0f)) .

Or, par définition, P0f = f , ce qui entrâıne l’inégalité de Sobolev logarithmique
(SL) attendue.

Version post-publication réservée aux auteurs - Compilée le 27 septembre 2002. c© Société Mathématique de France.
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Réciproquement, montrons (ii). D’après l’inégalité de Sobolev logarithmique (SL)
et le lemme 2.8.1 appliqué à Ptf , on a

Entµ

(
(Ptf)q(t)

)
6 −c

q2(t)
4(q(t)− 1)

Eµ

(
(Ptf)q(t)−1LPtf

)
.

Ceci nous permet de conclure à la décroissance de la fonction Φ(t) introduite précé-
demment, car pour q de la forme q(t) = 1 + (q(0)− 1)e4t/c,

c
q2(t)

4(q(t)− 1)
=

q2(t)
q′(t)

.

Or la décroissance de Φ signifie exactement l’hypercontractivité.

Le théorème de Gross est valable pour les semi-groupes qui ne sont pas des dif-
fusions et donc en particulier pour le semi-groupe introduit à la section 2.2 réversible
par rapport à la mesure de Bernoulli uniforme β sur {−1, 1}. Nous donnons à pré-
sent une version simplifiée de ce théorème dans ce cas (nous renvoyons à la section
2.2 pour les notations et les définitions) :

Corollaire 2.8.3. — Soit (Pt)t>0 le semi-groupe défini à la section 2.2, de mesure
symétrique β. Alors, pour toute fonction f(x) = a + bx définie sur {−1, 1} et tout
réel p > 1, on a pour q − 1 = e2t(p− 1) :

‖Ptf‖q 6 ‖f‖p,

c’est-à-dire que pour tous réels a et b,
[ |a− e−tb|q + |a + e−tb|q

2

] 1
q

6
[ |a− b|p + |a + b|p

2

] 1
p

.

Bien que d’apparence élémentaire, cette inégalité n’est pas si facile à démontrer
directement (voir [Bak94]) !

En liaison avec les inégalités de Sobolev logarithmiques non tendues, nous avons
aussi le résultat suivant :

Lemme 2.8.4. — Soit (Pt)t>0 un semi-groupe de Markov de mesure invariante µ
vérifiant l’une des hypothèses suivantes :

1. µ est réversible

2. µ est invariante et (Pt)t>0 est de diffusion.

On suppose de plus que µ satisfait à une inégalité de Sobolev logarithmique non
tendue de constantes c et m. Alors, pour tout p > 2 et pour toute fonction f ∈ A
positive,

Entµ(fp) 6 −c
p2

4(p− 1)
Eµ

(
fp−1Lf

)
+ mEµ(fp) .

Preuve. — La démonstration est la même que pour le lemme 2.8.1. En effet, le terme
supplémentaire mEµ

(
f2

)
intervenant dans l’inégalité de Sobolev logarithmique non

tendue ne joue aucun rôle dans la comparaison de Eµ

(
f

p
2 Lf

p
2
)

et Eµ

(
fp−1Lf

)
.
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2.8. LE THÉORÈME DE GROSS 37

Théorème 2.8.5 (Gross, version non tendue). — Soit (Pt)t>0 un semi-groupe
de Markov de mesure invariante µ vérifiant l’une des hypothèses suivantes :

1. µ est réversible

2. µ est invariante et (Pt)t>0 est de diffusion.

Alors, les deux propriétés suivantes sont satisfaites :
(i) S’il existe une fonction q : R+ → [2,∞], avec q(0) = 2, et une fonction m : R+ →
R+ nulle en 0, toutes les deux dérivables en t = 0, avec q′(0) > 0, et telles que pour
toute fonction f ∈ A, on ait

‖Ptf‖q(t) 6 em(t)‖f‖2,

alors µ satisfait à une inégalité de Sobolev logarithmique non tendue : pour tout
f ∈ A,

Entµ

(
f2

)
6 4

q′(0)
[Eµ(f) + m′(0)Eµ

(
f2

)]
.

(ii) Si µ satisfait à une inégalité de Sobolev logarithmique non tendue de constantes
c > 0 et m/c, alors pour 1 6 p < q < ∞, si l’on pose t = c(q − p)/(pq), pour toute
fonction f ∈ A,

‖Ptf‖q 6 exp
(

mc
q − p

pq

)
‖f‖p.

Une démonstration complète de ce résultat se trouve dans [Bak94, théorème 3.2].
Indiquons simplement qu’elle est similaire à celle du théorème de Gross, mais l’on
utilise le lemme 2.8.4 plutôt que le lemme 2.8.1 et l’on cherche à dériver la fonction
log

[
exp(m(t))‖Ptf‖q(t)

]
plutôt que log ‖Ptf‖q(t).

Signalons pour finir que dans le cas d’une mesure symétrique pour un semi-groupe
de Markov (Pt)t>0, il suffit d’avoir ‖Ptf‖p→q < ∞ pour t > 0, p et q fixés (1 < p < q)
pour s’assurer que µ satisfait à une inégalité de Sobolev logarithmique non tendue.
Ce résultat est dû à Hoegh-Krohn et Simon (voir [SHK72] et [DS89]) :

Théorème 2.8.6 (Hoegh-Krohn-Simon). — Soit (Pt)t>0 un semi-groupe associé
à une mesure symétrique µ. Supposons qu’il existe t0 > 0 et 1 < p < q < ∞ tels que
‖Pt0f‖p→q 6 M .

Alors, µ satisfait à une inégalité de Sobolev logarithmique non tendue : pour tout
f ∈ A,

Entµ

(
f2

)
6 cEµ(f) + mEµ

(
f2

)
,

où c et m sont des fonctions explicites de t0, p, q et M .

On renvoie à [Bak94, théorème 3.6] pour la preuve de ce résultat et l’expression
des constantes c et m en fonction de t0, p, q et M .
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2.9. Application

On rappelle (voir section 2.2) que sur l’espace à deux points {−1, 1} muni de la
mesure uniforme β = 1

2 (δ−1 + δ1), on dispose d’un semi-groupe (Pt)t>0 défini sur les
fonctions f(x) = a + bx par Pt(f)(x) = a + e−tbx. Son générateur infinitésimal est
L(a + bx) = −bx.

À présent, sur {−1, 1}N muni de la mesure produit ⊗N
l=1βl, on construit le semi-

groupe PN
t = (Pt)

⊗N de générateur infinitésimal LN défini par

LNf(x1, . . . , xN ) =
N∑

l=1

Llf(x1, . . . , xN ).

Ici, Ll est une copie du générateur L agissant sur la seule variable xl. On définit aussi,
pour l = 1, . . . , N , la l-ème projection εl : (x1, . . . , xN ) 7→ xl. Les variables ε1, . . . , εN

forment une suite de variables aléatoires de Bernoulli symétriques indépendantes.
On décompose alors l’espace L2

(⊗N
l=1β

)
de dimension 2N en somme directe ortho-

gonale (décomposition connue sous le nom de chaos de Walsh , voir [Bor79]) :

L2
(⊗N

l=1βl

)
= ⊕N

l=1Wl,

avec

Wl
déf.=

{ ∑
n1<···<nl

αn1,...,nl
εn1 . . . εnl

; αn1,...,nl
∈ R

}

déf.=





∑

A,|A|=l

αAεA; αA ∈ R


 .(2.18)

Pour chaque l, l’espace Wl est l’espace propre de l’opérateur LN associé à la valeur
propre −l. En effet, pour tout l, LN (εl) = −εl et donc pour tout l 6= m,

LN (εlεm) =
N∑

k=1

Lk(εlεm) = εmLl(εl) + εlLm(εm) = −2εlεm.

Ainsi, par récurrence nous obtenons LN (εn1 . . . εnl
) = −lεn1 . . . εnl

, pour tout l-uplet
n1 < · · · < nl. De cette manière, on vérifie bien que l’opérateur LN agit sur les
fonctions du l-ième chaos par simple multiplication par −l : pour toute fonction f ∈
Wl, LNf = −lf . On en déduit immédiatement que pour tout f ∈ Wl, PN

t f = e−ltf .
Or d’après le chapitre 1, en utilisant les formules de tensorisation, la mesure ⊗N

l=1β
vérifie une inégalité de Sobolev logarithmique de constante 2. Ainsi, le théorème de
Gross assure l’hypercontractivité du semi-groupe

(
PN

t

)
t>0

de fonction de contraction
q(t) = 1 + (q(0)− 1)e2t, c’est-à-dire que pour tout f ∈ Wl,

∥∥PN
t f

∥∥
q(t)

6 ‖f‖q(0).

Comme
∥∥PN

t f
∥∥

q(t)
= e−lt‖f‖q(t), il vient immédiatement ‖f‖q(t) 6 elt‖f‖q(0). Si l’on

choisit q(t) = p, pour p > 2 fixé, et q(0) = 2 (ce qui impose t = 1
2 log(p − 1)), on
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obtient finalement en faisant tendre N vers l’infini la proposition suivante (avec les
notations ® évidentes Ż de (2.18) :

Proposition 2.9.1. — Pour toute fonction f ∈ Wl,

‖f‖p 6 (p− 1)l/2‖f‖2.
De manière équivalente, pour toute suite de réels (αA)A où A est de longueur l donnée,

(
Eµ

(∑

A

αAεA

)p) 1
p

6 (p− 1)l/2

(∑

A

α2
A

) 1
2

.

Ce résultat constitue une généralisation des inégalités de Khintchine. En effet,
les inégalités de Khintchine sont exactement l’inégalité précédente dans le premier
chaos W1 :

Corollaire 2.9.2 (Inégalité de Khintchine). — Pour toute suite (αn)n>0 de réels,
toute suite de variables aléatoires de Bernoulli symétriques indépendantes (εn)n>0

et tout p > 2, on a
(

E

(∣∣∣∣∣
∑

n

αnεn

∣∣∣∣∣

)p) 1
p

6
√

p− 1

(∑
n

α2
n

) 1
2

.

Signalons pour conclure qu’il existe une décomposition similaire de L2(γ⊗n) pour
la mesure gaussienne γ⊗n sur Rn en somme directe orthogonale. Cette décomposition
est connue sous le nom de chaos de Wiener (voir [Bor79] et les références qui y
figurent). La base de décomposition est donnée par les polynômes d’Hermite.

2.10. Notes

Citons pour commencer quelques ouvrages généraux et synthétiques sur les thèmes
abordés dans ce chapitre : le cours de Bakry [Bak94] de l’École d’été de Saint-Flour
1992, [Gro93], le livre de Royer [Roy99] et [GZ00].

Notons que l’on trouve dans [Mal78] [Mey82] et [Str81a, Str81b] (et dans les ré-
férences qui y figurent) de nombreux éléments sur la notion générale de semi-groupe
d’Ornstein-Uhlenbeck (section 2.3). Dans [Mey82],Meyer évoque également des
travaux non publiés de Williams.

La démonstration du théorème 2.3.1 de Nelson proposée dans ce chapitre est
inspirée de celle du théorème de Gross [Gro75]. La démonstration du point (ii)
provient de [Bak94].

L’inégalité de Sobolev logarithmique, quant à elle, a été introduite dans sa forme
non tendue par Gross dans l’article fondateur [Gro75].

L’opérateur carré du champ introduit à la définition 2.5.1 semble trouver sa source
dans les travaux de Kunita [Kun69], voir également [Rot76]. Différents aspects sont
présentés dans le volume de Dellacherie-Meyer [DM75], ainsi que dans [Mok89].
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Dans la continuité du théorème 2.6.7 (section 2.6) sur la décroissance du semi-
groupe au sens de l’entropie, il faut signaler des travaux récents de Miclo dans
[Mic99c] pour des châınes de Markov à trou spectral.

La notion d’hypercontractivité (section 2.7) trouve son origine dans les travaux de
Nelson dans les années soixante (voir [Nel66]) en théorie quantique des champs. Les
résultats d’alors ne concernaient que le cas gaussien pour lequel le semi-groupe était
borné de L2(µ) dans L4(µ). Par la suite, Glimm [Gli68], Segal [Seg70], Nelson
[Nel73b, Nel73a] mais aussi Hoegh-Krohn et Simon [SHK72] étendent les résultats
à Lp(µ) et Lq(µ). On a en particulier le résultat suivant en associant le théorème de
Hoegh-Krohn-Simon (théorème 2.8.6) et le théorème de Gross dans sa version non
tendue (théorème 2.8.5) : si un semi-groupe est borné pour un t > 0 fixé de L2(µ)
dans L4(µ), alors pour tous 1 < p < q < ∞, il existe t(p, q) assez grand tel que Pt

soit borné de Lp(µ) dans Lq(µ) pour tout t > t(p, q).
Sans utiliser le théorème fondamental de Gross qui permet de prouver l’hypercon-

tractivité à partir des inégalités de Sobolev logarithmiques, de nombreux auteurs
ont fourni une démonstration directe de l’hypercontractivité dans le cas gaussien,
voir [Bec75, Bec92], [BL76a], [Car91], [CL90], [Epp89], [Lie90] et [Nev76]. Citons
enfin quelques références sur des travaux autour de l’hypercontractivité : Muel-
ler et Weissler [MW82], Rothaus [Rot81, Rot85, Rot86], Bakry et Emery
[BE84, BE85], Ledoux [Led92] et Hu [Hu00].

Il faudra attendre 1983 et les travaux de Davies et Simon [Dav83, DS84] pour voir
apparâıtre la notion d’ultracontractivité. Cet écart entre l’étude de l’hypercontracti-
vité et de l’ultracontractivité s’explique en partie par le fait que l’ultracontractivité n’a
pas de lien a priori avec la théorie quantique des champs. Nous attirons l’attention du
lecteur sur le fait que Davies donne une définition légèrement différente (dans le cas
non symétrique) de celle que nous avons présentée à la section 2.7. En effet, un semi-
groupe est ultracontractif en son sens, si les opérateurs Pt sont bornés de L2(µ) dans
L∞(µ) pour tout t > 0. De nombreux résultats sont contenus dans l’ouvrage synthé-
tique de Davies [Dav90]. Plus tard, Kavian, Kerkyacharian et Roynette (dans
[KKR93]) introduisent les notions d’ultracontractivité de L1(µ) dans L∞(µ) (notion
plus forte que celle de Davies dans le cas non symétrique) et surtout d’immédiate
hypercontractivité.

L’importance des résultats de Gross [Gro75] a été largement appréciée, même
avant leur publication, puisqu’ils ont conduit aux travaux de Carmona [Car79], Eck-
mann [Eck74] et Rosen [Ros76].

Dans la section 2.8, nous avons donné le résultat d’hypercontractivité du semi-
groupe, dans le cas particulier de la mesure de Bernoulli, comme simple corollaire du
théorème de Gross (corollaire 2.8.3). Il faut cependant remarquer qu’originellement,
Gross montrait l’hypercontractivité pour la mesure de Bernoulli directement. Il se
servait ensuite de ce résultat pour montrer le théorème de Nelson par tensorisation
et passage à la limite (voir [Gro75] et [Bak94]).

Notons que la version non tendue du théorème de Gross (théorème 2.8.5) est un
cas particulier d’un théorème un peu plus général dû à Bakry [Bak94, théorème 3.3].

Enfin, le livre de Janson [Jan97] donne de nombreux résultats sur les décomposi-
tions en chaos des espaces L2(µ).
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CHAPITRE 3

TENSORISATION ET PERTURBATION DE
L’INÉGALITÉ DE SOBOLEV LOGARITHMIQUE

par Ivan Gentil

3.1. Introduction

La tensorisation est une propriété essentielle des inégalités de Poincaré et de So-
bolev logarithmique. En effet, elle permet, en partant de la dimension un, d’obtenir
la même inégalité pour toutes les dimensions en gardant les mêmes constantes. Ainsi
des propriétés provenant de ces inégalités, comme des propriétés de concentration,
qui peuvent s’obtenir de façon simple sur la droite réelle, sont encore vérifiées dans
Rn (voir le chapitre 7). Cette propriété de tensorisation date de l’invention même de
l’inégalité de Sobolev logarithmique, elle a été introduite pour la première fois par
Gross en 1975 dans [Gro75]. En outre, elle est d’autant plus remarquable qu’elle
n’est plus disponible pour des inégalités plus fortes comme l’inégalité de Sobolev,
dont l’étude sera faite dans le chapitre 4 .

L’objet de la première partie est de prouver les théorèmes de tensorisation. Nous
utiliserons, pour cela, des résultats du premier chapitre. Nous verrons ensuite une
autre propriété satisfaite par les inégalités de Poincaré et de Sobolev logarith-
miques, la propriété de perturbation. Cette dernière propriété permet un contrôle des
constantes des inégalités de Poincaré ou de Sobolev logarithmique pour des me-
sures dont les densités sont perturbées par une fonction bornée. Nous illustrerons ces
notions par un exemple de modèle simple en mécanique statistique.

3.2. Étude de la tensorisation des inégalités

Dans le premier chapitre, il a été démontré que la mesure gaussienne en dimen-
sion n vérifie les inégalités de Poincaré et de Sobolev logarithmique (voir le corol-
laire 1.5.3). Voyons maintenant le cas général du produit tensoriel de deux mesures
de probabilité.



42 CHAPITRE 3. TENSORISATION ET PERTURBATION

Soient µa et µb deux mesures de probabilité sur des espaces mesurées (Ea,Fa)
et (Eb,Fb). Soit La (resp. Lb) un générateur infinitésimal agissant sur une algèbre
standard Aa (voir l’hypothèse 2.4.3 du chapitre 2) (resp. Ab) de fonctions de Ea (resp.
Eb) dans R. Nous supposerons les mesures µa et µb invariantes pour les générateurs
La et Lb.

Prolongeons de façon naturelle les opérateurs La et Lb aux fonctions de Ea × Eb

dans R, en fixant une variable et en faisant agir l’opérateur sur l’autre. Notons alors
par La +Lb la somme des deux opérateurs sur une classe de fonctions de Ea×Eb dans
R.

Nous supposerons, pour la suite, que l’opérateur La + Lb est un générateur infini-
tésimal sur Ea×Eb. Remarquons que si les mesures µa et µb sont invariantes pour les
générateurs La et Lb, alors la mesure µa⊗µb est invariante pour le générateur La+Lb.
On suppose qu’il existe une algèbre standard A associée au générateur infinitésimal
La + Lb incluse dans l’ensemble des fonctions de Ea × Eb dans R.

Nous supposerons pour finir que pour toute fonction f ∈ A, on a f(x, .) ∈ Ab pour
tout x ∈ Ea, et f(., y) ∈ Aa pour tout y ∈ Eb.

Ces hypothèses contraignantes sont toujours vérifiées dans le cas de diffusions sur
Rn (voir la définition 2.6.1) et dans le cas où les espaces Ea et Eb sont finis.

Théorème 3.2.1. — Supposons que les mesures µa et µb vérifient les inégalités de
Poincaré pour les générateurs infinitésimaux La et Lb et les constantes ca et cb,
c’est-à-dire que pour toutes fonctions f ∈ Aa et g ∈ Ab,

Varµa(f) 6 −caEµa(fLaf)

et

Varµb
(g) 6 −cbEµb

(gLbg) .

Alors la mesure produit µa ⊗ µb vérifie l’inégalité de Poincaré pour le générateur
infinitésimal La + Lb et de constante c = max(ca, cb), c’est-à-dire que pour toute
fonction h ∈ A,

Varµa⊗µb
(h) 6 −cEµa⊗µb

(h(La + Lb)h) .

Preuve. — Soit h ∈ A. La proposition 1.4.1 de tensorisation de la variance donne

Varµa⊗µb
(h) 6 Eµb

(Varµa(h)) + Eµa(Varµb
(h)) .

L’inégalité de Poincaré appliquée aux deux mesures µa et µb implique

Varµa⊗µb
(h) 6 −caEµa⊗µb

(hLah)− cbEµb⊗µb
(hLbh)

6 −cEµa⊗µb
(h(La + Lb)h) ,

ce qui démontre le théorème.

Théorème 3.2.2. — Supposons que les mesures µa et µb vérifient les inégalités de
Sobolev logarithmiques pour les générateurs infinitésimaux La et Lb et les constantes
ca et cb, c’est-à-dire que pour toutes fonctions f ∈ Aa et g ∈ Ab,

Entµa

(
f2

)
6 −caEµa(fLaf)
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et

Entµb

(
g2

)
6 −cbEµb

(gLbg) .

Alors la mesure produit µa ⊗ µb vérifie l’inégalité de Sobolev logarithmique pour le
générateur infinitésimal La + Lb de constante c = max(ca, cb), c’est-à-dire que pour
toute fonction h ∈ A,

Entµa⊗µb

(
h2

)
6 −cEµa⊗µb

(h(La + Lb)h) .

Preuve. — Soit f ∈ A. On utilise, comme dans la preuve du théorème précédent, la
proposition 1.4.1 pour décomposer l’entropie. On obtient alors

Entµa⊗µb

(
f2

)
6 Eµb

(
Entµa

(
f2

))
+ Eµa

(
Entµb

(
f2

))
.

L’inégalité de Sobolev logarithmique appliquée aux deux mesures µa et µb implique

Entµa⊗µb

(
f2

)
6 −caEµa⊗µb

(fLaf)− cbEµb⊗µb
(fLbf)

6 −cEµa⊗µb
(f(La + Lb)f) ,

ce qui démontre le théorème.

Le corollaire suivant nous donne par récurrence une généralisation pour le produit
d’un nombre fini de mesures.

Corollaire 3.2.3 (Généralisation). — Soit (Ei,Fi, µi)16i6n n espaces de proba-
bilité. Notons µ = ⊗n

i=1µi la mesure de probabilité tensorisée sur l’espace ×n
i=1Ei.

Si pour tout i ∈ {1, . . . , n}, la mesure µi satisfait l’inégalité de Poincaré de
constante ci et de générateur infinitésimal Li alors la mesure de probabilité µ sa-
tisfait l’inégalité de Poincaré de constante c = max{c1, . . . , cn} et de générateur
infinitésimal L =

∑n
i=1 Li.

De même, si pour tout i ∈ {1, . . . , n}, la mesure µi satisfait l’inégalité de Sobolev
logarithmique de constante ci et de générateur infinitésimal Li alors la mesure µ
satisfait l’inégalité de Sobolev logarithmique de constante c = max{c1, . . . , cn} et de
générateur infinitésimal L =

∑n
i=1 Li.

3.3. Remarques

Remarque 3.3.1. — On sait d’après le théorème 2.8.2 de Gross qu’il y a équiva-
lence entre l’hypercontractivité d’un semi-groupe (Pt)t>0 et le fait qu’une mesure de
probabilité µ invariante pour le semi-groupe (Pt)t>0 satisfait une inégalité de Sobo-
lev logarithmique. Bakry, dans son cours de Saint-Flour (voir [Bak94]), utilise ce
théorème pour démontrer la tensorisation de l’inégalité de Sobolev logarithmique.
Décrivons cette autre démonstration.

Soit (Pa
t )t>0 (resp. (Pb

t )t>0) un semi-groupe de mesure invariante µa (resp. µb). On
peut construire, à l’aide des noyaux de transition (voir [Bak94]), un semi-groupe de
diffusion (Pt)t>0 qui admet comme générateur infinitésimal La + Lb (La et Lb étant
les générateurs de (Pa

t )t>0 et (Pb
t )t>0) et comme mesure invariante µa ⊗ µb.
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Supposons que les semi-groupes (Pa
t )t>0 et (Pb

t )t>0 sont hypercontractifs de fonc-
tions de contraction qa(t) = 1 + exp(4t/ca) et qb(t) = 1 + exp(4t/cb) où ca et cb

sont des constantes strictement positives (voir le paragraphe 2.7). En utilisant une
inégalité de Minkowski continue (voir le lemme 1.3 de [Bak94]) on montre que le
semi-groupe (Pt)t>0 est hypercontractif de fonction de contraction q(t) = 1+exp(4t/c)
où c = max(ca, cb).

Ceci montre, grâce au théorème 2.8.2, que la mesure produit µa ⊗ µb satisfait
l’inégalité de Sobolev logarithmique de constante c = max(ca, cb).

Remarque 3.3.2. — La propriété, pour une mesure, de vérifier l’inégalité de Poin-
caré ou l’inégalité de Sobolev logarithmique, est tensorisable d’après les théorèmes
précédents. C’est un phénomène important qui n’est pas vérifié par toutes les inégali-
tés, et notamment par l’inégalité de Sobolev. Cette inégalité, d’après le chapitre 4,
est plus forte que les inégalités de Poincaré ou de Sobolev logarithmique. Voyons
le cas particulier de R3.

En effet, nous allons voir dans le chapitre 4 qu’il existe une constante c > 0, telle
que pour toute fonction f de R3 dans R, de classe C1, telle que f et ∇f appartiennent
à l’ensemble L2(dx), où dx est la mesure de Lebesgue sur R3, on a

‖f‖6 6 c‖∇f‖2.
Cette propriété est vérifiée pour la mesure de Lebesgue sur R3 mais elle n’est pas
vérifié sur R6. Il s’agit ici de l’inégalité de Sobolev (équation (4.5)), notée S(2) dans
le chapitre 4, associée à n = 3 et p = 6. Ceci montre que l’inégalité précédente ne se
tensorise pas.

3.4. Perturbation des inégalités de Poincaré et de Sobolev logarithmique

Nous allons maintenant exposer des résultats sur la stabilité des inégalités de Poin-
caré et de Sobolev logarithmique lorsque l’on perturbe la mesure par une fonction
bornée positive.

Nous considérons, dans ce paragraphe, les inégalités non pas pour un générateur
L mais pour un carré du champ Γ (voir le chapitre 2 pour les définitions). Cette
différence n’est pas importante car les expressions de l’énergie sont égales dans le cas
d’une mesure invariante (voir la proposition 2.5.2).

Théorème 3.4.1. — Soit µ une mesure de probabilité sur un espace (E,F) vérifiant
l’inégalité de Poincaré avec un carré du champ Γ et une constante c, et soit U une
application mesurable bornée de (E,F) dans R. Définissons la mesure µ̃ par

dµ̃ =
eU

Z
dµ,

où Z =
∫

eUdµ.
Alors la mesure µ̃ vérifie l’inégalité de Poincaré avec le carré du champ Γ et la

constante c̃ = ce2osc(U), où osc(U) = sup(U)− inf(U).
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La démonstration de la perturbation de l’inégalité de Poincaré utilise d’une part
un contrôle des mesures µ et µ̃ par la fonction U , et d’autre part une formule varia-
tionnelle de la variance. On retrouvera cette même méthode pour la perturbation de
l’inégalité de Sobolev logarithmique, au paragraphe suivant. Nous présentons main-
tenant un lemme dû à Roberto qui nous donne une formule variationnelle générale
valable pour la variance et pour l’entropie.

Lemme 3.4.2. — Soit ϕ une fonction d’un intervalle I dans R de classe C2 convexe.
On a alors la formule variationnelle suivante, pour toute fonction f mesurable bornée
à valeur dans l’intervalle I :

inf
a∈I

Eµ(ϕ(f)− ϕ′(a)(f − a)− ϕ(a)) = Eµ(ϕ(f))− ϕ(Eµ(f)).

Preuve. — Pour démontrer cette formule variationnelle, il suffit de calculer le mini-
mum sur l’intervalle I de l’application

a 7→ Eµ(ϕ(f)− ϕ′(a)(f − a)− ϕ(a)) ,

en remarquant que ϕ′′ > 0 et que Eµ(f) ∈ I.

Preuve du théorème 3.4.1. — Pour toute application f positive mesurable bornée sur
(E,F), on a

einf(U)

∫
fdµ 6

∫
feUdµ 6 esup(U)

∫
fdµ.

Cette inégalité appliquée à f = 1 montre que

einf(U) 6 Z 6 esup(U).

Soit donc

e−osc(U) 6 dµ̃

dµ
6 eosc(U),(3.1)

où dµ̃/dµ représente la dérivée de Radon-Nikodym de µ̃ par rapport à µ. De plus,
pour toute fonction f mesurable appartenant à L2(E,F), on a, d’après lemme 3.4.2
appliqué à ϕ(x) = x2 et I = R :

Varµ(f) = inf
a∈R

(∫
(f − a)2dµ

)
.(3.2)

Cette formule nous permet de conclure en utilisant l’inégalité de Poincaré pour la
mesure µ,

Varµ̃(f) = inf
a∈R

(∫
(f − a)2dµ̃

)

6 eosc(U) inf
a∈R

(∫
(f − a)2dµ

)

6 eosc(U)Varµ(f)

6 ceosc(U)Eµ(Γ(f)) .
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La positivité de Γ(f) d’une part (voir la proposition 2.5.2 du chapitre 2) et la mino-
ration (3.1) d’autre part permettent d’en déduire l’inégalité de Poincaré suivante :

Varµ̃(f) 6 ce2osc(U)Eµ̃(Γ(f)) .

Théorème 3.4.3. — Soit µ une mesure de probabilité sur un espace (E,F) vérifiant
l’inégalité de Sobolev logarithmique pour un carré du champ Γ et une constante
c, et soit U une application mesurable bornée de (E,F) dans R. Définissons comme
précédemment la mesure µ̃ par

dµ̃ =
eU

Z
dµ,

où Z =
∫

eUdµ. Alors la mesure µ̃ vérifie l’inégalité de Sobolev logarithmique de
constante c̃ = ce2osc(U).

Preuve. — Comme dans la démonstration précédente nous utilisons d’une part l’équa-
tion (3.1) et d’autre part une formule variationnelle de l’entropie. La formule varia-
tionnelle pour l’entropie utilisée ici est différente de celle donnée dans le paragraphe
1.2.2. On a d’après le lemme 3.4.2, appliqué à ϕ = x ln x et I = R+, pour f mesurable
bornée sur (E,F) :

Entµ

(
f2

)
= inf

a>0

{
Eµ

(
f2 log

f2

a
− f2 + a

)}
.(3.3)

De plus, pour a > 0, la quantité f2 log f2

a − f2 + a est toujours positive. Ceci nous
donne alors :

Entµ̃

(
f2

)
= inf

a>0

{
Eµ̃

(
f2 log

f2

a
− f2 + a

)}

6 eosc(U) inf
a>0

{
Eµ

(
f2 log

f2

a
− f2 + a

)}

6 eosc(U)Entµ(f)

6 ceosc(U)Eµ(Γ(f))

6 ce2osc(U)Eµ̃(Γ(f)) ,

où la positivité de Γ(f) et la minoration (3.1) ont encore été utilisées.

Remarque 3.4.4. — D’après le livre de Royer, (voir [Roy99], proposition 3.1.18),
il s’avère que l’on peut démontrer que la mesure µ̃, du théorème précédent, vérifie
une inégalité de Sobolev logarithmique avec une constante c′ = ceosc(U) au lieu de
ce2osc(U).

3.5. Exemples

Dans cette partie, nous allons, dans un premier temps, établir l’inégalité de So-
bolev logarithmique ou de Poincaré pour une mesure produit. Les outils présentés
dans ce chapitre sont suffisants pour démontrer ces inégalités pour ce cas particulier
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de mesure produit. Dans un second temps nous exposons un résultat similaire pour
des mesures faiblement corrélées.

Exemple 3.5.1 (Mesure produit). — On s’intéresse ici à des mesures sur Rn ad-
mettant une densité e−Φ par rapport à la mesure de Lebesgue, où Φ est une fonction
telle que e−Φ soit intégrable par rapport à la mesure de Lebesgue. L’objet de cet
exemple est de montrer, dans un cas particulier, que cette mesure vérifie l’inégalité
de Sobolev logarithmique avec une constante indépendante de la dimension.

Soit n ∈ N. Soit Φ une application de Rn dans R définie par

Φ(X) =
n∑

i=1

(
x2

i

2
+ V (xi)

)
, pour X = (xi)16i6n ∈ Rn,

où V est une fonction bornée de R dans R. Soit µ la mesure de probabilité sur Rn

définie par

dµ(X) =
1
Z

e−Φ(X)dX,(3.4)

où Z =
∫

e−Φ(X)dX et dX est la mesure de Lebesgue sur Rn.
Alors la mesure µ vérifie l’inégalité de Sobolev logarithmique pour une constante

c = 2e4||V ||∞ et pour le carré du champ Γ(·) = |∇ · |2.
Prouvons cette assertion. Nous sommes dans le cadre d’une mesure produit. Soit

µ1, la mesure définie par

µ1(dx1) =
1
Z1

e−
x2
1
2 −V (x1)dx1.

On a alors µ = µ⊗n
1 et Z = (Z1)n. Mais µ1 est une perturbation de la mesure

gaussienne par une application bornée. On sait donc d’après le théorème 3.4.3 que µ1

vérifie l’inégalité de Sobolev logarithmique avec une constante égale à 2e4||V ||∞ . En
effet, le nombre 2 est la constante de la loi gaussienne pour l’inégalité de Sobolev
logarithmique démontrée dans le chapitre 1 et 2||V ||∞ majore l’oscillation de V .

Ensuite, il suffit d’appliquer le corollaire 3.2.3 de tensorisation de l’inégalité de
Sobolev logarithmique à la mesure µ pour conclure qu’elle vérifie encore l’inégalité
de Sobolev logarithmique avec une constante égale à 2e4||V ||∞ .

Ce même raisonnement, ou l’utilisation du paragraphe 1.2.6, permet aussi de mon-
trer que la mesure µ vérifie l’inégalité de Poincaré avec une constante égale à e4||V ||∞
(la constante de l’inégalité de Poincaré pour la mesure gaussienne étant 1).

Remarque 3.5.2. — Comme annoncé, dans cet exemple la constante obtenue ne dé-
pend pas de la dimension (ici n). Nous pouvons remarquer aussi que pour démontrer
que la mesure µ définie par l’équation (3.4) vérifie l’inégalité de Sobolev logarith-
mique, on aurait pu aussi effectuer une perturbation par l’application V directement
sur la mesure gaussienne standard en dimension n. La mesure µ aurait alors véri-
fiée l’inégalité de Sobolev logarithmique avec une constante égale à 2e4n||V ||∞ . Avec
cette méthode l’indépendance de la constante par rapport à la dimension est perdue.

Nous pouvons également remarquer que l’exemple précédent peut s’étendre à un
modèle plus général, la démonstration utilise alors des outils du chapitre 5. Soit ϕ

Version post-publication réservée aux auteurs - Compilée le 27 septembre 2002. c© Société Mathématique de France.
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une application de R dans R de classe C2 et soit c une constante strictement positive
telle que l’on ait ϕ′′ > c. Alors le résultat de l’exemple précédent est encore valable
si Φ(X) =

∑n
i=1 (ϕ(xi) + V (xi)) et la constante est égale à (2/c)e4||V ||∞ . En effet, la

démonstration reste la même sachant que la mesure µ1 définie par

µ1(dx1) =
1
Z1

e−ϕ(x1)−V (x1)dx1

vérifie aussi l’inégalité de Sobolev logarithmique d’après le corollaire 5.5.2 du cha-
pitre 5.

Étudions maintenant l’inégalité de Sobolev logarithmique sur un exemple de me-
sure qui n’est plus une mesure produit comme dans l’exemple précédent mais une
mesure faiblement corrélée. Les mesures corrélées sont fréquemment utilisées en mé-
canique statistique. Nous allons montrer que lorsque la mesure est assez faiblement
corrélée les résultats de l’exemple 3.5.1 sont encore vérifiés. Entre autres la constante
de l’inégalité de Sobolev logarithmique de dépend pas de la dimension de l’espace.
La démonstration du résultat exposé ici n’est pas complète à cause de sa complexité
mais nous esquissons sa trame. Pour une étude précise de l’inégalité de Sobolev loga-
rithmique pour des modèles comme celui présenté ici on pourra par exemple consulter
les articles de Bodineau-Helffer [BH99], Ledoux [Led00a], Yoshida [Yos99], et
de Zegarlinski [Zeg96].

Exemple 3.5.3 (Mesure de Gibbs). — Soit d > 2, Λ un sous-ensemble fini du
réseau Zd, J un paramètre réel et ω = (ωi)i∈Zd ∈ RZd

. Soit ϕ une application de R
dans R. On définit l’application Φω

Λ,J de R|Λ| dans R, où |Λ| = card(Λ), par

Φω
Λ,J(X) =

∑

i∈Λ

ϕ(xi) + J
∑

i,j∈Λ,i∼j

xixj + J
∑

i∈Λ,j /∈Λ,i∼j

xiωj ,(3.5)

où X = (xi)i∈Λ ∈ R|Λ| et i ∼ j si ‖i− j‖1 = 1 (la norme ‖·‖1 étant la somme des
valeurs absolues des coordonnées).

On suppose que pour tout ω ∈ RZd

et pour tout J ∈ R, l’application exp(−Φω
Λ,J)

est intégrable par rapport à la mesure de Lebesgue sur R|Λ|. On définit alors la
mesure de probabilité µω

Λ,J sur R|Λ| par :

dµω
Λ,J(X) =

1
Zω

Λ,J

e−Φω
Λ,J (X)dX,(3.6)

où Zω
Λ,J =

∫
exp(−Φω

Λ,J(X))dX et dX est la mesure de Lebesgue sur R|Λ|. Cette
mesure est appelée mesure de Gibbs en volume fini.

Cette mesure de probabilité dépend des 3 paramètres J , ω et Λ. Si le paramètre J
est nul, on retrouve la mesure produit µ de l’exemple précédent. Par contre lorsque
J 6= 0, µω

Λ,J n’est pas une mesure produit, un terme d’interaction au plus proche
voisin apparâıt et celui-ci est d’autant plus petit que le paramètre J est petit. Plus
précisément, le second terme de la fonction Φω

Λ,J représente l’interaction entre les
différents spins de Λ et le dernier terme fait apparâıtre un terme d’interaction avec
le bord de Λ, ce sont les conditions aux bords (ou extéreures). Comme annoncé nous
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allons voir, dans le théorème suivant, que lorsque le paramètre J est assez petit c’est-
à-dire lorsque la mesure µω

Λ,J est faiblement corrélée, on retrouve les résultats de
l’exemple 3.5.1.

Théorème 3.5.4. — Supposons que ϕ = ψ +V , où V est une application bornée de
R dans R et ψ est une application de classe C2 telle qu’il existe c > 0 avec ψ′′(x) > c
pour tout x ∈ R.

Alors il existe une constante β strictement positive, telle que si J ∈ [−β, β] il existe
une constante c̃ indépendante des conditions aux bords ω ∈ RZd

et du sous-ensemble
fini Λ de Zd telle que la mesure µω

Λ,J satisfait l’inégalité de Sobolev logarithmique
de constante c̃.

Nous avions remarqué, dans l’exemple 3.5.1, que la constante de l’inégalité de So-
bolev logarithmique ne dépendait pas de la dimension n. On retrouve ce phénomène
dans ce théorème, la constante c̃ ne dépend pas de Λ, le sous-ensemble fini de Zd, et
de ω, les conditions aux bords. Ceci n’étant vrai que pour |J | 6 β, quand l’interaction
est faible. Lorsque le paramètre J est trop grand, l’interaction est trop forte et cette
propriété devient fausse : la constante c̃ dépend alors du cardinal du sous-ensemble Λ
de Zd et des conditions aux bords ω.

Un des buts en mécanique statistique est d’étudier la limite de la mesure µω
Λ,J

lorsque Λ tend vers réseau tout entier Zd. On peut montrer, grâce au théorème pré-
cédent, que lorsque le paramètre J est assez petit la mesure limite appelée mesure de
Gibbs en volume infini est unique, elle ne dépend pas des conditions aux bords ω et
de la façon dont Λ tend vers Zd. Dans ce cas la mesure de Gibbs en volume infini
satisfait aussi une inégalité de Sobolev logarithmique.

Voyons maintenant une esquisse de la démonstration à partir des théorèmes cités
dans ce chapitre.

La démonstration de la tensorisation de l’inégalité de de Sobolev logarithmique
ne peut pas être transposée au cas des mesures faiblement corrélées introduites dans
l’exemple précédent. Elle utilise en effet fortement la proposition 1.4.1 du premier
chapitre qui n’est plus appropriée ici. Néanmoins, on peut adapter pour les mesures
non produit l’égalité suivante (avec les notations du théorème 3.2.2) :

Entµ1⊗µ2

(
f2

)
= Eµ1

(
Entµ2

(
f2

))
+ Eµ1

(
Eµ2

(
f2

)
log

Eµ2

(
f2

)

Eµ1⊗µ2(f2)

)
.(3.7)

Soit µ une mesure de probabilité sur Rn. Désignons par µk la mesure µ conditionnée
par rapport aux k premières variables. Soit f une fonction suffisamment régulière de
Rn dans R pour que ce qui suit ait un sens. On a alors l’égalité suivante :

Entµ

(
f2

)
=

n∑

k=1

Eµ

(
Entµk−1

(
f2

k

))
,(3.8)

où f2
k pour k ∈ {1, · · · , n} est l’espérance conditionnelle de f2 par rapport aux va-

riables x1, · · · , xk sous la mesure µ et par extension f2
0 = Eµ

(
f2

)
et f2

n = f2. L’équa-
tion (3.8) se réduit à (3.7) dans le cas des mesures produits.
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Appliquons cette méthode à la mesure µω
Λ,J . Pour cela on identifie RΛ à Rn avec

n = |Λ| et on pose µk,ω
Λ,J la mesure µω

Λ,J conditionnée par rapport aux k premières
variables. Pour démontrer alors l’inégalité de Sobolev logarithmique pour la mesure
µω

Λ,J , il suffit d’après l’équation (3.8), d’utiliser l’inégalité de Sobolev logarithmique

pour la mesure µk−1,ω
Λ,J appliquée à la fonction fk. Une estimation de Eµω

Λ,J

(
|∇fk|2

)

fait alors apparâıtre des covariances de la forme

(3.9) Covµk,ω
Λ,J

(
f2

k+1, xi

)
= Eµk,ω

Λ,J

((
f2

k+1 −Eµk,ω
Λ,J

(
f2

k+1

))(
xi −Eµk,ω

Λ,J
(xi)

))
,

où i ∈ Λ et xi est le projecteur sur la i ième coordonnée.
Ces termes sont nuls lorsque la mesure µ est une mesure produit et sans avoir de

justification physique ces covariances apparaissent de façon naturelle dans le calcul.
Dans notre cas, pour contrôler la constante de Sobolev logarithmique par rapport à
la taille de Λ et par rapport aux conditions aux bords il faut majorer ces covariances
en fonction des paramètres i et k. Une méthode fréquemment utilisée est d’établir une
décroissance exponentielle des corrélations.

En effet, on montre à partir de la convexité de la fonction ψ qu’il existe deux
constantes positives λ et a telles que si le paramètre J est assez petit on a pour tout
i, j ∈ Λ et ω ∈ RZd

:
∣∣∣Covµω

Λ,J
(xi, xj)

∣∣∣ 6 λ exp(−ad(i, j)),

d étant la distance usuelle sur Zd. Cette propriété, appelée décroissance exponen-
tielle des corrélations, permet après plusieurs calculs de contrôler les covariances de
la forme (3.9) que l’on retrouve dans la constante de l’inégalité de Sobolev loga-
rithmique pour la mesure µω

Λ,J . Ainsi nous pouvons, par cette méthode, trouver une
constante c̃ qui vérifie les conditions du théorème.

Le modèle présenté ici et la méthode utilisée pour démontrer l’inégalité de Sobolev
logarithmique ne sont que des cas particuliers. On trouvera dans la partie suivant de
nombreuses références où l’inégalité de Sobolev logarithmique est démontrée pour
des mesures de Gibbs plus générales en volume fini et infini.

3.6. Notes

Comme annoncé dans l’introduction, la propriété de tensorisation de l’inégalité de
Sobolev logarithmique date de son invention, on la retrouve dans l’article de Gross
(voir [Gro75]). Par contre l’idée de perturber l’inégalité de Sobolev logarithmique
est plus récente, elle apparâıt pour la première fois en 1987 dans un article de Holley
et Stroock (voir [HS87]).

Les propriétés de tensorisation et de perturbation des inégalités de Poincaré ou
de Sobolev logarithmique sont très utilisés en mécanique statistique. L’intérêt est
que l’une ou l’autre de ces inégalités entrâıne des résultats sur la convergence du
semi-groupe (voir les théorèmes 2.5.5 et 2.8.2 et le chapitre 9 pour des théorèmes de
convergence dans le cas discret).
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Les mesures étudiées en mécanique statistique sont des limites, lorsque n tend vers
l’infini (voir les exemples 3.5.1 et 3.5.3), de mesures sur E⊗n. Ces mesures ne sont
pas, comme dans l’exemple 3.5.1, des mesures produit mais des mesures corrélées
comme dans l’exemple 3.5.3. L’étude de ces mesures n’est pas aisée et les proprié-
tés de tensorisation et de perturbation deviennent alors indispensables. L’étude de
l’inégalité de Sobolev logarithmique pour ces modèles de spins à l’aide de la dé-
croissance des corrélations a été initiée par Zegarlinski, on pourra voir à ce sujet
[Zeg90], [Zeg92] et [SZ92b]. On pourra aussi consulter les notes de cours de Guionnet-
Zegarlinski, [GZ00], pour une exposition dans le cadre des spins compacts. Récem-
ment, l’exemple 3.5.3, c’est-à-dire le cas où les spins ne sont pas compacts, a été
étudié par Zegarlinski [Zeg96], Yoshida [Yos99], Bodineau-Helffer [BH99] et
Ledoux [Led00a]. On retrouve une partie de ces études dans le livre de Royer (voir
[Roy99]). Remarquons que dans l’exemple 3.5.3, nous sommes dans le cas où les spins
appartiennent à la droite réelle. Signalons pour finir l’article de Cesi, [Ces00], qui
donne une nouvelle méthode basée sur la factorisation de l’entropie et des conditions
d’analyticité pour obtenir des inégalité de Sobolev logarithmique pour des mesures
de Gibbs.

Les démonstrations de ce chapitre sont largement inspirées du cours donné à l’Ins-
titut Henri Poincaré (I.H.P.) en 1998 par Guionnet et Zegarlinski (voir [GZ00]).

Version post-publication réservée aux auteurs - Compilée le 27 septembre 2002. c© Société Mathématique de France.





CHAPITRE 4

FAMILLES D’INÉGALITÉS FONCTIONNELLES

par Grégory Scheffer

4.1. Introduction

Dans les chapitres précédents, nous nous sommes intéressés à l’inégalité de So-
bolev logarithmique dans laquelle la dimension de l’espace n’apparâıt pas. Or en
analyse, dans de nombreuses inégalités fonctionnelles, la dimension de l’espace joue
un rôle important. Les inégalités de Sobolev, qui interviennent dans des problèmes
d’équations aux dérivées partielles, sont de nature dimensionnelle car les normes qui
apparaissent dépendent de la dimension. On pourrait également citer les inégalités de
Nash qui sont du même type. Le problème des meilleures constantes dans toutes ces
inégalités, qui est crucial pour les géomètres, est également fortement dépendant de
la dimension.

L’objet de ce chapitre est de présenter certaines familles d’inégalités dans lesquelles
s’inscrivent les exemples précédents, ainsi que l’inégalité de Sobolev logarithmique
comme un cas limite. Après avoir précisé le cadre de notre étude, nous introduirons les
inégalités de Sobolev et nous montrerons le rôle des meilleures constantes dans ces
inégalités. Nous déduirons ensuite des inégalités de Sobolev d’autres familles d’inéga-
lités modifiées : les inégalités de Sobolev affaiblies et les inégalités entropie-énergie.
Nous verrons comment l’on passe d’une famille à l’autre et à quelles majorations sur
le semi-groupe elles correspondent. Enfin, nous ferons le lien entre certaines de ces
inégalités et l’inégalité de Sobolev logarithmique, qui apparâıtra notamment comme
l’analogue en dimension infinie de l’inégalité de Sobolev.

Comme nous présentons ici une vue d’ensemble sur plusieurs domaines très vastes,
les démonstrations seront le plus souvent simplement esquissées. Cependant, nous
donnerons des références bibliographiques pour le lecteur intéressé par plus de détails.
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4.2. Cadre d’étude

Pour des raisons de simplicité, nous nous placerons dans l’un des cas suivants :
– E = (M, g) est une variété riemannienne compacte de dimension n et µ est

la mesure de volume associée à la métrique riemannienne g, normalisée en une
mesure de probabilité ;

– E = Rn et µ = γ⊗n est la mesure gaussienne ;
– E = Rn et µ est la mesure de Lebesgue.

Remarquons que dans ce dernier cas, µ n’est plus une mesure de probabilité.
Les résultats que nous verrons sont valables dans des cadres beaucoup plus généraux

comme des fractales, des modèles de mécanique statistique, certaines variétés non
compactes ou des cadres abstraits, mais ils exigent alors bien plus de précision et de
formalisme, dans lesquels nous ne souhaitons pas entrer ici.

Notons ∇ et ∆ respectivement le gradient et le laplacien sur E, et Lp l’espace
Lp(E, µ) muni de la norme ‖·‖p pour 1 6 p 6 +∞. La norme d’un opérateur linéaire
de Lp dans Lq sera notée ‖·‖p→q.

Dans le cas gaussien, on considérera le générateur Lf(x) = ∆f(x) − x · ∇f(x)
(générateur d’Ornstein-Uhlenbeck sur Rn, voir section 2.3), et dans les autres cas
on considérera L = ∆.

On notera (Pt)t>0 le semi-groupe de générateur L et D(L) le domaine de L. Re-
marquons qu’alors l’opérateur carré du champ (voir définition 2.5.1) est ici toujours
égal à |∇f |2.

Dans les cas où E n’est pas compact, A désignera l’ensemble des fonctions C∞de
E dans R dont les dérivées sont à décroissance rapide ; dans les autres cas où E
est compact, on considérera A = C∞(E). L’algèbre A ainsi définie est une algèbre
standard (voir hypothèse 2.4.3).

Toutes les fonctions f sur E que nous manipulerons appartiendront, sauf indication
contraire, à l’algèbre A. En particulier, les inégalités considérées seront dites vraies si
elles sont vérifiées pour tout f dans A.

4.3. Inégalités de Sobolev

4.3.1. Espaces de Sobolev. — Les inégalités de Sobolev sont bien connues en
analyse. Pour les introduire, commençons par définir les espaces de Sobolev suivants :

∀ 1 6 q < +∞, W1,q(E) déf.= {u ∈ Lq |∇u ∈ Lq}
où ∇u est compris au sens des distributions.

On définit sur W1,q la norme

‖f‖W1,q

déf.= (‖f‖q
q + ‖∇f‖q

q)
1
q ,

qui est équivalente à la norme ‖f‖q + ‖∇f‖q.

Théorème 4.3.1 (Kondrakov-Sobolev). — Plaçons-nous dans l’un des cas sui-
vants :

– E = Rn et µ est la mesure de Lebesgue ;
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– E est une variété riemannienne compacte de dimension n et µ est la mesure de
volume normalisée associée.

Alors si 1 6 q < n et 1
p = 1

q − 1
n , on a :

W1,q ⊂ Lp,

et l’injection est continue.
De plus, l’exposant p ainsi défini est optimum (il n’y a pas injection continue de

W1,q dans Lp′ si p′ > p).

On trouvera des démonstrations de ces résultats dans [Aub82], et également dans
[Heb99] avec des extensions aux cas de certaines variétés non compactes (par exemple
l’espace hyperbolique).

4.3.2. Inégalités fonctionnelles. — Le théorème 4.3.1 peut être vu d’une autre
manière, en écrivant l’injection continue sous la forme d’une inégalité fonctionnelle,
qui donne :

(4.1) ∀ f ∈ W1,q, ‖f‖q
p 6 cq(‖f‖q

q + ‖∇f‖q
q)

où 1 6 q < n et 1
p = 1

q − 1
n .

Ce sont ces inégalités que l’on appellera dans un cadre général inégalités de Sobolev
Lq. On peut en fait se contenter, comme pour l’inégalité de Sobolev logarithmique,
de les considérer pour des fonctions f positives (voir remarque 2.6.3).

Remarquons que ces inégalités de Sobolev ne sont pas vérifiées dans tout espace
(E, µ). En particulier, elles sont fausses dans (Rn, γ⊗n) comme nous le verrons plus
loin dans la section 4.5.3.

Montrons qu’en fait elles sont de plus en plus faibles quand q augmente, la plus
forte étant celle faisant apparâıtre les normes L1 de f et ∇f . Rappelons l’inégalité de
Hölder :

(4.2) ∀ r, s, t > 1, ‖fg‖r 6 ‖f‖s‖g‖t avec
1
r

=
1
s

+
1
t
.

Cette inégalité induit un ordre naturel dans la famille des inégalités de Sobolev. En
effet, prenons q′ > q et faisons le changement de fonctions f = gp′/p (avec f positive)
dans (4.1). En appliquant l’inégalité de Hölder aux deux membres de droite avec
r = q et t = q′, on obtient après simplification par ‖g‖p′

qp′/p :

‖g‖q
p′ 6 cq

(
‖g‖q

q′ +
(

p′

p

)q

‖∇g‖q
q′

)
.

En élevant à la puissance q′/q et en majorant, on obtient finalement l’inégalité de
Sobolev Lq′ suivante :

‖g‖q′

p′ 6 2q′/q−1cq′/q
q

(
‖g‖q′

q′ +
(

p′

p

)q′

‖∇g‖q′

q′

)
.
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On peut donc passer ainsi de q à q′ > q, mais il n’y a pas de moyen de ® revenir Ż de
q′ à q. L’inégalité la plus forte dans cette famille est donc l’inégalité L1 :

(4.3) ‖f‖ n
n−1

6 c1(‖f‖1 + ‖∇f‖1).

C’est une inégalité fonctionnelle de type isopérimétrique, à cause de la norme L1

du gradient. En effet, une inégalité isopérimétrique est une minoration du volume
du bord d’un ensemble A par une fonction du volume de A. Ici, faisons tendre f
vers l’indicatrice d’un ensemble A mesurable à bord régulier. On peut écrire de façon
formelle qu’à la limite on a :

∀ r > 1, ‖1IA‖r = V (A)1/r,

et surtout
‖∇1IA‖1 = Vs(∂A),

où Vs(∂A) est la mesure du bord de A (voir [Maz85]). On déduit donc de (4.3) l’in-
égalité isopérimétrique suivante (en général non optimale) :

V (A)(n−1)/n − c1V (A) 6 c1Vs(∂A).

Pour q = 2, on obtient une autre inégalité particulièrement intéressante car elle fait
apparâıtre l’énergie de f (voir section 1.2.3), c’est-à-dire la norme L2 du gradient :

(4.4) ‖f‖22n
n−2

6 c2(‖f‖22 + ‖∇f‖22).

Enfin, à q fixé, les inégalités (4.1) s’affaiblissent quand la dimension n augmente car
p diminue. Une autre façon de voir les choses est de dire que l’inégalité en dimension
n avec le meilleur exposant p n’est plus vraie en dimension supérieure car l’exposant
critique a diminué. C’est pourquoi, contrairement à l’inégalité de Sobolev logarith-
mique, les inégalités de Sobolev ne peuvent pas se tensoriser sans s’affaiblir, comme
on l’a indiqué dans la remarque 3.3.2. L’aspect dimensionnel y est primordial.

Une fois l’existence d’une inégalité de Sobolev avérée, une question importante
que l’on peut se poser est celle des meilleures constantes (les plus petites) possibles
dans le membre de droite. Pour cela, on sépare la constante devant le gradient de celle
devant la norme de f et on étudie chaque constante séparément.

Définition 4.3.2. — Nous appellerons dorénavant inégalités de Sobolev de di-
mension n les inégalités suivantes :

S(q) ∀ f ∈ A, ‖f‖q
p 6 aq‖f‖q

q + bq‖∇f‖q
q,

avec 1
p = 1

q − 1
n .

Notons que si µ est une mesure de probabilité, alors en prenant f constante, on
trouve que aq > 1.

Définition 4.3.3. — Une inégalité fonctionnelle est dite tendue si elle est vérifiée
pour les fonctions constantes et que, dans ce cas, elle devient une égalité.
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Dans le cas d’une mesure de probabilité, une inégalité S(q) est donc tendue si et
seulement si il est possible de prendre aq = 1. On cherche alors à savoir, à aq = 1 fixée,
quelle est la meilleure constante bq possible. Celle-ci n’est connue que dans certains
cas particuliers (voir [Heb99] pour l’étude des meilleures constantes a et b).

4.3.3. Exemples. — Sur Rn muni de la mesure de Lebesgue, l’inégalité S(q) peut
aussi s’écrire :

(4.5) ∀ f ∈ C∞c (Rn), ‖f‖p 6 bq‖∇f‖q.

Dans ce cas, aq n’est pas forcément plus grande que 1 car les fonctions constantes ne
sont pas dans A, et la meilleure constante aq est égale à 0.

Supposons que n > 2. On ne connâıt pas toutes les meilleures constantes bq. En
voici deux :

b1(Rn) =
1

n1−1/nω
1/n
n

b2(Rn) =
4

n(n− 2)ω2/n
n+1

où ωn est le volume de la sphère unité de Rn (voir [Aub82]).
Remarquons tout d’abord que b1(Rn) est telle que l’inégalité de Sobolev S(1)

implique l’isopérimétrie euclidienne optimale

n1−1/nω1/n
n V (A)(n−1)/n 6 Vs(∂A).

Les fonctions extrémales de S(1) sont les indicatrices de boules (plus précisément,
si on approche une indicatrice de boule par des fonctions différentiables, l’inégalité
S(1) pour ces fonctions devient une égalité à la limite). De plus, la comparaison des
deux constantes b1 et b2 ci-dessus montre que si l’inégalité de Hölder permet bien
de passer de S(1) à S(2), on n’obtient cependant pas par cette méthode la meilleure
constante b2 même si l’on part de la meilleure constante b1.

Dans le cas de la sphère de rayon r de Rn+1, notée Sn(r), les inégalités de So-
bolev tendues existent. Cependant, S(1) n’implique pas l’inégalité isopérimétrique
ensembliste optimale des sphères (dont les ensembles extrémaux sont les calottes sphé-
riques). Pour n > 2 et S(2) tendue, la meilleure constante est :

b2

(
Sn(r)

)
=

4r2

n(n− 2)
.

La sphère est une variété de courbure de Ricci constante ρ = (n−1)/r2 et b2 peut
donc s’écrire 4(n − 1)/(n(n − 2)ρ). On a alors le théorème suivant de comparaison
entre les variétés à courbure minorée et les sphères :

Théorème 4.3.4. — Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n > 2, et
ρ un réel strictement positif. Si la courbure de Ricci de (M, g) est minorée par ρ,
alors la variété est compacte et on a l’inégalité de Sobolev suivante :

‖f‖22n
n−2

6 ‖f‖22 +
4(n− 1)
n(n− 2)ρ

‖∇f‖22.
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Ce résultat est dû à Ilias (voir [Ili83]). On en trouvera la démonstration dans
[Bak94].

4.3.4. Liens avec l’inégalité de Poincaré. — L’inégalité de Poincaré :

(P ) Varµ(f) 6 c‖∇f‖22,
avec c > 0, ne fait pas partie de la famille des inégalités de Sobolev. Son existence
est équivalente à la tension de l’inégalité de Sobolev S(2). Plus précisément, on a
les résultats suivants :

Proposition 4.3.5. — Une inégalité de Sobolev S(2) tendue de constante b2 im-
plique une inégalité de Poincaré avec une constante b2/(p− 2) (où p = 2n/(n− 2)).

Preuve. — On utilise la technique du paragraphe 1.2.6 qui permet de passer de l’in-
égalité de Sobolev logarithmique à l’inégalité de Poincaré. On pose f = 1 + εg
avec ε → 0 et on fait un développement limité au deuxième ordre.

Proposition 4.3.6. — Si une inégalité de Sobolev S(2) et une inégalité de Poin-
caré sont vérifiées, alors l’inégalité de Sobolev S(2) peut être tendue (on peut
choisir aq = 1).

On utilise pour cela le lemme suivant, qui permet de conclure immédiatement :

Lemme 4.3.7. — Soit f̃ = f − ∫
fdµ. Alors, pour tout q > 2 :

(4.6) ‖f‖2q 6 ‖f‖22 + (q − 1)‖f̃‖2q.
Preuve. — Ceci se démontre en posant f = 1 + tg, et en étudiant ‖f‖q en fonction
de t (voir [Bak94, lemme 4.1]).

Notons que si l’on fait tendre q vers 2, on obtient l’analogue pour l’entropie et les
inégalités de Sobolev logarithmiques (voir [DS89]) :

Lemme 4.3.8. — Soit f̃ = f − ∫
fdµ. On a :

(4.7) Entµ

(
f2

)
6 2Varµ(f) + Entµ

(
f̃2

)
.

Cette inégalité est due à Rothaus (voir [Rot86]) et permet de façon analogue de
tendre une inégalité de Sobolev logarithmique :

Proposition 4.3.9. — Si une inégalité de Sobolev logarithmique (SL) non tendue
et une inégalité de Poincaré sont vérifiées, alors l’inégalité de Sobolev logarith-
mique (SL) peut être tendue.

En conséquence, si l’on sait qu’il existe une inégalité de Sobolev (logarithmique),
alors il y a équivalence entre la tension de cette inégalité et l’existence d’une inégalité
de Poincaré.

Remarquons que dans le cas des variétés riemanniennes compactes à courbure mi-
norée par une constante positive, il y a toujours une inégalité de trou spectral pour
la mesure riemannienne (le spectre du laplacien est discret), donc de Poincaré (les
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deux inégalités étant équivalentes pour des semi-groupes markoviens symétriques, voir
théorème 2.5.5). L’inégalité de Sobolev S(2) peut donc toujours être tendue.

4.4. Inégalités de Sobolev affaiblies

À partir de maintenant, nous n’allons nous intéresser qu’à l’inégalité de Sobolev
S(2), qui fait intervenir l’énergie ‖∇f‖22. Posons p = 2n/(n − 2). Pour simplifier les
écritures, nous utiliserons la notation suivante pour la norme de Sobolev :

W (f) déf.=
(
a‖f‖22 + b‖∇f‖22

)1/2

,

où a et b sont les constantes de l’inégalité S(2).
Rappelons l’inégalité d’interpolation suivante, qui est une conséquence de l’inégalité

de Hölder :

(4.8) ∀ r, s, t > 1, ‖f‖r 6 ‖f‖θ
t‖f‖1−θ

s

avec 1
r = θ

t + 1−θ
s .

De cette inégalité et de S(2), on peut déduire immédiatement toute une famille de
nouvelles inégalités, a priori plus faibles que S(2) (voir [BCLSC95]) :

Définition 4.4.1. — Nous appellerons inégalités de Sobolev affaiblies les inégali-
tés suivantes :

SA(r, s) ∀ f ∈ A, ‖f‖r 6 W (f)θ‖f‖1−θ
s

où r > 1, s > 1, 0 < θ 6 1 et 1
r = θ

p + 1−θ
s (p = 2n/(n− 2)).

Par construction, elles se déduisent toutes de S(2), qui s’écrit aussi SA(p, p).

Intéressons-nous à r = 2 et à la sous-famille des SA(2, s). Notons que

s = rp
1− θ

p− rθ
.

Comme p > 2, lorsque s augmente, θ diminue. De plus, r appartient au segment [s, p]
et on a donc : 1 6 s < 2 et 0 < θ 6 n/(n+2). Étudions maintenant quelques inégalités
particulières de cette famille.

Pour s = 1, on a :

(N) ‖f‖1+
2
n

2 6 W (f)‖f‖2/n
1 .

On reconnâıt là l’inégalité de Nash (voir [Nas58]).
À l’autre bout de l’intervalle, faisons tendre s vers 2. En prenant le logarithme et

en passant à la limite en s, l’entropie apparâıt comme la dérivée en s de la norme Ls.
On trouve alors l’inégalité suivante, que nous appellerons inégalité entropie-énergie
logarithmique (1) :

(1)Sur Rn et pour la mesure de Lebesgue, cette inégalité est parfois aussi appelée inégalité de
Sobolev logarithmique, version euclidienne. Elle apparâıt notamment en théorie de l’information,
où elle possède d’autres formes (voir section 10.3).
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(EEL) Entµ

(
f2

)
6 n

2
‖f‖22 log

W (f)2

‖f‖22
,

où l’entropie pour la mesure µ est définie pour une fonction f positive par

Entµ(f) =
∫

f log fdµ−
∫

fdµ log
∫

fdµ.

Lorsque µ n’est pas une mesure de probabilité, les propriétés de cette entropie sont
différentes de celle vue dans le chapitre 1 (voir section 1.2.2).

L’inégalité entropie-énergie logarithmique joue le rôle de SA(2, 2) avec θ → 0. On
peut en fait classer toutes ces inégalités grâce au résultat suivant :

Proposition 4.4.2. — Si on a l’inégalité SA(2, s) pour 1 6 s 6 2, alors on a toutes
les inégalités SA(2, t) pour 1 6 t 6 s.

Preuve. — Posons ϕ(u) = log ‖f‖1/u et étudions de plus près cette famille SA(2, s)
pour 1 6 s < 2. En prenant le logarithme dans ces inégalités, on trouve :

(4.9) log ‖f‖2 − log ‖f‖s 6 θ

2
log

W (f)2

‖f‖2s
.

D’après les relations entre p, s et θ, on a
1
s
− 1

2
=

p− 2
2p

θ

1− θ
,

et SA(2, s) s’écrit donc :

−ϕ(1/s)− ϕ(1/2)
(1/s)− (1/2)

6 (1− θ)
p

p− 2
log

W (f)2

‖f‖2s
.

Quand s → 2, θ → 0 et on retrouve bien l’inégalité entropie-énergie logarithmique
sous la forme :

−ϕ′ (1/2) 6 p

p− 2
log

W (f)2

‖f‖22
,

car
p

p− 2
=

n

2
et ϕ′ (1/2) = −Entµ

(
f2

)

‖f‖22
.

Or l’inégalité d’interpolation (4.8) nous dit que la fonction ϕ est convexe. Par
conséquent, ses taux de variation sont des fonctions croissantes et on a en particulier :

∀ 1 6 t 6 s < 2, ϕ′ (1/2) 6 ϕ(1/s)− ϕ(1/2)
(1/s)− (1/2)

6 ϕ(1/t)− ϕ(1/2)
(1/t)− (1/2)

,

d’où
2(1− θt)

θt
(ϕ (1/2)− ϕ (1/t)) 6 2(1− θs)

θs
(ϕ (1/2)− ϕ (1/s))(4.10)

6 −p− 2
p

ϕ′ (1/2) .
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Si on a l’inégalité entropie-énergie logarithmique (EEL), alors on en déduit

(1− θt) (ϕ (1/2)− ϕ (1/t)) 6 θt log W (f)− θtϕ (1/2) ,

ce qui est exactement (4.9).
Supposons maintenant que l’on ait l’inégalité SA(2, s). En partant de (4.10), on

peut écrire :

(1− θt) (ϕ (1/2)− ϕ (1/t)) 6 θt(1− θs) (log W (f)− ϕ (1/s))

6 θt log W (f)− θtϕ (1/2)

+ θt (ϕ (1/2)− ϕ (1/s)− θs log W (f) + θsϕ (1/s))

6 θt log W (f)− θtϕ (1/2) ,

ce qui permet de conclure.

Les inégalités SA(2, s) sont donc de plus en plus fortes quand s augmente, la plus
faible étant l’inégalité de Nash (N) obtenue pour s = 1, et la plus forte l’inégalité
entropie-énergie logarithmique (EEL), obtenue par passage à la limite pour s → 2.

En réalité, toutes les inégalités de Sobolev affaiblies SA(2, s) sont équivalentes
entre elles, aux constantes a et b près dans W . En effet, il est possible de remonter de
chaque inégalité SA(r, s) à l’inégalité de Sobolev S(2) de départ :

Théorème 4.4.3. — Si l’inégalité SA(r, s) est vérifiée pour des constantes a et b,
alors il existe λ > 1 tel que l’inégalité de Sobolev S(2) est vérifiée avec des constantes
λa et λb.

Preuve. — Pour les détails de cette démonstration, ainsi que des discussions plus
générales sur les propriétés de cette famille d’inégalités, on pourra se reporter à
[BCLSC95]. Cependant, nous allons tout de même esquisser la preuve pour avoir
une idée de la méthode.

On va montrer que l’inégalité de Nash (N) implique l’inégalité de Sobolev S(2).
Soit f ∈ A, positive. Pour tout k ∈ Z, on pose :

fk = (f − 2k)+ ∧ 2k,

que nous supposons aussi dans A (il est toujours possible d’approcher la fonction
x 7→ (x− a)+ ∧ a par des fonctions suffisamment régulières, et de passer à la limite).
Notons que

2k1I{f>2k+1} 6 fk 6 2k1I{f>2k},
d’où

(
22kµ({f > 2k+1}))1+2/n 6 ‖fk‖2+4/n

2 et ‖fk‖4/n
1 6

(
2kµ({f > 2k}))4/n

.

Posons αk = 2pkµ({f > 2k}), où p = 2n/(n − 2), et appliquons l’inégalité de
Nash (N) à fk. On obtient :

αk+1 6 2pW (fk)2θα
2(1−θ)
k ,

avec θ = n/(n + 2) (car s = 1).
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En sommant sur Z et en appliquant l’inégalité de Hölder, on trouve :
∑

k

αk 6 2p
(∑

k

W (fk)2
)θ(∑

k

α2
k

)1−θ

6 2p
(∑

k

W (fk)2
)θ(∑

k

αk

)2(1−θ)

,

d’où on a

(4.11)
∑

k

αk 6 2p/(2θ−1)
(∑

k

W (fk)2
)θ/(2θ−1)

.

Soit Bk = {2k 6 f < 2k+1}. On a alors ‖∇fk‖22 =
∫

Bk
|∇f |2 (fk est constante en

dehors de Bk), et
∑

k

W (fk)2 = a
∑

k

‖fk‖22 + b
∑

k

∫

Bk

|∇f |2,

d’où

(4.12)
∑

k

W (fk)2 6 a
∑

k

22kµ({f > 2k}) + b‖∇f‖22.

Par ailleurs, en comparant les séries et les intégrales, on trouve :
∑

k

22kµ({f > 2k}) 6 4
3
‖f‖22 et 2−p‖f‖p

p 6
∑

k

αk.

On a alors en utilisant (4.11) et (4.12) :

2−p‖f‖p
p 6 2p/(2θ−1)

(
4
3

)θ/(2θ−1)

W (f)2θ/(2θ−1).

Dans l’inégalité de Nash (N), on a vu que θ vaut n/(n + 2), d’où

‖f‖p 6 2p+1

3
W (f),

ce qui est l’inégalité de Sobolev S(2) recherchée.

Remarquons que par ce raisonnement, nous perdons les meilleures constantes en
remontant dans la famille des inégalités de Sobolev affaiblies. Cependant, la tension
des inégalités est conservée. Plus précisément, une inégalité SA(2, s) tendue implique
une inégalité de Poincaré (par un raisonnement identique à celui de la proposi-
tion 4.3.5). Le théorème précédent permet de trouver une inégalité de Sobolev S(2)
non tendue, mais que l’on peut alors tendre grâce à l’inégalité de Poincaré (propo-
sition 4.3.6).

Cependant, si l’on examine les constantes obtenues par ce raisonnement, on re-
marque que si a est nulle, comme dans le cas de Rn muni de la mesure de Lebesgue,
alors l’inégalité de Sobolev S(2) obtenue a la même forme (la ® première constante Ż
est nulle).
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4.5. Inégalités entropie-énergie

4.5.1. Définition. — Nous allons tout d’abord introduire une nouvelle famille gé-
nérale d’inégalités. Si l’on compare l’inégalité SL(2) et l’inégalité entropie-énergie
logarithmique (EEL), on voit qu’elles sont du même type. Plus précisément :

Définition 4.5.1. — Nous appellerons inégalité entropie-énergie une inégalité du
type suivant :

(SΦ) ∀ f ∈ A, Entµ

(
f2

)
6 ‖f‖22Φ

(
‖∇f‖22
‖f‖22

)

où Φ : R+ → R est strictement croissante, et concave.

On voit que l’on retrouve l’inégalité (EEL) avec Φ(x) = (n/2) log(a + bx). On
retrouve également l’inégalité de Sobolev logarithmique (pas forcément tendue,
voir 2.6.4) avec Φ(x) = c + mx. C’est le cas le plus faible, puisque les fonctions
affines sont les plus ® grandes Ż fonctions croissantes concaves.

En particulier, par une majoration triviale, on voit qu’une inégalité entropie-énergie
logarithmique (EEL) de constantes a et b entrâıne une inégalité de Sobolev loga-
rithmique SL(2) avec des constantes c = (n/2) log a et m = nb/(2a). De plus, si
(EEL) est tendue (a = 1), alors SL(2) l’est aussi (c = 0).

4.5.2. Propriétés. — Soit (Pt)t>0 le semi-groupe de générateur L (voir section
2.4.1). Rappelons qu’ici L admet µ pour mesure invariante et |∇|2 pour carré du
champ.

Voici un résultat très important sur les inégalités entropie-énergie, qui les relie à
des propriétés du semi-groupe (Pt)t>0 :

Théorème 4.5.2. — Supposons que l’on ait une inégalité entropie-énergie (SΦ)
avec Φ ∈ C1. Posons Ψ(x) = Φ(x) − xΦ′(x), et pour tous λ > 0 et q > p > 1,
notons

tp,q(λ)
déf.
=

1
2

∫ q

p

Φ′
(

λx2

x− 1

)
1

4(x− 1)
dx

et mp,q(λ)
déf.
=

1
2

∫ q

p

Ψ
(

λx2

x− 1

)
1
x2

dx.

Alors si mp,q(λ) et tp,q(λ) sont finis, on a :

‖Ptp,q(λ)‖p→q
6 emp,q(λ).

Preuve. — On trouvera la démonstration de ce résultat dans [Bak94] pour p = 1 et
q = ∞. L’idée est de se ramener à un résultat similaire démontré pour les inégalités de
Sobolev logarithmique dans le cadre du théorème de Gross sur l’hypercontractivité
(théorème 2.8). On commence par écrire :

∀x0, x > 0, Φ(x) 6 Φ(x0) + (x− x0)Φ′(x0).

On a alors une inégalité de Sobolev logarithmique SL(2) pour chaque x0. On en
déduit le résultat grâce au théorème 2.8.5, mais avec des fonctions t et m un peu
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différentes et qui dépendent de x0. Il ne reste plus qu’à optimiser le choix de x0 pour
trouver la forme annoncée.

Remarquons que, pour Φ linéaire (cas de l’inégalité de Sobolev logarithmique),
t tend vers l’infini lorsque q tend vers l’infini, ce qui ne donne pas d’information
intéressante à la limite. Le meilleur résultat que l’on puisse avoir alors est l’hypercon-
tractivité du semi-groupe (voir définition 2.7.1). Lorsque Φ est telle que t et m restent
bornés quand q tend vers l’infini, le semi-groupe est alors ultracontractif de Lp dans
L∞ (voir définition 2.7.2).

Le théorème 4.5.2 indique que le comportement de (Pt)t>0 en 0 dépend du com-
portement de Φ en l’infini. On a en particulier le corollaire suivant :

Corollaire 4.5.3. — Si on a une inégalité entropie-énergie de fonction Φ telle que
Φ′(x) ∼

+∞
α
x , avec α > 0, alors :

∀ 0 < t 6 1, ‖Pt‖1→∞ 6 Ct−α,

avec C > 0.

Ce résultat est intéressant car il s’applique au cas de l’inégalité entropie-énergie
logarithmique (EEL) avec α = n/2. Mais il prend une dimension supplémentaire
grâce à la réciproque suivante (voir dans un cadre plus général [Var84], [Var85]) :

Théorème 4.5.4 (Varopoulos). — Soit n > 2 et (Pt)t>0 un semi-groupe marko-
vien symétrique tel que, pour 0 < t 6 1, ‖Pt‖1→∞ 6 Ct−

n
2 , avec C > 0. Alors on a

une inégalité de Sobolev S(2) de dimension n.

Nous ne donnerons pas ici la preuve de ce résultat car elle est un peu longue et dé-
licate. Elle utilise le théorème d’interpolation de Marcinkiewicz (voir par exemple
[Dav90] et [CKS87]). On peut également le démontrer en utilisant seulement le théo-
rème d’interpolation de Riesz-Thorin, bien plus simple, ce qui donne une inégalité
de Sobolev avec les normes faibles de Lorentz :

‖f‖p,∞ = sup
λ>0

{
λµ({|f | > λ})1/p

}
.

On remonte alors aux normes usuelles grâce à la méthode de troncature utilisée pour
le théorème 4.4.3 (voir [BCLSC95]).

Grâce au corollaire 4.5.3 et au théorème 4.5.4, on a donc l’équivalence suivante :

Proposition 4.5.5. — Soient r, s > 1 et C > 0. Alors l’inégalité de Sobolev
S(2) équivaut à l’existence d’une constante C > 0 telle que, pour tout t dans ]0, 1],
‖Pt‖1→∞ 6 Ct−

n
2 .

Remarquons que le fait que la quantité ‖Pt‖1→∞ soit bornée entrâıne, si la mesure
symétrique est une mesure de probabilité, beaucoup de propriétés sur (Pt)t>0 et L: par
exemple, L a alors forcément un spectre discret et (Pt)t>0 est une famille d’opérateurs
à noyaux uniformément bornée par ‖Pt‖1→∞ (voir [Bak94, lemme 4.3 et les remarques
qui suivent]).
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4.5.3. Exemples et remarques. — Cette propriété de majoration de ‖Pt‖1→∞ est
beaucoup plus forte que l’hypercontractivité. En effet, cette dernière ne suffit pas pour
avoir une majoration uniforme sur la norme infinie des noyaux. En voici un exemple :
considérons le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck sur R, symétrique par rapport
à la mesure gaussienne (voir 2.3). On peut également le définir à partir de ses noyaux :

Ptf(x) déf.=
∫

f(y)pt(x, y)dγ(y),

où

pt(x, y) déf.=
1
σt

exp
(
− 1

2e2tσ2
t

(y2 − 2etxy + x2)
)

,

avec σt =
√

1− e−2t 6 1. On a donc :

sup
y
{pt(x, y)} =

1
σt

ex2/2,

et
‖Pt‖1→∞ = sup

x,y
{pt(x, y)} = +∞.

Ce semi-groupe est hypercontractif, et on a une inégalité de Sobolev logarithmique
(voir section 2.3), mais pas d’inégalité de Sobolev pour la gaussienne sur R. Ceci
peut d’ailleurs se voir directement :

Proposition 4.5.6. — Considérons la fonction :

f(x) = ex2/4−|x|3/2
.

Alors f ∈ L2(γ) et f ′ ∈ L2(γ), mais pour tout p > 2, f 6∈ Lp(γ).

Cette propriété, facile à vérifier, implique immédiatement qu’il n’y a pas d’inégalité
de Sobolev pour les mesures gaussiennes.

Notons enfin que la puissance n/2 dans la proposition 4.5.5 est optimale. En effet,
considérons le semi-groupe de la chaleur sur Rn (le mouvement brownien si on change
t en 2t), donné par les noyaux :

pt(x, y) =
1

(4πt)
n
2

e−|x−y|2/4t.

Alors on a une borne supérieure optimale en Ct−n/2 :

‖Pt‖1→∞ 6 1

(4πt)n/2
.

En fait, cette borne est optimale et peut être obtenue directement à partir de l’inégalité
entropie-énergie logarithmique avec les constantes optimales de Rn (équation (4.13),
voir [BCL97]).

4.6. Liens avec l’inégalité de Sobolev logarithmique

Pour finir, nous allons présenter quelques liens entre les inégalités que nous venons
de voir et l’inégalité de Sobolev logarithmique.
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4.6.1. Inégalité entropie-énergie logarithmique. — Tout d’abord, rappelons
que l’inégalité entropie-énergie logarithmique (EEL) pour une mesure µ implique
une inégalité de Sobolev logarithmique (voir section 4.5.1).

De façon curieuse, on peut, dans le cas de Rn, passer de manière simple de l’inéga-
lité de Sobolev logarithmique pour la mesure gaussienne γ⊗n à l’inégalité entropie-
énergie logarithmique (EEL) pour la mesure de Lebesgue.

Pour cela, partons de l’inégalité de Sobolev logarithmique pour γ⊗n, démontrée
dans le chapitre 1 (corollaire 1.5.3) :

Entγ⊗n

(
g2

)
6 2Eγ⊗n

(
|∇g|2

)
.

On pose alors :

∀x ∈ Rn, f2(x) =
e−|x|

2/2

(2π)n/2
g2(x),

d’où si ‖f‖L2(dx) = 1 et après une intégration par parties :

Entdx

(
f2

)
6 2‖∇f‖2L2(dx) − n− n

2
log 2π.

On change ensuite f(x) en λn/2f(λx), avec λ > 0 et on optimise en λ pour finalement
trouver :

(4.13) Entdx

(
f2

)
6 n

2
log

(
2

nπe
‖∇f‖2L2(dx)

)
.

Cette inégalité est optimale, car elle est équivalente à l’inégalité de Sobolev logarith-
mique optimale pour la gaussienne, dont on connâıt les fonctions extrémales (méthode
tirée de [Car91]).

Montrons maintenant que cette inégalité peut être déduite de l’inégalité de Sobo-
lev S(2) optimale :

‖f‖2Lp(dx) 6 b2(Rn, dx)‖∇f‖2L2(dx).

On a vu que celle-ci implique, avec les mêmes constantes, l’inégalité entropie-énergie
logarithmique (EEL) suivante :

Entdx

(
f2

)
6 n

2
log

(
b2(Rn, dx)‖∇f‖2L2(dx)

)
,

avec
b2(Rn, dx) =

4
n(n− 2)ωn+1

2/n
∼

+∞
2

nπe
.

Nous allons utiliser un argument de tensorisation dû à Beckner (voir [Bec99]).
Écrivons l’inégalité (EEL) sur Rm, avec m = nl, pour la fonction :

F (x) =
l∏

k=1

f(xk),

où xk ∈ Rn. Cela donne :

Entdx

(
F 2

)
= lEntdx

(
f2

)
6 nl

2
log

(
lb2(Rnl, dx) · ‖∇f‖2L2(dx)

)
.

En faisant tendre l vers l’infini, on retrouve alors bien (4.13).
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4.6.2. Inégalités de Sobolev. — Nous allons maintenant voir que l’on peut dé-
duire des inégalités de Sobolev S(2) sur Rk pour k > n et pour la mesure de
Lebesgue l’inégalité de Sobolev logarithmique sur Rn pour la gaussienne.

Soit k > n. Partons de l’inégalité de Sobolev S(2) optimale sur Rk :

‖f‖22k
k−2

6 ‖f‖22 +
4

n(n− 2)ωn+1
2/n

‖∇f‖22,

et faisons le changement de variable f(x) 7→ (1 + |x|2)−(k−2)/2f(x). Après quelques
calculs et une intégration par parties, on obtient finalement l’inégalité suivante :

(4.14)

(∫

Rk

f2k/(k−2)(x)
dx

(1 + |x|2)k

)(k−2)/k

6
∫

Rk

f2(x)
dx

(1 + |x|2)k

+
1

k(k − 2)

∫

Rk

(1 + |x|2)2|∇f |2(x)
dx

(1 + |x|2)k
.

Rappelons que la projection stéréographique par rapport au point N est une trans-
formation conforme de la sphère Sn ⊂ Rk+1 (privée du point N) dans Rk, qui change
la métrique sphérique en la métrique 4(1+ |x|2)−kIdk sur Rk. En appliquant la trans-
formation inverse à l’inégalité (4.14), on voit qu’elle se transforme en l’inégalité de
Sobolev optimale sur Sk munie de la mesure uniforme σk :

(∫

Sk

f2k/(k−2)dσk

)(k−2)/k

6
∫

Sk

f2dσk +
4

k(k − 2)

∫

Sk

|∇f |2dσk.

Écrivons par simple homothétie cette inégalité sur la sphère de rayon
√

k et arran-
geons un peu les termes. On a :

(4.15)
‖f‖2

Lp(σ
√

k
k )

− ‖f‖2
L2(σ

√
k

k )

p− 2
6 ‖∇f‖2

L2(σ
√

k
k )

,

où p = 2k/(k − 2).
Lorsque p tend vers 2, le terme de gauche tend vers la moitié de l’entropie. L’idée est

donc de faire tendre k vers l’infini pour que p tende vers 2. On va utiliser le fait que la
mesure uniforme σ

√
k

k sur la sphère Sk(
√

k), projetée sur Rn, tend vers la gaussienne.
Plus précisément, on a le résultat suivant, appelé limite de Poincaré (voir [McK73]
ou [Str93b, p. 77]) :

Lemme 4.6.1. — Pour tout borélien A de Rn, on a :

lim
k→+∞

σ
√

k
k

(
p−1

k,n(A) ∩ Sk(
√

k)
)

= γ⊗n(A),

où pk,n est la projection de Rk dans Rn.

L’équation (4.15) est encore valable après projection sur Rn et, grâce au lemme
4.6.1, on peut faire tendre k vers l’infini. On obtient alors le résultat annoncé, c’est-à-
dire l’inégalité de Sobolev logarithmique pour la gaussienne sur Rn avec la constante
optimale.
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Le raisonnement précédent a le mérite de montrer le caractère infini-dimensionnel
de l’inégalité de Sobolev logarithmique, qui s’interprète comme limite d’inégalités
de Sobolev S(2). D’une manière générale, une inégalité de Sobolev de dimension
n implique des inégalités de Sobolev de dimensions supérieures :

Proposition 4.6.2. — Soit µ une mesure vérifiant une inégalité de Sobolev tendue
de dimension n :

‖f‖22n
n−2

6 ‖f‖22 + c‖∇f‖22.
Alors elle vérifie les inégalités de Sobolev tendues de dimensions m > n :

‖f‖22m
m−2

6 ‖f‖22 + c
n

m
‖∇f‖22.

Preuve. — On a vu que l’inégalité de Sobolev de dimension n implique la sous-
famille des inégalités affaiblies SA(r, 2) :

‖f‖2r 6 ‖f‖22
(
1 + c

‖∇f‖22
‖f‖22

)θ

,

avec 0 < θ 6 1 et 1
r = θ

p + 1−θ
2 (p = 2n/(n− 2)).

Il suffit ensuite d’écrire r = 2m/(m− 2) et de majorer (1 + x)θ par 1 + θx.

On a le corollaire suivant, où l’inégalité de Sobolev logarithmique apparâıt clai-
rement comme l’analogue infini-dimensionnel de l’inégalité de Sobolev :

Corollaire 4.6.3. — Soit µ une mesure vérifiant des inégalités de Sobolev S(2)
tendue de constante c. Alors elle vérifie une inégalité de Sobolev logarithmique de
constante cn/2.

Preuve. — Il suffit d’utiliser le théorème précédent et de faire tendre m vers l’infini,
en utilisant le fait que

lim
m→∞

‖f‖22m
m−2

− ‖f‖22
2m/(m− 2)− 2

= 2Entµ

(
f2

)
.

4.7. Notes

Les inégalités de Sobolev ont été introduites tout d’abord dans le cas de Rn par
Sobolev (voir [Sob63]). On trouvera des résultats généraux sur ces inégalités par
exemple dans [GT83], [Aub82] et [Heb97].

Les problèmes des meilleures constantes dans ces inégalités ont été notamment
étudiés par Talenti sur Rn (voir [Tal76]) et par aubin sur Rn et les sphères (voir
[Aub82]). Ilias a utilisé le résultat d’aubin des sphères et le théorème de Lévy-
Gromov pour traiter le cas des variétés (voir [Ili83]). Bakry démontre dans [Bak94]
des inégalités de Sobolev optimales avec une méthode très différente. Citons égale-
ment les travaux de Beckner (voir [Bec92]) et d’Hebey (voir [Heb99]).

L’inégalité de Nash a été l’un des principaux outils utilisé par Nash pour l’étude de
la régularité höldérienne des solutions d’équations elliptiques uniformes (voir [Nas58]),
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et de nombreuses autres inégalités de Sobolev modifiées ont été utilisées par la
suite dans la littérature, en particulier pour des problèmes d’équations aux dérivées
partielles.

Le lien entre ces inégalités et le comportement du semi-groupe de la chaleur en
0 a été mis en lumière dans un cadre général par Varopoulos [Var85, Var84] (voir
aussi [CKS87] pour une démonstration utilisant l’inégalité de Nash). L’utilisation de
familles d’inégalités de Sobolev logarithmiques, comme dans le théorème 4.5.2, pour
avoir des bornes sur le semi-groupe vient de [Dav90] et [Bak94]. Par ailleurs, différents
comportements du semi-groupe ont été étudiés dans [KKR93].

Enfin, on peut trouver dans [BCLSC95] une classification de toutes ces inégalités
de Sobolev modifiées avec des preuves simples de leurs équivalences.
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CHAPITRE 5

LE CRITÈRE DE COURBURE-DIMENSION

par Florent Malrieu

5.1. Introduction

Après que Gross a établi l’inégalité de Sobolev logarithmique pour les mesures
gaussiennes, la question s’est posée de formuler des critères pour des mesures plus
générales. L’objet de ce chapitre est de présenter l’un des pas les plus importants
accomplis dans cette direction. Le critère de courbure-dimension, dû à Bakry et
Emery, permet en effet d’établir des inégalités de Poincaré ou de Sobolev loga-
rithmique pour un semi-groupe ou sa mesure invariante. L’idée est d’associer à un
générateur de Markov sur une variété une ® courbure Ż réelle et une ® dimension Ż
dans [1,∞] en extrapolant le cas du laplacien sur une variété riemannienne compacte.

Nous commençons par étudier le cas du semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck
comme exemple fondamental de la méthode de semi-groupe qui constitue la clef de
voute du chapitre.

Après avoir présenté le critère de courbure en dimension infinie, nous montrons qu’il
est une condition suffisante très pratique pour établir des inégalités de trou spectral
ou de Sobolev logarithmique pour un semi-groupe de Markov, i.e. pour toutes les
mesures Pt(·)(x) uniformément en x. Nous établissons ensuite que le résultat reste
vrai pour la mersure réversible du semi-groupe sous des conditions plus faibles (ce
sont les critères intégrés). Le cas des générateurs de diffusion de la forme ∆−∇Φ · ∇
est l’exemple fondamental de toute cette étude.

Enfin, nous montrons que l’inégalité de courbure-dimension permet d’améliorer cer-
tains des résultats précédents. En particulier, elle fournit les constantes optimales des
inégalités de Poincaré et de Sobolev logarithmique pour la mesure de volume sur
la sphère de Rn, mais aussi les inégalités entropie-énergie logarithmiques introduites
au chapitre 4.
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5.2. L’exemple du semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck

Nous allons établir une nouvelle fois l’inégalité de Sobolev logarithmique pour
la mesure gaussienne canonique sur Rn. Toutefois, la méthode employée ici, dite de
semi-groupe, se généralisera au cas d’une mesure sur une variété riemannienne et
constituera la clef de ce chapitre.

Considérons le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck sur Rn comme il a été in-
troduit au chapitre 2. Rappelons que son générateur infinitésimal s’écrit, pour toute
fonction f dans A, l’algèbre standard associée,

Lf(x) = ∆f(x)− x · ∇f(x),

qu’il admet γ, la mesure gaussienne canonique sur Rn, pour mesure réversible et qu’il
se représente ainsi :

Ptf(x) = E
(
f(e−tx +

√
1− e−tX)

)

où X suit une loi gaussienne centrée réduite. En particulier, le semi-groupe vérifie

(5.1) ∇Ptf(x) = e−tPt∇f(x).

De plus, il est clair que Ptf(x) converge vers Eγ(f) quand t tend vers +∞. On a donc

Entγ(f) = −
∫ ∫ ∞

0

∂s[Psf log Psf ]dsdγ

= −
∫ ∫ ∞

0

(log Psf + 1)LPsfdsdγ

=
∫ ∞

0

∫
∇ log Psf · ∇Psfdγds(5.2)

=
∫ ∞

0

∫ |∇Psf |2
Psf

dγds

6
∫ ∞

0

∫
e−2s (Ps|∇f |)2

Psf
dγds

6
∫ ∞

0

∫
e−2sPs

(
|∇f |2

f

)
dγds(5.3)

6 Eγ

(
|∇f |2

f

)∫ ∞

0

e−2sds =
1
2
Eγ

(
|∇f |2

f

)
,

où (5.2) est obtenue par réversibilité de γ et (5.3) découle de l’inégalité de Cauchy-
Schwarz. En remplaçant f par f2, on retrouve l’inégalité de Sobolev logarithmique
de constante 2 pour la mesure gaussienne

Entγ

(
f2

)
6 2Eγ

(
|∇f |2

)
.

Ainsi la clef du raisonnement est la relation (5.1) de commutation de Pt et de ∇. Nous
allons voir que le critère de Bakry-Emery permet de caratériser les situations où

√
ΓPtf 6 e−ρtPt

√
Γf
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est vraie pour un certain ρ réel et tout t positif.

5.3. Définitions

Dans tout le chapitre, nous nous plaçerons sous l’hypothèse 2.4.3 d’algèbre stan-
dard. Rappelons brièvement la définition de l’opérateur carré du champ associé à un
générateur L : pour f et g dans A,

Γ(f, g) =
1
2
[L(fg)− fLg − gLf ].

Nous pouvons à présent introduire l’opérateur Γ2.

Définition 5.3.1. — On appelle opérateur Γ2 la forme bilinéaire symétrique sui-
vante : pour f et g dans A,

(5.4) Γ2(f, g) déf.=
1
2
[LΓ(f, g)− Γ(f,Lg)− Γ(Lf, g)].

On notera Γ(f) et Γ2(f) pour Γ(f, f) et Γ2(f, f). La définition 5.3.1 se comprend
bien si l’on considère le procédé itératif suivant. On peut construire à partir d’une
forme bilinéaire Q sur A une autre forme bilinéaire B(Q) en posant, pour f et g dans
A,

(5.5) B(Q)(f, g) =
1
2
[LQ(f, g)−Q(f,Lg)−Q(Lf, g)].

Il est clair que si Q(f, g) = fg, alors B(Q) = Γ(f, g) et B(B(Q)) = Γ2(f, g).

5.3.1. Exemple fondamental. — Nous présentons ici un exemple générique qui
est d’ailleurs l’un des seuls cas où l’on soit capable d’expliciter les objets considérés.
Nous nous plaçons sur Rn et nous nous donnons une fonction Φ de Rn dans R de
classe C2 telle que

∫
Rn e−Φdx soit égale à 1. L’opérateur L défini par

Lf = ∆f −∇Φ · ∇f

admet pour mesure réversible µ de densité exp(−Φ). En effet, pour toutes fonctions
f, g dans A, on a

∫
(Lf)gdµ = −

n∑

i=1

∫
∂f

∂xi

∂g

∂xi
dµ +

n∑

i=1

∫
∂f

∂xi
g

∂Φ
∂xi

dµ−
n∑

i=1

∫
∂f

∂xi
g

∂Φ
∂xi

dµ

= −
∫
∇f · ∇gdµ =

∫
fLgdµ.

On montre aussi que Γ(f, g) = ∇f · ∇g. Calculons à présent Γ2(f). On a, indépen-
damment de µ,

LΓ(f) = 2
∑

i,j

(
∂2f

∂xi∂xj

)2

+ 2
∑

i,j

∂f

∂xj

∂3f

∂x2
i ∂xj

− 2
∑

i,j

∂Φ
∂xj

∂f

∂xi

∂2f

∂xi∂xj

et

2Γ(f,Lf) = 2
∑

i,j

∂f

∂xj

∂3f

∂x2
i ∂xj

− 2
∑

i,j

∂Φ
∂xi

∂f

∂xj

∂2f

∂xi∂xj
− 2

∑

i,j

∂f

∂xj

∂f

∂xi

∂2Φ
∂xi∂xj

.
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Ceci nous donne, par définition de l’opérateur Γ2,

Γ2(f) = ‖Hess f‖22 + (∇f)>(Hess Φ)(∇f),

où

‖Hess f‖22 =
n∑

i,j=1

(
∂2f

∂xi∂xj

)2

.

Nous avons en fait retrouvé dans un cas particulier la formule de Bochner que nous
utiliserons à nouveau un peu plus loin.

Remarque 5.3.2. — Si ∆ désigne le laplacien sur Rn, le calcul précédent montre
que pour f et g dans A,

Γ(f, g) = ∇f · ∇g et Γ2(f) = ‖Hess f‖22.
On a donc, par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, pour toute fonction f dans A,

Γ2(f) > 1
n

(∆f)2.

5.3.2. Un peu de géométrie. — Afin de bien comprendre la pertinence du critère
que nous allons introduire, il nous faut faire un peu de géométrie. Dans le paragraphe
qui suit, nous tenterons d’allier simplicité et rigueur et nous renvoyons à [Cha93] ou
[GHL90] pour une présentation complète.

Soit M une variété compacte de dimension n munie d’une métrique riemannienne
g i.e. une application différentiable sur M qui à tout point x de M associe un produit
scalaire sur l’espace tangent à M en x. On peut donc identifier gx à une matrice
définie positive. Nous désignerons alors son inverse par g−1

x . Nous noterons enfin µ
la mesure de volume normalisée associée à (M, g). Il existe sur M un opérateur, dit
de Laplace-Beltrami, qui généralise la notion de laplacien sur Rn (et que nous
noterons encore ∆). Son action sur les fonctions de classe C∞ définit un générateur
de Markov dont le semi-groupe associé est réversible sur L2(µ). On a de plus, pour
toute fonction f de C∞(M),

Γ(f) = g−1(∇f,∇f).

La dernière notion de géométrie riemannienne dont nous aurons besoin est celle
du tenseur de Ricci qui sera noté Ric. Pour une variété de dimension 2, ce tenseur
s’exprime simplement

Ricx = K(x)g−1
x ,

où K(x) désigne la courbure scalaire (ou courbure de Gauss) : c’est le produit de la
plus petite et de la plus grande courbure en x des courbes tracées sur M . De manière
générale, le tenseur de Ricci, dans un système de coordonnées locales, s’identifie à
une matrice symétrique n× n et si ρ(x) est sa plus petite valeur propre (par rapport
au produit scalaire g−1

x ), il vient :

Ricx(∇f,∇f) > ρ(x)g−1
x (∇f,∇f).
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Puisque M est compacte, il existe un plus grand réel ρ tel que pour toute fonction f
de C∞(M)

(5.6) Ric(∇f,∇f) > ρΓ(f),

c’est l’infimum de ρ(x) sur M . Enfin, la formule de Bochner (que nous admettrons
ici) assure

Γ2(f) = Ric(∇f,∇f) + ‖Hess f‖22.
Donc, d’après (5.6) et l’inégalité de Cauchy-Schwarz, pour toute fonction f de
C∞(M),

(5.7) Γ2(f) > ρΓ(f) +
1
n

(∆f)2.

Exemple 5.3.3. — Pour la sphère de dimension 2 (resp. le tore ou l’espace hyper-
bolique de dimension 2), ρ est égal à 1 (resp. −1).

Le langage de la géométrie a le mérite de s’affranchir des calculs dans les systèmes
de coordonnées locales puisqu’il fournit un sens intrinsèque aux notions de laplacien
ou de tenseur de Ricci. Nous allons toutefois expliciter, pour le lecteur courageux,
les formules qui permettent de calculer l’opérateur Γ2. On pourra omettre ce qui suit
en première lecture.

Soit L un opérateur de diffusion sur une variété M de dimension n. Il s’écrit dans
un système de coordonnées locales :

L =
n∑

i,j=1

gij(x)
∂2

∂xi∂xj
+

n∑

i=1

bi(x)
∂

∂xi
.

La matrice définie positive (gij)i,j (l’inverse de
(
gij

)
i,j

) munit Rn (ou un ouvert de
Rn) d’une métrique riemannienne. Grâce à la formule de Bochner, le calcul de Γ2
se ramène à celui du tenseur de Ricci associé à L. Il est constitué de deux termes
provenant respectivement des termes de second et de premier ordre de L.

Introduisons tout d’abord les symboles de Christophel

Γj
ki

déf.=
1
2

n∑
p=1

gip

(
∂gpi

∂xk
+

∂gkp

∂xi
− ∂gki

∂xp

)
pour i, j, k = 1, . . . , n.

L’opérateur L s’écrit alors
L = ∆ + X

où ∆ est l’opérateur de Laplace-Beltrami associé à la structure riemannienne in-
duite par g et X est le champ de vecteur donné par :

Xi = bi +
n∑

k,l=1

gklΓi
kl.

Le tenseur de courbure de Riemann associé à (M, g) est défini par

Ri
qkl

déf.=
∂Γi

qk

∂xl
− ∂Γi

ql

∂xk
+

n∑
p=1

Γi
plΓ

p
qk −

n∑
p=1

Γi
pkΓ

p
ql pour i, q, k, l = 1, . . . , n.
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Le tenseur de Ricci (Rql) provenant du terme de second ordre s’écrit alors

Rql
déf.=

n∑

i=1

Ri
qil pour q, l = 1, . . . , n.

Celui qui provient du terme de dérive s’écrit quant à lui :

Mij
déf.=

1
2
(∇iXj +∇jXi

)
où ∇iXj =

∂Xj

∂xi
+

n∑

k=1

Γj
kiX

k pour i, j = 1, . . . , n.

Nous appellerons alors tenseur de Ricci de L la différence R−M .
Remarquons pour finir qu’il n’est pas très difficile de voir que, dans le cadre de

notre exemple fondamental (voir section 5.3.1), le tenseur de Ricci est bien égal à la
matrice hessienne de Φ.

5.3.3. Le critère. — Une généralisation de la relation (5.7) va nous permettre
d’associer à un opérateur différentiel des notions de ® courbure Ż et de ® dimension Ż.
Cette idée permet d’unifier les exemples géométriques et analytiques (∆−∇Φ · ∇).

Définition 5.3.4. — Nous dirons que l’opérateur L vérifie une inégalité de courbure-
dimension CD(ρ,m) (avec ρ ∈ R et m ∈ [1,∞]), si pour toute fonction f de A,

(5.8) Γ2(f) > ρΓ(f) +
1
m

(Lf)2.

L’inégalité en dimension infinie

(5.9) Γ2(f) > ρΓ(f)

est appelée critère de courbure ou critère Γ2.

Remarque 5.3.5. — Les laplaciens sont les seuls générateurs de Markov de dif-
fusion (voir définition 2.6.1) pour lesquels la dimension dans CD(ρ, m) cöıncide avec
la dimension de la variété (pour les autres opérateurs, on a toujours m > n). En
effet, on peut montrer (voir [Bak94]), dans le cadre général, la propriété suivante : le
générateur L = ∆−∇Φ · ∇ vérifie CD(ρ, m) si et seulement si m > n et

(Ric(∆)−∇∇Φ− ρΓ)(m− n) > ∇Φ⊗∇Φ.

Remarque 5.3.6. — En reprenant les notations de la section 5.3.1, l’opérateur L
vérifie le critère CD(ρ,∞) si et seulement si ρ minore le spectre de Hess Φ sur tout
Rn.

D’autre part, l’opérateur L étudié dans la section 5.3.2 vérifie le critère CD(ρ,∞)
si et seulement si

R−M > ρg−1

en tout point de la variété (la minoration ci-dessus étant à prendre au sens des formes
bilinéaires sur Rn).
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5.4. Courbure en dimension infinie et inégalités locales

Soit (Pt)t>0 le semi-groupe de Markov associé à L. Nous appellerons inégalité
locale une inégalité fonctionnelle vérifiée par les mesures Pt(·)(x) uniformément en x.
Nous allons voir qu’elles sont liées de façon très naturelle à CD(ρ,∞).

5.4.1. L’inégalité de Poincaré locale. —

Proposition 5.4.1. — Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) CD(ρ,∞) est vérifiée

(ii) ∀f ∈ A, ∀t > 0, Γ(Ptf) 6 e−2ρtPt(Γ(f))

(iii) ∀f ∈ A, ∀t > 0, Pt(f2)− (Ptf)2 6 1− e−2ρt

ρ
Pt(Γ(f)).

Démonstration. —
(i)⇒(ii)

Soit f ∈ A et t > 0. On considère la fonction Ψ : [0, t] → R définie par :

Ψ(s) = Ps(Γ(Pt−sf)).

Remarquons que c’est pour que Ψ soit bien définie et pour que les calculs qui suivent
soient licites que nous nous plaçons sur l’algèbre A. On notera dans la suite g = Pt−sf .
On a alors, d’après la formule de dérivation des fonctions composées,

Ψ′(s) = Ps [LΓ(g)− 2Γ(g,Lg)]
= 2PsΓ2(g) > 2ρPsΓ(g) = 2ρΨ(s).

Donc, d’après le lemme de Gronwall, Ψ(t) > Ψ(0) exp(2ρt), ce qui n’est autre que
(ii).

(ii)⇒(iii)
Posons à présent Ψ(s) = Ps[(Pt−sf)2] et encore g = Pt−sf . Alors

Ψ′(s) = Ps[L(g2)− 2gLg] = 2Ps(Γ(g)).

Donc

Pt(f2)− (Ptf)2 = Ψ(t)−Ψ(0) = 2
∫ t

0

PsΓ(Pt−sf)ds

6 2
∫ t

0

e−2ρsPsPt−sΓ(f)ds(5.10)

=
(

2
∫ t

0

e−2ρsds

)
PtΓ(f) =

1− e−2ρt

ρ
Pt(Γ(f)).

(iii)⇒(i)
Par la formule de Taylor appliquée à t 7→ Ptf en 0, il vient :

Ptf = f + tLf +
t2

2
L(Lf) + o(t2).

Ceci donne

Pt(f2)− (Ptf)2 = t
[
L(f2)− 2fLf

]
+

t2

2
[
L

(
L(f2)

)− 2fL(Lf)− 2(Lf)2
]
+ o(t2).
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En utilisant deux fois la relation

L(gh) = 2Γ(g, h) + gLh + hLg,

on remarque que

L(L(f2)) = 2L[Γf + fLf ] = 2
[
LΓf + 2Γ(f,Lf) + (Lf)2 + fL(Lf)

]
.

Il vient donc

Pt(f2)− (Ptf)2 = 2tΓf + t2[L(Γf) + 2Γ(f,Lf)] + o(t2).

D’autre part,

1− e−2ρt

ρ
Pt(Γ(f)) = 2tΓf + 2t2[L(Γf)− ρΓf ] + o(t2).

En comparant les deux développements grâce à l’assertion (iii), on obtient exactement
la propriété (i). Remarquons que l’on n’utilise ici qu’un développement limité de(
1− e−2ρt

)
/ρ à l’ordre 2 pour obtenir (i). On peut donc remplacer (iii) par une version

affaiblie, i.e. remplacer (1− e−2ρt)/ρ par une fonction ϕ définie sur [0, t0] et à valeurs
dans R+ telle que

ϕ(t) = 2t− 2ρt2 + o(t2) en 0.

Remarque 5.4.2. — Chacune des assertions de la proposition 5.4.1 est encore équi-
valente à

∀f ∈ A, ∀t > 0, Pt(f2)− (Ptf)2 > e2ρt − 1
ρ

Γ(Ptf).

Il suffit en effet de remarquer que, de manière symétrique à (5.10), (ii) assure aussi

PsΓ(Pt−sf) > e2ρsΓ(PsPt−sf).

5.4.2. L’inégalité de Sobolev logarithmique locale. — On peut améliorer la
proposition 5.4.1 lorsque (Pt)t>0 est un semi-groupe de diffusion (voir la définition
2.6.1). En effet, la propriété de diffusion (2.11) permet d’obtenir, par un calcul direct
que nous ne détaillerons pas ici (et que l’on pourra trouver dans [Bak94]), les formules
de changement de variables suivantes :

Lemme 5.4.3. — Soit Φ une fonction de classe C∞ de Rn dans R et f = (f1, ..., fn)
un élément de An. On a alors

(5.11) Γ[Φ(f)] =
∑

i,j

∂iΦ(f)∂jΦ(f)Γ(fi, fj)

et

Γ2[Φ(f)] =
∑

i,j

∂iΦ(f)∂jΦ(f)Γ2(fi, fj) + 2
∑

i,j,k

∂iΦ(f)∂2
jkΦ(f)H(fi)(fj , fk)

+
∑

i,j,k,l

∂2
ijΦ(f)∂2

klΦ(f)Γ(fi, fk)Γ(fj , fl)(5.12)

où H(f)(g, h) =
1
2
[Γ(g,Γ(f, h)) + Γ(h,Γ(f, g))− Γ(f,Γ(g, h))].
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On peut alors établir le résultat suivant :

Lemme 5.4.4. — Si CD(ρ,∞) est vérifiée et L est un générateur de diffusion, on a

(5.13) ∀f ∈ A, 4Γ(f)[Γ2(f)− ρΓ(f)] > Γ(Γ(f)).

Preuve. — En utilisant la formule (5.12) pour une fonction Φ de deux variables qui
vérifie

∂2Φ = ∂2
11Φ = ∂2

22Φ = 0, ∂1Φ = 1 et ∂2
12Φ = α

au point (f(x0), g(x0)), le critère Γ2 appliqué à Φ(f) donne

Γ2(f) + 4H(f)(f, g)α + 2
[
Γ(f, g)2 + Γ(f)Γ(g)

]
α2 > ρΓ(f).

On écrit alors que le discriminant de ce trinôme est négatif. En remarquant que

H(f)(f, g) =
1
2
Γ(g,Γ(f)) et Γ(f, g)2 6 Γ(f)Γ(g),

il vient :
Γ(g,Γ(f))2 6 4[Γ2(f)− ρΓ(f)]Γ(f)Γ(g).

Il ne reste plus qu’à choisir g égale à Γ(f) pour achever la preuve.

Ce lemme constitue une amélioration importante par rapport à la première partie
puisqu’il entrâıne le résultat suivant :

Proposition 5.4.5. — Si L est une diffusion, les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) CD(ρ,∞) est vérifiée

(ii) ∀f ∈ A, ∀t > 0,
√

Γ(Ptf) 6 exp(−ρt)Pt(
√

Γf).

Remarque 5.4.6. — D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, (Ptf)2 6 Pt(f2),
donc l’assertion (ii) ci-dessus renforce bien la propriété (ii) de la proposition 5.4.1.
Remarquons encore que dans le cas où L est de la forme ∆ − ∇Φ · ∇ sur Rn, Γ est
tout simplement le carré de la norme du gradient et donc l’assertion (ii) s’écrit aussi

|∇Ptf | 6 exp(−ρt)Pt|∇f |.
Preuve de la proposition 5.4.5. —

(i)⇒(ii)
D’après le lemme 5.4.4, il suffit de montrer que (5.13) implique (ii). Pour cela, consi-
dérons la fonction Ψ(s) = exp(−ρs)Ps

√
Γ(Pt−sf). On écrira encore g = Pt−sf .

Ψ′(s) = −ρΨ(s) + exp(−ρs)Ps[L
√

Γ(g)]− exp(−ρs)Ps

[
Γ(g,Lg)√

Γ(g)

]
.

D’après la formule de changement de variables (2.11), on a

L
√

Γ(g) =
L(Γ(g))
2
√

Γ(g)
− Γ(Γ(g))

4Γ(g)3/2
.
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Donc

Ψ′(s) = exp(−ρs)Ps

[
L(Γ(g))− 2Γ(g,Lg)

2
√

Γ(g)
− Γ(Γ(g))

4(Γ(g))3/2
− ρ

√
Γ(g)

]

= exp(−ρs)Ps

[
4Γ(g)(Γ2(g)− ρΓ(g))− Γ(Γ(g))

4(Γ(g))3/2

]
> 0,

donc Ψ est croissante et Ψ(t) > Ψ(0), ce qui n’est autre que (ii).
(ii)⇒(i)

Il suffit de remarquer que la fonction qui à t positif associe

ϕ(t) = exp(−ρt)Pt(
√

Γf)−
√

Γ(Ptf)

est positive, nulle en 0 et dérivable. En particulier, ϕ′(0) > 0, i.e. l’assertion (i) est
vraie.

Nous sommes à présent en mesure d’améliorer la proposition 5.4.1.

Théorème 5.4.7. — Si (Pt)t>0 est un semi-groupe de diffusion et ρ est un nombre
réel, les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) CD(ρ,∞) est vérifiée

(ii) ∀f ∈ A, ∀t > 0,Pt(f2 log f2)−Pt(f2) log Pt(f2) 6 2
ρ
(1− e−2ρt)Pt(Γ(f))

(iii) Il existe une fonction c positive définie sur un intervalle [0, t0] qui s’écrit

4t− 4ρt2 + o(t2) en 0,

telle que, pour toute f dans A et t dans [0, t0],

Pt(f2 log f2)−Pt(f2) log Pt(f2) 6 c(t)Pt(Γ(f)).

Preuve. —
(ii)⇒(iii)

C’est immédiat.
(iii)⇒(i)

On utilise ici l’argument qui permet de comparer dans la section 1.2.6 les inégalités
de Poincaré et de Sobolev logarithmique. Dans (iii), on remplace f par 1 + εg.
Pour toute mesure de probabilité ν, quand ε → 0,

Entν

(
(1 + εg)2

)
= 2ε2Varν(g) + o(ε2).

Comme de plus Pt(Γ(1 + εg)) = ε2Pt(Γg), il vient

Pt(g2)− (Ptg)2 6 c(t)
2

Pt(Γ(g)),

qui est une inégalité de Poincaré locale qui est équivalente à CD(ρ,∞) d’après la
proposition 5.4.1.

(i)⇒(ii)
Soit Φ une fonction de classe C2. On note Ψ(s) = Ps(Φ(Pt−sf)). Par la propriété de
diffusion (2.11),

Ψ′(s) = Ps[LΦ(Pt−sf)− Φ′(Pt−sf)LPt−sf ] = Ps[Φ′′(Pt−sf)ΓPt−sf ].
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En choisissant Φ(x) = x log x, on obtient, grâce à la proposition 5.4.5,

Ψ′(s) = Ps

[
Γ(Pt−sf)
Pt−sf

]
6 e−2ρ(t−s)Ps

[[
Pt−s

√
Γf

]2
Pt−sf

]
.

De plus, par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, pour toutes fonctions h et k positives

(5.14)
(Pt−sk)2

Pt−sh
6 Pt−s

(
k2

h

)
.

Avec h = f et k =
√

Γ(f), on obtient

Ψ′(s) 6 e−2ρ(t−s)PsPt−s

(
Γ(f)

f

)
= e−2ρ(t−s)Pt

(
Γ(f)

f

)
.

Il ne reste plus qu’à écrire

EntPt(·)(f) = Ψ(t)−Ψ(0)

6
(∫ t

0

e−2ρ(t−s)ds

)
Pt

(
Γ(f)

f

)

6 1
2ρ

(1− e−2ρt)Pt

(
Γ(f)

f

)
.

On applique l’inégalité précédente à f2 en utilisant Γ(f2)/f2 = 4Γ(f).

Remarque 5.4.8. — La propriété (i) est encore équivalente à

∀f ∈ A, ∀t > 0, Pt(f2 log f2)−Pt(f2) log Pt(f2) > 1
2ρ

(e2ρt − 1)
Γ(Pt(f2))
Pt(f2)

.

Pour obtenir cette minoration, la preuve débute de la même manière, puis on écrit
cette fois-ci

Ψ′(s) = Ps

[
Γ(Pt−sf)
Pt−sf

]
>

[
Ps

√
Γ(Pt−sf)

]2

Ptf
> e2ρs Γ(Ptf)

Ptf

grâce à (5.14).

Exemple 5.4.9. — Nous allons retrouver ici de manière très rapide que la me-
sure gaussienne standard de Rn satisfait une inégalité de Sobolev logarithmique
de constante 2 dont nous savons déjà qu’elle est optimale (voir théorème 1.5.2).

Le laplacien dans Rn vérifie le critère CD(0,∞). Le calcul des opérateurs Γ et Γ2
est un cas particulier de l’exemple fondamental détaillé dans la section 5.3.1. D’autre
part, le semi-groupe associé au laplacien (dit semi-groupe de la chaleur) admet la
représentation suivante : pour toute fonction f de classe C∞ à dérivées bornées,

Ptf(x) =
∫

Rn

f(y)e−
|x−y|2

4t
dy

(4πt)n/2
.

Remarquons que (Pt)t>0 est aussi, à une renormalisation en temps près, le semi-groupe
du mouvement brownien standard sur Rn. Appliquons à présent le théorème 5.4.7.
La constante 2(1 − e−2ρt)/ρ se prolonge en 4t pour ρ nulle. Enfin, remarquons que
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82 CHAPITRE 5. LE CRITÈRE DE COURBURE-DIMENSION

pour t = 1/2 et x = 0, on retrouve l’inégalité de Sobolev logarithmique pour la
gaussienne standard, ce qui achève notre propos.

Remarque 5.4.10. — Sous les hypothèses du théorème 5.4.7, on peut encore mon-
trer que CD(ρ,∞) est équivalente à une autre inégalité locale, dite d’isopérimétrie
gaussienne fonctionnelle (voir [BL96]).

5.5. Inégalités pour la mesure réversible et critères intégrés

Lorsque ρ > 0, le critère de courbure permet d’obtenir les inégalités de Poincaré
et de Sobolev logarithmique pour la mesure invariante et le carré du champ associés
à l’opérateur L. Il suffit pour cela de supposer que le semi-groupe est ergodique :

Définition 5.5.1. — Un semi-groupe (Pt)t>0 de mesure invariante µ est dit ergo-
dique, au sens L2(µ), si

lim
t→∞

Ptf = Eµ(f) dans L2(µ) .

Une condition suffisante d’ergodicité est que l’opérateur Γ ne s’annule que pour
les fonctions constantes (voir [Bak94]). Dans l’exemple fondamental 5.3.1, les semi-
groupes associés aux opérateurs de la forme ∆ − ∇Φ · ∇ sont toujours ergodiques
puisqu’alors Γ(f) est égal à |∇f |2.

Si (Pt)t>0 est ergodique et ρ > 0, on peut faire tendre t vers l’infini dans la proposi-
tion 5.4.1 pour montrer que µ vérifie l’inégalité de Poincaré de constante 1/ρ et dans
le théorème 5.4.7 pour montrer que µ vérifie l’inégalité de Sobolev logarithmique de
constante 2/ρ.

Considérons à nouveau l’exemple 5.3.1. La question naturelle est alors de détermi-
ner à quelle condition la mesure µ de densité exp(−Φ) par rapport à la mesure de
Lebesgue vérifie une inégalité de Sobolev logarithmique. Une condition suffisante
évidente est alors de supposer Φ strictement uniformément convexe c’est-à-dire que
le spectre de la matrice hessienne de Φ est minoré par un nombre strictement positif.

Corollaire 5.5.2. — Si la fonction Φ sur Rn s’écrit comme la somme d’une fonction
strictement uniformément convexe U et d’une fonction bornée B, alors la mesure de
probabilité µ de densité Z−1

Φ exp(−Φ) vérifie une inégalité de Sobolev logarithmique.

Preuve. — L’opérateur défini pour f dans A par

Lf = ∆f −∇U · ∇f

a pour mesure réversible la mesure de probabilté Z−1
U exp(−U) et vérifie le critère

CD(ρ,∞) pour un certain ρ > 0 car

Γ2(f) = ‖Hessf‖22 + (HessU∇f) · ∇f > ρ|∇f |2 = ρΓ(f).

La mesure Z−1
U exp(−U) vérifie donc une inégalité de Sobolev logarithmique de

constante 2/ρ. On utilise ensuite le théorème de perturbation 3.4.3 pour conclure.

Toutefois, ce critère peut être affaibli lorsque l’on s’intéresse uniquement à la mesure
réversible, comme le montrent les résultats qui suivent.

Version post-publication réservée aux auteurs - Compilée le 27 septembre 2002. c© Société Mathématique de France.
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5.5.1. L’inégalité de Poincaré pour la mesure réversible. — Dans toute la
suite du chapitre, nous nous placerons sous l’hypothèse de réversibilité de la mesure
invariante. Nous regroupons dans la remarque suivante les conséquences de cette hy-
pothèse auxquelles nous aurons recours de manière intensive.

Remarque 5.5.3. — Si la mesure invariante est réversible, on a en particulier :

(5.15) Eµ(Γ(f, g)) = −Eµ(fLg) et Eµ(Γ2f) = −Eµ(Γ(f,Lf)) = Eµ

(
(Lf)2

)
.

Proposition 5.5.4. — Si (Pt)t>0 admet µ pour mesure réversible, est ergodique et
si ρ > 0, les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) ∀f ∈ A, Eµ(Γ2(f)) > ρEµ(Γ(f))

(ii) ∀f ∈ A, Varµ(f) 6 1
ρ
Eµ(Γ(f)).

Preuve. —
(ii)⇒(i)

L’invariance de la mesure et l’inégalité de Cauchy-Schwarz assurent que

−
∫

fLfdµ =
∫

(Eµ(f)− f)Lfdµ 6 (Varµ(f))1/2

(∫
(Lf)2dµ

)1/2

,

donc, par (5.15) et (ii), il vient
∫

Γ(f)dµ 6 1√
ρ

(∫
Γ(f)dµ

)1/2(∫
Γ2(f)dµ

)1/2

.

(i)⇒(ii)
La clé est d’écrire

Varµ(f) = −
∫ ∫ ∞

0

d

ds
(Psf)2dsdµ

= −2
∫ ∞

0

∫
(Psf)LPsfdµds = 2

∫ ∞

0

∫
Γ(Psf)dµds.

Posons Ψ(s) = Eµ(Γ(Psf)). On a alors

Ψ′(s) = 2
∫

Γ(Psf,LPsf)dµ = −2
∫

Γ2(Psf)dµ 6 −2ρ

∫
Γ(Psf)dµ = −2ρΨ(s).

On a donc Ψ(s) 6 exp(−2ρs)Ψ(0), d’après le lemme de Gronwall. Ceci donne

2
∫ ∞

0

Ψ(s)ds 6
(

2
∫ ∞

0

exp(−2ρs)ds

) ∫
Γ(f)dµ,

ou encore

Varµ(f) 6 1
ρ

∫
Γ(f)dµ.
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5.5.2. L’inégalité de Sobolev logarithmique pour la mesure réversible. —
Nous venons de voir un critère intégré pour l’inégalité de Poincaré. Sous l’hypothèse
supplémentaire de diffusion nous allons établir un critère suffisant mais non nécessaire
pour l’inégalité de Sobolev logarithmique. Nous suivrons ici le même schéma que
dans la proposition 5.5.4 en écrivant :

Entµ(f) =
∫ ∫ ∞

0

Γ(Psf, log Psf)dsdµ

puis en calculant la dérivée de Γ(Psf, log Psf). Nous rassemblons dans le lemme sui-
vant (dont la preuve peut être omise en première lecture) les relations qui permettent
de simplifier les expressions qui découlent de cette dérivation.

Lemme 5.5.5. — Si L est un générateur de diffusion, on a, pour toutes fonctions
ϕ de classe C∞ et f dans A,

(5.16) Eµ

(
ϕ(f)(Lf)2

)
= Eµ

(
ϕ(f)Γ2(f) +

3
2
ϕ′(f)Γ(f,Γ(f)) + ϕ′′(f)(Γ(f))2

)

et

(5.17) Eµ(ϕ(f)L(f)Γ(f)) = −Eµ

(
ϕ(f)Γ(f,Γ(f)) + ϕ′(f)(Γ(f))2

)
.

En particulier :

(5.18) Eµ

(
1
f

(Lf)2
)

= Eµ

(
1
f
Γ2(f)− 3

2
1
f2

Γ(f,Γ(f)) +
2
f3

(Γf)2
)

,

(5.19) Eµ

(
1
f2

L(f)Γ(f)
)

= Eµ

(
− 1

f2
Γ(f,Γ(f)) +

2
f3

(Γf)2
)

.

Preuve. — Démontrons tout d’abord (5.16). Rappelons que l’hypothèse de diffusion
confère à Γ les propriétés suivantes : d’une part, Γ est une dérivation, i.e.

(5.20) Γ(f, gh) = gΓ(f, h) + hΓ(f, g),

d’autre part, la formule de changement de variables (5.11) donne

(5.21) Γ(ϕ(f), ψ(g)) = ϕ′(f)ψ′(g)Γ(f, g).

Nous pouvons donc écrire

Eµ

[
ϕ(f)(Lf)2

]
= Eµ

[
L(f)ϕ(f)L(f)

]
= −Eµ

[
Γ

(
f, ϕ(f)L(f)

)]

= −Eµ

[
ϕ(f)Γ(f,L(f))

]
−Eµ

[
Γ(f, ϕ(f))L(f)

]
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par (5.15) et la propriété (5.20) de dérivation de Γ. En utilisant la définition de Γ2, il
vient

−Eµ

(
ϕ(f)Γ(f,Lf)

)
= Eµ

(
ϕ(f)Γ2(f)− 1

2
ϕ(f)LΓ(f)

)

= Eµ

(
ϕ(f)Γ2(f) +

1
2
Γ(ϕ(f),Γ(f))

)

= Eµ

(
ϕ(f)Γ2(f) +

1
2
ϕ′(f)Γ(f,Γ(f))

)

grâce à (5.15) et (5.21). D’autre part, toujours avec (5.15), (5.21) et (5.20), il vient :

−Eµ

[
Γ(f, ϕ(f))Lf

]
= Eµ

[
Γ

(
f,Γ(f, ϕ(f))

)]
= Eµ

[
Γ(f, ϕ′(f)Γ(f))

]

= Eµ

[
Γ(f,Γ(f))ϕ′(f) + Γ(f)Γ(f, ϕ′(f))

]

= Eµ

[
Γ(f,Γ(f))ϕ′(f) + ϕ′′(f)(Γ(f))2

]
.

L’équation (5.17) est plus simple à établir, il suffit d’écrire :

Eµ

[
ϕ(f)Γ(f)Lf

]
= −Eµ

[
Γ(f, ϕ(f)Γ(f))

]

= −Eµ

[
ϕ(f)Γ(f,Γ(f)) + ϕ′(f)(Γ(f))2

]
.

Pour obtenir (5.18) et (5.19), il suffit de prendre ϕ(x) = 1/x et ϕ(x) = 1/x2.

Nous sommes à présent en mesure d’établir le résultat annoncé.

Proposition 5.5.6. — Soit (Pt)t>0 un semi-groupe de diffusion réversible et ergo-
dique par rapport à µ et soit ρ > 0, satisfaisant l’assertion suivante, dite critère super
intégral,

(5.22) ∀f ∈ A, Eµ

(
efΓ2(f)

)
> ρEµ

(
efΓ(f)

)
.

Alors la mesure µ vérifie l’inégalité de Sobolev logarithmique

∀f ∈ A, Entµ

(
f2

)
6 2

ρ
Eµ(Γ(f)) .

Preuve. — On écrit de manière analogue à la preuve de la proposition 5.5.4

Entµ(f) = −
∫ ∫ ∞

0

d

ds
[Psf log Psf ] dsdµ

= −
∫ ∫ ∞

0

(LPsf) log Psfdsdµ

=
∫ ∫ ∞

0

Γ(Psf, log Psf)dsdµ.

Posons Ψ(s) = Eµ(Γ(Psf, log Psf)). Par la formule de dérivation des fonctions com-
posées, en notant g = Psf , on a :

Ψ′(s) = Eµ

(
Γ(Lg, log g) + Γ

(
g,

1
g
Lg

))
= Eµ

(
−(Lg)(L log g)− (Lg)2

g

)
,
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or L(log g) = (Lg)/g − Γ(g)/g2 et donc Ψ′(s) = −Eµ

(
2(Lg)2/g − LgΓ(g)/g2

)
.

Utilisons alors (5.18) et (5.19) pour obtenir

Ψ′(s) = −2Eµ

(
1
g
Γ2(g)− 1

g2
Γ(g,Γ(g)) +

1
g3

(Γg)2
)

.

Enfin, grâce au lemme 5.4.3 de changement de variables pour l’opérateur Γ2,

Ψ′(s) = −2Eµ(gΓ2(log g)) .

Le critère super intégral (5.22) assure donc que

Ψ′(s) 6 −2ρEµ(gΓ(log g))) = −2ρEµ(Γ(g, log g)) = −2ρΨ(s)

et par suite Ψ(s) 6 e−2ρsΨ(0). Ceci entrâıne

Entµ(f) 6
(∫ ∞

0

e−2ρsds

)
Eµ(Γ(f, log f)) =

1
2ρ

Eµ(Γ(f, log f)) .

Il ne reste plus qu’à appliquer ce résultat à f2 pour obtenir

Entµ

(
f2

)
6 1

2ρ
Eµ

[
Γ

(
f2, log(f2)

)]
=

2
ρ
Eµ(Γ(f)) .

On peut bien sûr se demander si l’équivalence a lieu dans la proposition précédente.
Helffer a construit l’exemple suivant où elle est mise en défaut.

Exemple 5.5.7. — Soit α > 0, et a, b ∈ R. Considérons la mesure de probabilité

µ(dx) = Z−1e−α(x4−bx2)dx

où Z est la constante de normalisation ; on notera Φ(x) = α(x4− bx2). On lui associe
naturellement l’opérateur

Lf = f ′′ − α(4x3 − 2bx)f ′

pour lequel µ est réversible (voir section 5.3.1). La mesure µ vérifie une inégalité de
Sobolev logarithmique (cela se voit grâce au corollaire 5.5.2) mais on va montrer
que, si f(x) = αax2, alors

∫
efΓ2(f)dµ est strictement négatif pour certaines valeurs

des paramètres. Le critère super integral sera ainsi clairement mis en défaut. D’après
la section 5.3.1,

∫
efΓ2(f)dµ =

(2αa)2

Z

∫

R
[1 + α(12x4 − 2bx2)]e−α(x4−(a+b)x2)dx

qui est du signe de ∫

R

[
1 + 12x4/α− 2bx2

]
e−

x4
α +(a+b)x2

dx.

Sous la condition a+ b < 0, la limite du membre de droite, quand α tend vers l’infini,
est du signe de

∫

R
(1− 2bx2)e(a+b)x2

dx =
∫

R

(
1 +

b

a + b

)
e(a+b)x2

dx.
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5.6. LE CAS DE LA DIMENSION FINIE 87

Donc si a et b vérifient simultanément a + b < 0 et a + 2b > 0 (par exemple a = −3
et b = 2), pour α assez grand,

∫
efΓ2(f)dµ < 0. La relation (5.22) ne peut donc pas

être satisfaite.

5.6. Le cas de la dimension finie

On suppose dans cette partie que L vérifie CD(ρ,m) avec ρ > 0 et m > 1 et qu’il
est symétrique par rapport à la mesure µ. Ceci permet d’améliorer les constantes
des inégalités de Poincaré et Sobolev logarithmique (pour la mesure invariante)
données par le critère.

5.6.1. Inégalité de Poincaré. — En intégrant CD(ρ,m) et en utilisant encore la
formule d’intégration par parties (5.15), on a

∀f ∈ A, Eµ(Γ2(f)) > mρ

m− 1
Eµ(Γ(f)) .

Ceci montre, grâce à la proposition 5.5.4, que µ vérifie l’inégalité de Poincaré

∀f ∈ A, Varµ(f) 6 m− 1
mρ

Eµ(Γ(f)) .

5.6.2. Inégalité de Sobolev logarithmique. — On peut arriver à la même amé-
lioration pour cette inégalité en ajoutant l’hypothèse de diffusion :

Théorème 5.6.1. — Si L est un générateur de diffusion de mesure réversible µ et
vérifie CD(ρ,m) avec ρ strictement positif alors

∀f ∈ A, Entµ

(
f2

)
6 2

m− 1
mρ

Eµ(Γ(f)) .

Preuve. — La méthode est la même que pour l’inégalité de Poincaré ; on montre que
CD(ρ,m) implique (5.22) avec la bonne constante. Pour cela, appliquons CD(ρ,m) à
fβ+1 où f est une fonction positive de A et β est un réel quelconque. En utilisant
la formule (5.12) du changement de variables pour Γ2 et en divisant par (β + 1)2, on
obtient que

f2βΓ2(f) + βf2β−1Γ(f,Γ(f)) + β2f2β−2(Γf)2

est supérieur à

ρf2βΓ(f) +
1
m

[
fβLf + βfβ−1Γ(f)

]2
.

Divisons les deux membres de l’inégalité par f2β+1 et intégrons. Après avoir développé
le carré, on utilise (5.18) et (5.19) et on obtient en regroupant les termes et multipliant
par m/(m− 1) :

Eµ

(
Γ2(f)

f
+

(m + 2)β + 3/2
m− 1

Γ(f,Γ(f))
f2

+
(

β2 − 2
2β + 1
m− 1

)
(Γf)2

f3

)

est supérieur à
mρ

m− 1
Eµ

(
Γ(f)

f

)
.
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Choisissons alors

β = − 2m + 1
2(m + 2)

pour que
(m + 2)β + 3/2

m− 1
= −1.

Ceci donne

Eµ

(
Γ2(f)

f
− Γ(f,Γf)

f2
+

(Γf)2

f3

)
> mρ

m− 1
Eµ

(
Γ(f)

f
+

4m− 1
4(m + 2)2

(Γf)2

f3

)
.

Puis on minore le membre de droite par

mρ

m− 1
Eµ

(
Γ(f)

f

)
.

Enfin, on a

Eµ

(
Γ(f)

f

)
= Eµ(fΓ(log f)) ,

et par la formule de changement de variables (5.12),

Eµ(fΓ2(log f)) = Eµ

(
Γ2(f)

f
− Γ(f,Γ(f))

f2
+

(Γf)2

f3

)
.

Ceci nous donne le critère super intégral (5.22) avec la constante mρ/(m−1) et achève
la preuve.

Remarque 5.6.2. — Ce critère de courbure-dimension est optimal pour les sphères
de rayon 1 dans Rn+1 qui satisfont CD(n− 1, n) et pour lesquelles la première valeur
propre non nulle du laplacien est −n (voir [Ber77] ou [GHL90]).

5.6.3. Inégalité entropie-énergie logarithmique. — Nous allons à présent voir
que le critère de courbure-dimension permet d’aller encore plus loin puisqu’il im-
plique des inégalités entropie-énergie logarithmiques. Celles-ci ont été introduites au
chapitre 4.

Théorème 5.6.3. — Si L est un générateur de diffusion de mesure réversible µ et
vérifie

(5.23) ∀f ∈ A, Eµ

(
efΓ2(f)

)
> ρEµ

(
efΓ(f)

)
+

1
m

Eµ

(
ef (Lf)2

)

avec ρ > 0 et m > 1, alors il satisfait à l’inégalité entropie-énergie logarithmique
suivante :

Entµ

(
f2

)
6 m

2
Eµ

(
f2

)
log

(
1 +

4
ρm

Eµ(Γ(f))
Eµ(f2)

)
.

Preuve. — En changeant f2 en f , on est ramené à montrer que

Eµ(f) = 1 ⇒ Eµ(f log f) 6 m

2
log

(
1 +

1
ρm

Eµ

(
Γ(f)

f

))
.

Pour f positive dans A, posons

Φ(t) = Eµ(Ptf log Ptf) .
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Nous noterons encore g = Ptf . Remarquons que Φ(∞) est égal à 0 et que, comme
nous l’avons vu dans la preuve de la proposition 5.5.6,

Φ′(t) = −Eµ(Γ(g, log g)) < 0 et Φ′′(t) = 2Eµ(gΓ2(log g)) .

Si f est de moyenne 1, l’inégalité de Cauchy-Schwarz assure que

(Eµ(fL log f))2 6 Eµ

(
f(L log f)2

)
.

Donc l’inégalité (5.23) appliquée à log g implique que

Eµ(gΓ2(log g)) > ρEµ(gΓ(log g)) +
1
m

(Eµ(gL log g))2.

Par suite, Φ vérifie l’inégalité différentielle suivante :

(5.24) Φ′′(t) > −2ρΦ′(t) +
2
m

Φ′(t)2.

Introduisons la fonction α définie par

α(t) déf.=
1
2ρ

log
(

2
m
− 2ρ

Φ′(t)

)
.

Il est clair que (5.24) s’écrit α′(t) > 1. Ceci donne

−Φ′(t) 6 −mρΦ′(0)
(mρ− Φ′(0)) exp(2ρt) + Φ′(0)

.

Il reste à intégrer cette relation pour obtenir :

Φ(0) = Φ(0)− Φ(∞) 6 −m

2
Φ′(0)

∫ ∞

0

2ρdt

(mρ− Φ′(0)) exp(2ρt) + Φ′(0)

En utilisant la relation ∫ ∞

0

dt

et + a
=

1
a

log(1 + a),

il vient

Φ(0) 6 m

2
log

(
1− Φ′(0)

ρm

)
.

Il ne reste plus qu’à remarquer que Φ′(0) = −Eµ

(
Γ(f)

f

)
.

Dans la preuve du théorème 5.6.1, nous avons notamment établi que pour toute
fonction f positive dans A,

Eµ(fΓ2(log f)) > mρ

m− 1

(
Eµ

(
Γ(f)

f

)
+

4m− 1
4(m + 2)2

Eµ

(
Γ(f)2

f3

))
.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz assure encore, pour f de moyenne 1, que

Eµ

(
Γ(f)2

f3

)
>

(
Eµ

(
Γ(f)

f

))2

.

Version post-publication réservée aux auteurs - Compilée le 27 septembre 2002. c© Société Mathématique de France.
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Donc, sous les hypothèses du théorème 5.6.3, nous avons l’inégalité entropie-énergie
logarithmique :

Eµ

(
f2

)
= 1 ⇒ Eµ

(
f2 log f2

)
6 m′

2
log

(
1 +

4
αm′Eµ(Γ(f))

)

avec m′ =
4(m + 2)2

4m− 1
et α =

ρm

m− 1
.

Remarque 5.6.4. — Ces deux inégalités entropie-énergie logarithmiques ne sont pas
comparables ; la première est optimale pour la dimension, la deuxième pour α (voir
remarque 5.6.2). On peut montrer qu’il n’existe pas en général d’inégalité optimale
pour ces deux critères à la fois (voir [Bak94]). Enfin, la première inégalité est établie
sous la simple hypothèse du critère super intérgral tandis que nous avons supposé que
le critère de courbure-dimension était vérifié pour établir la seconde. Il faut toutefois
remarquer que la constante de Sobolev logarithmique (que l’on retrouve en majorant
log(1 + u) par u) est meilleure dans le deuxième cas.

5.7. Notes

Dans [Bak85], Bakry étudie le comportement d’une diffusion sous la condition Γ2
positif (ou nul) et montre notamment que c’est la bonne condition pour obtenir la
relation de commutation entre Pt et

√
Γ (voir proposition 5.4.5).

En 1976, Neveu [Nev76] avait retrouvé l’hypercontractivité pour la mesure gaus-
sienne grâce au calcul d’Itô. En adaptant sa preuve à la sphère, Bakry et Emery
[BE85] font le lien entre le critère CD(ρ,∞) intégré et l’hypercontractivité du semi-
groupe de diffusion. Ce résultat est équivalent à notre proposition 5.5.6 d’après le
théorème de Gross (voir chapitre 2.8.2). Toujours dans [BE85], le critère de courbure-
dimension est exploité pour améliorer la constante de Sobolev logarithmique (voir
théorème 5.6.1) et de nombreux exemples sont développés. On pourra également
consulter [Bak94] et [Rot86].

La relation de commutation du semi-groupe et de son carré du champ pour une
courbure quelconque que nous avons établie dans la proposition 5.4.5 est utilisée dans
[Bak87] et [Bak88] pour l’étude des transformations de Riesz.

Les inégalités locales de trou spectral (voir proposition 5.4.1) et de Sobolev loga-
rithmique (voir théorème 5.4.7) sont établies dans [Bak97].

Les preuves des inégalités entropie-énergie logarithmiques sont tirées de [Bak94].

Version post-publication réservée aux auteurs - Compilée le 27 septembre 2002. c© Société Mathématique de France.



CHAPITRE 6

LES INÉGALITÉS DE SOBOLEV LOGARITHMIQUES ET
DE TROU SPECTRAL SUR LA DROITE RÉELLE

par Florent Malrieu et Cyril Roberto

6.1. Introduction

Nous avons vu au chapitre 5, avec le critère de courbure-dimension, une condition
suffisante, très utile en pratique, pour établir des inégalités de Poincaré ou de Sobo-
lev logarithmiques. Nous allons maintenant présenter un résultat, dû à Bobkov et
Götze, qui permet de caractériser les mesures sur R qui vérifient de telles inégalités
et fournit un encadrement des constantes optimales.

Nous commencerons par introduire une inégalité de Hardy dans un cas simple
et nous montrerons comment elle permet de caractériser les mesures sur R qui véri-
fient une inégalité de trou spectral. Nous rappellerons ensuite sans démonstration les
résultats sur les espaces d’Orlicz dont nous aurons besoin.

Nous établirons alors la condition nécessaire et suffisante de Bobkov et Götze
pour qu’une mesure sur R vérifie une inégalité de Sobolev logarithmique. Leur preuve
étant assez conséquente, nous nous attacherons essentiellement à dégager les grandes
étapes du raisonnement en en soulignant les points délicats.

Enfin nous donnerons des exemples concrets d’applications qui vont au-delà du
critère de courbure-dimension.

6.2. Présentation d’ingrédients indispensables

6.2.1. Inégalités de Hardy. — Les travaux de Muckenhoupt (voir [Muc72])
sur les inégalités de Hardy sont à l’origine de tous les résultats du chapitre. Nous
n’en présentons ici que la version simplifiée dont nous aurons besoin dans la suite.
Nous dirons que le couple (µ, ν) de mesures sur R+ vérifie une inégalité de Hardy
de constante A si, pour toute fonction f suffisamment régulière,

(6.1)
∫ ∞

0

(∫ x

0

f(t)dt

)2

dµ(x) 6 A

∫ ∞

0

f(x)2dν(x).
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Remarquons que l’on peut aussi écrire (6.1) de la manière suivante : pour toute fonc-
tion F suffisamment régulière,

(6.2)
∫ ∞

0

(F (x)− F (0))2dµ(x) 6 A

∫ ∞

0

F ′(x)2dν(x).

Dans toute la suite, nous supposerons que les mesures µ et ν sont finies et absolument
continues par rapport à la mesure de Lebesgue. On notera encore µ(x) et ν(x) leurs
densités respectives. Le résultat principal est le suivant :

Théorème 6.2.1. — Si ν(x) est strictement positive pour tout x dans R, alors la
meilleure constante A pour laquelle (µ, ν) vérifie (6.1) est finie si et seulement si

B = sup
x>0

{∫ ∞

x

dµ(t)
∫ x

0

1
ν(t)

dt

}

est fini. Dans ce cas, on a de plus B 6 A 6 4B.

Preuve. — Supposons tout d’abord que la constante B soit finie. Posons

g(x) =
(∫ x

0

1
ν(t)

dt

)1/2

.

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
(∫ x

0

f(t)dt

)2

6
∫ x

0

f(t)2ν(t)g(t)dt

∫ x

0

1
ν(t)g(t)

dt.

Le théorème de Fubini assure donc que
∫ ∞

0

(∫ x

0

f(t)dt

)2

dµ(x) 6
∫ ∞

0

f(t)2ν(t)g(t)
(∫ ∞

t

µ(x)
∫ x

0

1
ν(u)g(u)

dudx

)
dt.

Par définition de g et de B, il vient, pour tout x > 0,
∫ x

0

du

ν(u)g(u)
= 2

∫ x

0

g′(u)du = 2g(x) 6 2
√

B

(∫ ∞

x

µ(u)du

)−1/2

.

On a donc, pour tout t > 0,
∫ ∞

t

µ(x)
∫ x

0

1
ν(u)g(u)

dudx 6 2
√

B

∫ ∞

t

µ(x)
(∫ ∞

x

µ(u)du

)−1/2

dx

= 4
√

B

(∫ ∞

t

µ(x)dx

)1/2

6 4B
1

g(t)
.

En conclusion, on obtient
∫ ∞

0

(∫ x

0

f(t)dt

)2

dµ(x) 6 4B

∫ ∞

0

f(t)2ν(t)dt.

Comme A est la meilleure constante possible, on a : A 6 4B.
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Pour montrer que B 6 A, il suffit d’appliquer (6.1) à la fonction (1/ν)1I[0,r]. Il vient
alors

(6.3)
(∫ ∞

r

µ(x)dx

)(∫ r

0

dt

ν(t)

)2

6
∫ ∞

0

(∫ x∧r

0

dt

ν(t)

)2

µ(x)dx 6 A

∫ r

0

dx

ν(x)
.

Ceci assure que B est fini.
Supposons à présent que la constante B soit infinie. Pout tout n ∈ N, par définition,

il existe un réel x > 0 tel que ∫ ∞

x

dµ(t)
∫ x

0

1
ν(t)

dt > n.

Ainsi, l’inégalité (6.3) permet de conclure A > n. Le caractère arbitraire de n achève
la preuve.

Rappelons ici qu’une médiane m de la mesure µ sur R est un réel qui vérifie :

µ(]−∞, m]) > 1
2

et µ([m,+∞[) > 1
2
.

Pour une mesure absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue de den-
sité strictement positive, la médiane est unique et est caractérisée par µ(]−∞,m]) =
1/2.

Pour α réel, nous définissons les quantités (éventuellement infinies) suivantes :

(6.4) B+
α = sup

x>α

{∫ ∞

x

dµ(y)
∫ x

α

1
µ(y)

dy

}
et B−

α = sup
x6α

{∫ x

−∞
dµ(y)

∫ α

x

1
µ(y)

dy

}
.

Le théorème suivant permet de caractériser les mesures sur R qui vérifient une inégalité
de Poincaré.

Théorème 6.2.2. — Soit µ une mesure sur R absolument continue par rapport à
la mesure de Lebesgue, de densité strictement positive, et m sa médiane. Alors µ
vérifie une inégalité de Poincaré si et seulement si B+

m et B−
m sont finis. Dans ce

cas, la constante optimale de Poincaré c vérifie
1
2
(
B+

m ∨B−
m

)
6 c 6 4

(
B+

m ∨B−
m

)
.

Preuve. — Commençons par montrer la majoration de c. Soit F une fonction suf-
fisamment régulière. La formule variationnelle de la variance assure que, pour tout
α,

Varµ(F ) 6
∫ +∞

−∞
(F (x)− F (α))2dµ

6
∫ α

−∞
(F (x)− F (α))2dµ +

∫ +∞

α

(F (x)− F (α))2dµ.

Notons A+
α , respectivement A−α , la plus petite constante telle que µ vérifie, pour toute

fonction F de classe C1,∫ ∞

α

(F (x)− F (α))2dµ(x) 6 A+
α

∫ ∞

α

F ′(x)2dµ(x),
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respectivement
∫ α

−∞
(F (x)− F (α))2dµ(x) 6 A−α

∫ α

−∞
F ′(x)2dµ(x).

Un changement de variables donne immédiatement d’après le théorème 6.2.1 les en-
cadrements suivants :

(6.5) B+
α 6 A+

α 6 4B+
α et B−

α 6 A−α 6 4B−
α

Si c désigne la meilleure constante de Poincaré pour µ, on a c 6 4(B+
α ∨B−

α ) pour
tout α ∈ R, et donc en particulier pour α = m.

Il nous reste à présent à établir la minoration de c (que l’on supposera finie).
Supposons tout d’abord que B+

m ∨B−
m soit fini et vaille B+

m. Pour tout ε > 0, comme
A+

m est optimale, il existe fε telle que

(6.6)
∫ ∞

m

(∫ x

m

fε(t)dt

)2

dµ(x) >
(
A+

m − ε
) ∫ ∞

m

fε(x)2dµ(x).

Sans perte de généralité, nous supposerons fε positive. Définissons alors Fε sur R :

Fε(x) =





0 si x 6 m∫ x

m

fε(t)dt si x > m.

Le choix de la valeur de m assure que µ({Fε = 0}) > µ({x 6 m}) > 1/2. L’inégalité
de Cauchy-Schwarz entrâıne donc

(6.7)
(∫

Fε(x)dµ(x)
)2

6
∫

Fε(x)2dµ(x)µ(Fε > 0) 6 1
2

∫
Fε(x)2dµ(x).

On a donc, en utilisant successivement (6.7), (6.6), (6.5) et l’inégalité de Poincaré
pour la mesure µ,

Varµ(Fε) > 1
2

∫
Fε(x)2dµ(x)

> 1
2
(
A+

m − ε
) ∫ ∞

m

F ′ε(x)2dµ(x)

> 1
2
(
B+

m − ε
) ∫ ∞

m

F ′ε(x)2dµ(x)

> 1
2
(
B+

m − ε
)1
c
Varµ(Fε) .

Ceci étant vrai pour tout ε > 0, nous retrouvons bien le résultat annoncé.
Si B+

m est infini, il suffit de faire le même raisonnement que précédemment pour
tout n avec une fonction fn telle que

∫ ∞

m

(∫ x

m

fn(t)dt

)2

dµ(x) > n

∫ ∞

m

fn(x)2dµ(x)

pour établir que c est, elle aussi, infinie.
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Remarque 6.2.3. — On aura remarqué qu’au cours de la démonstration, on a dé-
montré mieux qu’annoncé dans le théorème. En effet, on a obtenu

c 6 4 inf
α

(B+
α ∨B−

α ).

Comme par ailleurs B+
m ∨B−

m > infα(B+
α ∨B−

α ), on a aussi, grâce à la démonstration
du théorème,

1
2

inf
α

(B+
α ∨B−

α ) 6 c.

Cette remarque prouve en particulier que B+
m ∨B−

m et infα(B+
α ∨B−

α ) sont du même
ordre de grandeur.

Remarque 6.2.4. — Miclo établit dans [Mic99a] un résultat similaire au théorème
6.2.2 pour les mesures sur Z.

6.2.2. Quelques résultats fondamentaux sur les espaces d’Orlicz. — L’objet
de ce paragraphe est de présenter les résultats, exposés dans [RR91], qui nous seront
utiles dans la section suivante. On pourra également consulter [KA82].

Définition 6.2.5. — On appelle fonction de Young toute fonction Φ : R→ [0,∞]
convexe, paire, telle que Φ(0) = 0 et limx→∞ Φ(x) = ∞.

Si Φ est une fonction de Young, on peut lui associer sa transformée de Legendre
Ψ, qui est définie par :

Ψ(y) = sup
x>0

{x|y| − Φ(x)}.

On dit que Ψ est la conjuguée de Φ et on remarque que c’est encore une fonction de
Young.

Exemple 6.2.6. — Soit p > 1 et q son conjugué (i.e. 1/p + 1/q = 1). Si Φ(x) =
|x|p/p, alors Ψ(y) = |y|q/q.

Il existe une autre façon de définir Ψ. La fonction Φ étant convexe et nulle en 0,
elle s’écrit sur [0, +∞[ :

Φ(x) =
∫ x

0

ϕ(t)dt,

où ϕ : R+ → [0,∞] est croissante et continue à droite.
On définit alors l’inverse (généralisée) de ϕ, pour u > 0, par

ψ(u) = inf{t > 0, ϕ(t) > u}.
La fonction

Ψ(y) =
∫ y

0

ψ(u)du

est alors la conjuguée de Φ (une fois prolongée à R par parité).
Nous pouvons maintenant présenter les espaces d’Orlicz.
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Définition 6.2.7. — Soit (Ω, µ) un espace de probabilité et Φ une fonction de
Young. L’ensemble

LΦ(µ) = {f : Ω → R mesurable ; ∃α > 0,

∫

Ω

Φ(αf)dµ < ∞}

est appelé espace d’Orlicz associé à Φ.

On peut le munir de deux normes utiles en pratique et qui lui confèrent la structure
d’espace de Banach :

(6.8) NΦ(f) = inf
{

λ > 0 ;
∫

Ω

Φ(f/λ)dµ 6 1
}

et

(6.9) ‖f‖Φ = sup
g

{∫

Ω

|fg|dµ ;
∫

Ω

Ψ(g)dµ 6 1
}

.

On peut montrer (voir [RR91]) que ces deux normes sont équivalentes et que l’on a

(6.10) NΦ(f) 6 ‖f‖Φ 6 2NΦ(f).

Nous sommes à présent en mesure de généraliser le théorème 6.2.1 (voir [BG99]) :

Proposition 6.2.8. — Soit c la meilleure constante telle que l’inégalité

(6.11)
∥∥f2

∥∥
Φ

6 A

∫ ∞

0

f ′(x)2dν(x)

soit vérifiée pour toute fonction f suffisament régulière et nulle en 0. On suppose ν
de densité strictement positive.

Alors, B 6 A 6 4B avec

B = sup
x>0

{∥∥1I[x,∞[

∥∥
Φ

∫ x

0

dt

ν(t)

}
.

Preuve. — Appliquons le théorème 6.2.1 aux mesures µg(dx) = |g(x)|µ(dx). Il vient

(6.12) Bg 6 Ag 6 4Bg.

D’après l’expression de la norme (6.9) et puisque A est optimale, on obtient

A = sup
g

{
Ag ;

∫ ∞

0

Ψ(g)dµ 6 1
}

,

et

B = sup
g

{
Bg ;

∫ ∞

0

Ψ(g)dµ 6 1
}

.

Il ne reste plus qu’à prendre le supremum dans (6.12).
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6.3. Inégalité de Sobolev logarithmique sur la droite réelle

Dans cette section, nous allons chercher à caractériser les mesures sur R vérifiant
une inégalité de Sobolev logarithmique. Rappelons la définition de celle-ci : on dira
qu’une mesure µ sur R satisfait une inégalité de Sobolev logarithmique de constante
c si, pour toute fonction f suffisamment régulière,

(SL) Entµ(f2) 6 c

∫
f ′2dµ.

Nous allons pour cela reprendre une démonstration de Bobkov et Götze (voir
[BG99] ). Nous commençons par passer de l’inégalité (SL) à une inégalité de type
Sobolev en introduisant une norme d’Orlicz convenable et en découpant R en
deux demi-droites. Nous utilisons ensuite la proposition 6.2.8 pour conclure. Afin de
simplifier les démonstrations, nous nous restreindrons au cas où µ est absolument
continue par rapport à la mesure de Lebesgue sur R, de densité strictement positive,
les résultats restant vrais en toute généralité.

6.3.1. Première étape : se ramener à une norme d’Orlicz. — Le membre de
droite de l’inégalité (SL) est invariant par translation f 7→ f +a pour toute constante
a ∈ R ; ainsi, cette inégalité est équivalente à

sup
a∈R

Entµ((f + a)2) 6 c

∫
f ′2dµ.

Si l’on pose à présent M(f) = supa∈REntµ((f + a)2) et Θ(x) = x2 log(1 + x2), qui
est une fonction de Young, on a le résultat suivant :

Lemme 6.3.1. — Pour toute fonction f suffisamment régulière,

(6.13)
2
3

∥∥∥∥f −
∫

fdµ

∥∥∥∥
2

Θ

6 M(f) 6 5
2

∥∥∥∥f −
∫

fdµ

∥∥∥∥
2

Θ

.

La démonstration de ce résultat (voir [BG99]) étant technique, on ne la détaille pas
ici. Elle s’appuie essentiellement sur une amélioration du lemme 4.7, due à Rothaus
[Rot86]. Celle-ci assure que, pour toute fonction f ∈ L2(µ) et tout a ∈ R,

Entµ((f + a)2) 6 Entµ(f2) + 2Eµ

(
f2

)
.

Grâce à cette réduction, l’inégalité de Sobolev logarithmique (SL) est équivalente,
à une constante multiplicative près, à l’inégalité

(6.14)
∥∥∥∥f −

∫
fdµ

∥∥∥∥
2

Θ

6 C

∫
f ′2dµ.

Le lien entre les constantes c et C est donné par la relation (6.13) :

2
3
C 6 c 6 5

2
C.
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6.3.2. Deuxième étape : se ramener à une inégalité de type Sobolev. —
On introduit la fonction de Young Φ(x) = |x| log(1+ |x|) et la médiane m de µ. Pour
toute fonction f , on notera f− = f1I]−∞,m] et f+ = f1I[m,∞[.

Remarquons de plus que si f ∈ LΘ(µ), f2 ∈ LΦ(µ) et NΦ(f2) = (NΘ(f))2. Ainsi,
d’après l’encadrement (6.10), on a

(6.15)
1
4
‖f‖2Θ 6

∥∥f2
∥∥

Φ
6 2‖f‖2Θ.

La proposition suivante permet de ramener l’étude de l’inégalité de Sobolev lo-
garithmique (SL) à l’étude d’inégalités de type Sobolev :

Proposition 6.3.2. — Supposons que µ satisfasse à une inégalité de Sobolev lo-
garithmique de constante c > 0. Alors, pour toute fonction f suffisamment régulière
telle que f(m) = 0,

(6.16)
∥∥f2
−

∥∥
Φ

+
∥∥f2

+

∥∥
Φ

6 d

∫
f ′2dµ,

avec d = 75c.
Inversement, si l’inégalité précédente (6.16) a lieu avec une constante d > 0, alors

µ satisfait à une inégalité de Sobolev logarithmique (SL) de constante c = 180d.

Preuve. — Au cours de la démonstration, nous aurons besoin de deux résultats qui
proviennent de [BG99], lemme 4.4. Leur preuve est technique. Nous prenons le parti
de ne pas la détailler car nous estimons qu’elle n’est pas essentielle à la compréhension
du chapitre. Nous les résumons dans le lemme suivant :

Lemme 6.3.3. — Pour toute fonction f ∈ LΘ(µ),

(6.17)
∥∥∥∥f −

∫
fdµ

∥∥∥∥
Θ

6 3‖f‖Θ.

Si de plus f = 0 sur ]−∞,m[ (ou si f = 0 sur ]m,∞[), on a aussi

(6.18) ‖f‖Θ 6 5
∥∥∥∥f −

∫
fdµ

∥∥∥∥
Θ

.

Déduisons tout d’abord l’inégalité (6.16) de l’inégalité de Sobolev logarithmique.
Soit pour cela une fonction f vérifiant f(m) = 0. L’inégalité de Sobolev logarith-
mique et le lemme 6.3.1 nous donnent

2
3

∥∥∥∥f −
∫

fdµ

∥∥∥∥
2

Θ

6 c

∫
f ′2dµ.

La mesure µ étant absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue, on
peut, dans l’inégalité précédente, se contenter d’intégrer sur R\{m} au lieu de R. En
outre, comme f(m) = 0, les fonctions f− et f+ sont suffisament régulière pour leur
appliquer la dernière inégalité, on obtient

2
3

∥∥∥∥f− −
∫

f−dµ

∥∥∥∥
2

Θ

6 c

∫ m

−∞
f ′2dµ,
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et
2
3

∥∥∥∥f+ −
∫

f+dµ

∥∥∥∥
2

Θ

6 c

∫ ∞

m

f ′2dµ.

Or d’après (6.18) et l’inégalité
∥∥f2

∥∥
Φ

6 2‖f‖2Θ, établie en (6.15), il vient

1
75

∥∥f2
−

∥∥
Φ

6 c

∫ m

−∞
f ′2dµ,

et
1
75

∥∥f2
+

∥∥
Φ

6 c

∫ ∞

m

f ′2dµ.

En sommant, on obtient finalement l’inégalité (6.16) avec d = 75c, c’est-à-dire le
résultat escompté.

Réciproquement, supposons à présent que (6.16) soit vérifiée. Plaçons nous d’abord
sous l’hypothèse f(m) = 0. Comme f = f− + f+, en utilisant l’inégalité triangulaire
et (6.17), on a,
∥∥∥∥f −

∫
fdµ

∥∥∥∥
2

Θ

6
(∥∥∥∥f− −

∫
f−dµ

∥∥∥∥
Θ

+
∥∥∥∥f+ −

∫
f+dµ

∥∥∥∥
Θ

)2

6 (3‖f−‖Θ + 3‖f+‖Θ)2 .

L’inégalité ‖f‖2Θ 6 4
∥∥f2

∥∥
Φ

(voir (6.15)) nous assure alors
∥∥∥∥f −

∫
fdµ

∥∥∥∥
2

Θ

6 72
(∥∥f2

−
∥∥

Φ
+

∥∥f2
+

∥∥
Φ

)
.

Enfin, le lemme 6.3.1 nous permet de conclure que

M(f) 6 5
2

∥∥∥∥f −
∫

fdµ

∥∥∥∥
2

Θ

6 180d

∫ ∞

−∞
f ′2dµ.

Cette inégalité étant invariante par translation f 7→ f + a, on peut maintenant s’abs-
tenir de l’hypothèse f(m) = 0. Ceci achève la preuve car Entµ(f2) 6 M(f).

6.3.3. Troisième étape : utiliser l’inégalité de Hardy. — En toute généralité,
on peut se placer dans le cas m = 0. D’après la proposition 6.3.2, pour montrer
l’inégalité de Sobolev logarithmique (SL), il suffit de montrer les deux inégalités de
type Hardy :

∥∥f2
−

∥∥
Φ

6 d−

∫ 0

−∞
f ′2dµ,

et ∥∥f2
+

∥∥
Φ

6 d+

∫ ∞

0

f ′2dµ,

pour f− et f+ deux fonctions quelconques sur ]−∞, 0] et [0,∞[ respectivement, avec
f−(0) = f+(0) = 0. Soit µ(x) la densité de µ par rapport à la mesure de Lebesgue.
On applique la proposition 6.2.8 à ces deux inégalités afin d’obtenir

sup
x>0

{∥∥1I[x,∞[

∥∥
Φ

∫ x

0

1
µ(t)

dt

}
6 d+ 6 4 sup

x>0

{∥∥1I[x,∞[

∥∥
Φ

∫ x

0

1
µ(t)

dt

}
,
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et une inégalité semblable pour d− sur R−. De manière élémentaire, on remarque,
avec les notations de (6.8), que

NΦ(1I[x,∞[) =
(

Φ−1

(
1

µ([x,∞[)

))−1

.

De plus, on montre que pour t > 2, on a l’encadrement
1
2

t

log t
6 Φ−1(t) 6 2

t

log t
.

À présent, le fait que 0 soit une médiane de µ assure que 1/µ([x,∞[) > 2. Il vient
donc, d’après l’encadrement NΦ(f) 6 ‖f‖Φ 6 2NΦ(f) (voir (6.10)),

1
2
µ([x,∞[) log

1
µ([x,∞[)

6
∥∥1I[x,∞[

∥∥
Φ

6 4µ([x,∞[) log
1

µ([x,∞[)
.

Enfin, on pose

D− = sup
x<0

{
µ(]−∞, x]) log

1
µ(]−∞, x])

∫ 0

x

1
µ(t)

dt

}
,

et

D+ = sup
x>0

{
µ([x,∞[) log

1
µ([x,∞[)

∫ x

0

1
µ(t)

dt

}
.

On aboutit alors aux encadrements de type Hardy,
1
2
D− 6 d− 6 16D− ,

et
1
2
D+ 6 d+ 6 16D+ .

D’après la proposition 6.3.2, l’inégalité de Sobolev logarithmique (SL) implique
l’inégalité

∥∥f2
−

∥∥
Φ

+
∥∥f2

+

∥∥
Φ

6 d
∫

f ′2dµ avec d = 75c. Or d = max(d−, d+), ainsi,

D− ∨D+ 6 2max(d−, d+) 6 150c.

Cette inégalité fournit une minoration de la constante c intervenant dans l’inégalité
de Sobolev logarithmique (SL).

Inversement, toujours d’après la proposition 6.3.2, on a

c 6 180d = 180 max(d−, d+)
6 180× 16D− ∨D+

6 2880D− ∨D+.

En conclusion, en regroupant ces calculs, on obtient le théorème suivant qui donne
la caractérisation attendue des mesures sur R satisfaisant à une inégalité de Sobolev
logarithmique.

Posons tout d’abord de manière générale, si m désigne une médiane de µ,

(6.19) D− = sup
x<m

{
µ(]−∞, x]) log

1
µ(]−∞, x])

∫ m

x

1
µ(t)

dt

}
,
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et

(6.20) D+ = sup
x>m

{
µ([x,∞[) log

1
µ([x,∞[)

∫ x

m

1
µ(t)

dt

}
.

Théorème 6.3.4. — Soit µ une mesure de probabilité absolument continue par rap-
port à la mesure de Lebesgue sur R, de densité µ(x) strictement positive. Soient
D− et D+ définies en (6.19) et (6.20). Alors, la constante optimale c de l’inégalité
de Sobolev logarithmique (SL) vérifie

1
150

(D− ∨D+) 6 c 6 2880(D− ∨D+).

On peut remarquer en premier lieu que les constantes trouvées ne sont pas op-
timales. On a en effet, au cours de la démonstration, effectué un certain nombre
d’approximations numériques. L’important ici est qu’il existe des constantes univer-
selles qui relient la constante de Sobolev logarithmique à la constante D− ∨ D+.
Pourtant, dans [Mic99b], Miclo améliore ce résultat, dans le cadre des espaces dis-
crets. Il obtient l’encadrement (1/31)D− ∨ D+ 6 c 6 20D− ∨ D+ (où D−, D+ et c
sont les équivalents en discret des constantes introduites ici).

Signalons enfin que si l’on donne une caractérisation des mesures sur R satisfaisant
à une inégalité de Sobolev logarithmique, on a reporté le problème au calcul des
constantes D− et D+. La section suivante donne des exemples où l’on peut majorer
effectivement ces constantes.

6.4. Applications pratiques

6.4.1. Quelques notations. — On considère dans ce qui suit une mesure de pro-
babilité µ sur R absolument continue, de densité e−Φ par rapport à la mesure de
Lebesgue et de médiane m. On adoptera les notations suivantes :

B− = sup
x<m

{∫ m

x

eΦ(t)dt

∫ x

−∞
e−Φ(t)dt

}
,

B+ = sup
x>m

{∫ x

m

eΦ(t)dt

∫ +∞

x

e−Φ(t)dt

}
,

D− = sup
x<m

{(∫ m

x

eΦ(t)dt

) (
log

1∫ x

−∞ e−Φ(t)dt

) (∫ x

−∞
e−Φ(t)dt

)}
,

D+ = sup
x>m

{(∫ x

m

eΦ(t)dt

) (
log

1∫ +∞
x

e−Φ(t)dt

)(∫ +∞

x

e−Φ(t)dt

)}
.

6.4.2. Calcul d’équivalents d’intégrales. — Plaçons nous dans un cadre où nous
pourrons estimer ces intégrales. Le résultat général (dont on trouvera la preuve dans
[VP94]) est le suivant :

Proposition 6.4.1. — Soit f > 0 de classe C1 telle que
– f ′ ne s’annule pas sur un voisinage Vf de +∞,
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– la fonction h = f/f ′ est dérivable sur Vf ,
– h′(x) = o(1) au voisinage de +∞.

Alors

1. si f ′ > 0 sur Vf , alors, pour tout a dans R,
∫ +∞

a
f(t)dt diverge et

∫ x

a

f(t)dt ∼ f2(x)
f ′(x)

,

2. si f ′ < 0 sur Vf , alors, pour tout a dans R,
∫ +∞

a
f(t)dt converge et

∫ ∞

x

f(t)dt ∼ −f2(x)
f ′(x)

,

L’adaptation de cette proposition à notre cadre ne pose pas de difficulté :

Corollaire 6.4.2. — Soit Φ de classe C2 pour laquelle il existe A réel tel que
– Φ′(x) ne s’annule pas pour |x| > A,
– Φ′′(x)/[Φ′(x)]2 → 0 quand |x| → ∞.

Alors, pour tout réel a,

1.
∫ x

a

eΦ(t)dt ∼ eΦ(x)

Φ′(x)
,

2.
∫ +∞

x

e−Φ(t)dt ∼ e−Φ(x)

Φ′(x)
.

6.4.3. Résultats généraux. — En rassemblant les résultats de la section précé-
dente et les rappels ci-dessus, nous arrivons au théorème suivant :

Théorème 6.4.3. — Soit Φ une fonction de classe C2 sur R et µ de densité exp(−Φ)
par rapport à la mesure de Lebesgue. Si Φ vérifie :

– pour x assez grand (en valeur absolue) |Φ′(x)| est strictement positif,
– Φ′′(x)/[Φ′(x)]2 → 0 quand |x| → ∞.

Alors

1. la mesure µ satisfait à une inégalité de trou spectral si et seulement s’il existe
A tel que 1/Φ′(x) soit borné sur {|x| > A} ;

2. la mesure µ satisfait à une inégalité de Sobolev logarithmique si et seulement
s’il existe A tel que

Φ(x)
[Φ′(x)]2

+
log |Φ′(x)|
[Φ′(x)]2

soit borné sur {|x| > A}.
Preuve. — Soit m la médiane de µ. Nous pouvons calculer un équivalent (au voisinage
de +∞) de B+(x) déf.=

∫ x

m
eΦ(t)dt

∫ +∞
x

e−Φ(t)dt :

B+(x) ∼ eΦ(x)

Φ′(x)
e−Φ(x)

Φ′(x)
=

1
[Φ′(x)]2

.
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Donc il existe A > 0 et M > 0 tels que pour x > A, on a B+(x) 6 M . Enfin, B+(x) est
une fonction continue sur [m,A] et y est donc bornée. On procède de façon identique
pour montrer que B− est finie.

De la même manière, D+ (resp D−) est finie si et seulement si

Φ(x)
[Φ′(x)]2

+
log |Φ′(x)|
[Φ′(x)]2

est bornée au voisinage au voisinage de +∞ (resp −∞).

Remarque 6.4.4. — Dans le cas où Φ′′(x) > a > 0 pour tout x réel, il existe b et c
réels tels que pour tout x de R,

Φ′(x) > ax + b et Φ(x) > a

2
x2 + bx + c.

Il est clair qu’alors Φ vérifie les hypothèses du théorème 6.4.3 et que donc µ vérifie
une inégalité de Sobolev logarithmique. On retouve ainsi le résultat classique du
corollaire 5.5.2.

6.4.4. Deux exemples d’utilisation. — Commençons par nous intéresser aux
fonctions puissances.

Corollaire 6.4.5. — Si Φ(x) = |x|α pour α > 0, alors

1. la mesure µ satisfait une inégalité de trou spectral si et seulement si α > 1,

2. la mesure µ satisfait une inégalité de Sobolev logarithmique si et seulement si
α > 2,

Notons que le fait que Φ(x) = |x|α, avec α ∈]0, 1[, ne soit pas deux fois dérivable
en 0 ne change rien pour le calcul des équivalents.

Considérons à présent la fonction Φ : x 7→ x2 + x sin x. On a alors

Φ′(x) = (2 + cos x)x + sin x

qui est strictement positif sur R+ et qui tend vers +∞ quand x tend vers +∞. De
plus,

Φ′′(x) = −x sin x + 2(1 + cos x).
Nous sommes donc dans les conditions d’application du théorème 6.4.3 puisque

Φ′′(x)
[Φ′(x)]2

=
sin x + 2/x(1 + cos x)
x[2 + cos x + sin x

x ]2
→ 0 quand x →∞.

Pour conclure il suffit de remarquer que (log |Φ′|)/(Φ′)2 et

Φ(x)
[Φ′(x)]2

=
1 + sin x

x

[2 + cos x + sin x
x ]2

sont bornés sur R.

La mesure µ vérifie donc une inégalité de Sobolev logarithmique bien que Φ ne
soit pas la somme d’une fonction strictement convexe et d’une fonction bornée. Cet
exemple sort ainsi du cadre d’application du corollaire 5.5.2.

On voit donc que le critère de Bobkov et Götze s’avère très utile (à la condition
de pouvoir estimer l’équivalent d’une intégrale fonction de sa borne supérieure) pour
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104 CHAPITRE 6. INÉGALITÉS SUR LA DROITE RÉELLE

agrandir la liste des mesures dont on sait qu’elles vérifient une inégalité de Sobolev
logarithmique ou de trou spectral.

6.5. Notes

L’inégalité de Hardy originelle s’écrit ainsi (voir [Zyg59, Muc72]) :

Proposition 6.5.1. — Si 1 6 p 6 ∞ et bp < −1, alors
[∫ ∞

0

∣∣∣∣xb

∫ x

0

f(t)dt

∣∣∣∣
p

dx

]1/p

6 −p

bp + 1

[∫ ∞

0

∣∣xb+1f(x)
∣∣p dx

]1/p

,

dès que les intégrales ont un sens. De plus, −p/(bp + 1) est la meilleure constante.

On pourra aussi consulter le célèbre livre de Hardy, Littlewood et Polya
[HL48].

De nombreux auteurs ont cherché à généraliser ce genre d’inégalités. Dans les an-
nées 60, Tomaselli [Tom69], Talenti [Tal69] et Artola (dans un manuscrit non
publié) ont remplacé xb et xb+1 par des fonctions U et V en se demandant ce qu’elles
devaient vérifier pour conserver le résultat. Ils apportent la réponse suivante (voir
[Muc72]) :

Théorème 6.5.2. — Si 1 6 p 6 ∞, il existe une constante finie C telle que

(6.21)
[∫ ∞

0

∣∣∣∣U(x)
∫ x

0

f(t)dt

∣∣∣∣
p

dx

]1/p

6 C

[∫ ∞

0

|V (x)f(x)|p dx

]1/p

,

si et seulement si

B = sup
r>0

[∫ ∞

r

|U(x)|p dx

]1/p [∫ r

0

|V (x)|−p′dx

]1/p′

< ∞,

avec 1/p + 1/p′ = 1.
De plus, si C est la meilleure constante pour laquelle (6.21) a lieu, on a alors

B 6 C 6 p1/pp′1/p′
B pour 1 < p < ∞, et B = C pour p = 1 ou p = ∞.

L’étape suivante est franchie en 1972 par Muckenhoupt (voir [Muc72]) qui, à son
tour, a remplacé U et V par des mesures :

Théorème 6.5.3. — Si µ et ν sont des mesures de Borel et 1 6 p < ∞, il existe
une constante finie C telle que

[∫ ∞

0

∣∣∣∣
∫ x

0

f(t)dt

∣∣∣∣
p

dµ(x)
]1/p

6 C

[∫ ∞

0

|f(x)|p dν(x)
]1/p

,

si et seulement si

B = sup
r>0

[µ([r,∞[)]1/p

[∫ r

0

(
dνac

dx

)−p′/p

dx

]1/p′

< ∞,

où νac désigne la partie absolument continue de ν, supposée strictement positive.
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De plus, si C est la meilleure constante pour laquelle (6.1) a lieu, on a alors B 6
C 6 p1/pp′1/p′

B pour 1 < p < ∞, et B = C pour p = 1.

Plus récemment, Chung, Hunt, Kurtz [CHK82] et Sawyer [Saw84] ont géné-
ralisé les inégalités de Hardy aux espaces de Lorentz. Dans les années 90, Evans,
Harris et Pick [EHP95] les ont transposées sur les arbres.

On trouvera dans [ABdMBG87] une approche plus analytique des inégalités de
Hardy appliquées aux opérateurs différentiels. Davies [Dav90] fait une synthèse
des résultats les plus récents sur ce sujet. Nous renvoyons principalement à Maz’ja
[Maz85] et Davies [Dav99] pour une lecture synthétique et une bibliographie complète
autour des inégalités de Hardy.

Ce n’est que récemment que le lien entre les inégalités de Hardy d’un côté et de
Poincaré ou Sobolev logarithmique de l’autre a été établi. Miclo [Mic99a, Mic99b]
adapte la preuve de Muckenhoupt au cas discret (i.e. sur N) et traite le cas des
mesures sur Z. Parallèlement, Bobkov et Götze [BG99] ont adopté une méthode
similaire sur R : c’est leur méthode que nous avons détaillée dans ce chapitre.

Signalons des applications récentes des inégalités de Hardy : autour du théorème
6.2.1 pour prouver l’existence de la constante de Poincaré pour des systèmes de
spins non bornés (voir [GR01]) ; et autour du théorème 6.3.4, dans le cas discret, pour
contrôler la constante de Sobolev logarithmique sous la dynamique de Kawasaki
(voir [CMR00], l’article [CM00] s’intéresse quant à lui à l’inégalité de trou spectral
sous la dynamique de Kawasaki, ici, des inégalités de Cheeger sont utilisées).

Dans [GR01], les auteurs apportent des éléments de réponse à la question sui-
vante : étant donnée la famille de mesures de probabilité de densité (par rapport à
la mesure de Lebesque sur R) Z−1

θ exp(Φ(x)− θx) indexée par le paramètre θ ∈ R,
comment évolue la constante de Poincaré en fonction de ce paramètre ? Si cθ dé-
signe la constante de Poincaré associée à la mesure µθ, dans le cas où Φ(x) = |x|s,
le résultat est le suivant (voir aussi [Hel98]) :

(i) si 1 < s < 2, alors limθ→∞ cθ = ∞,
(ii) si s = 2, alors la constante cθ est indépendante du paramètre θ;
(iii) si s > 2, alors limθ→∞ cθ = 0.

Signalons que ces résultats se généralisent à des fonctions Φ moins spécifiques (voir
[GR01]). Enfin, dans le prolongement du corollaire 6.4.5, [KKR93] analyse le cas où
α est strictement supérieur à 2.
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CHAPITRE 7

CONCENTRATION DE LA MESURE ET INÉGALITÉ DE
SOBOLEV LOGARITHMIQUE

par Pierre Fougères

7.1. Introduction

Pour une mesure de probabilité sur la tribu borélienne d’un espace métrique, la
masse du r-voisinage Ar de tout ensemble A converge vers 1 quand r tend vers +∞.
Pour certaines mesures, cette convergence a lieu à une vitesse très rapide. Plus pré-
cisément, partant d’une partie A quelconque de masse 1/2, un faible grossissement
de A (au sens de la métrique) emplit presque tout l’espace (au sens de la mesure),
c’est-à-dire est de masse proche de 1. Ce phénomène est appelé concentration de la
mesure. En particulier, la notion de concentration gaussienne concerne les mesures
de probabilité pour lesquelles cette convergence est plus rapide que dans un modèle
gaussien.

A l’origine, on établissait des propriétés de concentration comme une conséquence
immédiate d’inégalités isopérimétriques (voir [GM83, LT91]). Nous présentons no-
tamment ici la valeur exacte de la fonction de concentration gaussienne à l’aide de
l’inégalité isopérimétrique correspondante. Ce type d’inégalités consiste, pour fixer
les idées, en une majoration de la mesure d’un ensemble A par celle de son bord (ou
de manière équivalente par celle de son r-voisinage Ar). Pour la concentration, ce
contrôle n’est exigé que pour r grand. Cette propriété peut ainsi être vérifiée même
en l’absence d’inégalité isopérimétrique.

Talagrand a récemment obtenu des inégalités de concentration dans des espaces
produits, dont une application importante en statistique est l’obtention d’intervalles
de confiance très précis pour le supremum (sur une classe de fonctions) de moyennes
empiriques (voir [Tal96b]). Une des difficultés techniques pour appréhender ces inéga-
lités est qu’en général la propriété de concentration ne se tensorise pas. Un outil très
utile pour pallier cet inconvénient est alors de faire appel à une inégalité de Sobolev
logarithmique comme intermédiaire (voir [Led99]). Cette inégalité engendre en effet
une concentration gaussienne (argument de Herbst) et se conserve par passage au
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produit (voir le chapitre 3). Le lien entre la concentration gaussienne et l’existence
d’une inégalité de Sobolev logarithmique est en fait beaucoup plus fort, et l’un des
objectifs de ce chapitre est de décrire précisément les relations existant entre inégalités
de Sobolev logarithmiques, concentration gaussienne et intégrabilité exponentielle
du carré des fonctions lipschitziennes.

Nous introduisons dans un premier temps la notion de concentration gaussienne en
insistant sur sa véritable signification : la décroissance au moins gaussienne de la masse
des queues des lois des fonctions lipschitziennes (la queue d’une loi de probabilité
ν sur R est la fonction r 7→ ν(|·| > r)). Nous retrouvons la forme de la fonction de
concentration de la loi gaussienne par une méthode de semi-groupe basée sur le critère
de courbure qui ne fait pas appel à l’inégalité isopérimétrique. Puis, nous présentons
en détail l’argument de Herbst dans les cadres continu et discret. Cette méthode
constitue la clé de voûte de l’utilisation des inégalités de Sobolev logarithmiques
dans l’étude de la concentration. Enfin, nous exposons le théorème de Wang qui peut
être vu comme l’® inverse Ż de l’argument de Herbst en courbure minorée.

7.2. La concentration de la mesure

Nous exposons dans cette section les bases concernant le phénomène de concen-
tration de la mesure. Dans un premier temps, nous justifions la définition abstraite
de la concentration en nous appuyant sur l’exemple des mesures gaussiennes et nous
en profitons pour introduire la propriété de concentration gaussienne d’une mesure.
Nous donnons alors une formulation fonctionnelle de la concentration soulignant l’im-
portance des fonctions lipschitziennes et de leurs médianes dans l’étude de cette pro-
priété. Nous abordons ensuite une discussion permettant d’expliquer une propriété
déroutante au premier abord : une inégalité de concentration gaussienne autour d’un
point, pour la loi d’une fonction lipschitzienne, engendre une inégalité de même type
autour de tout autre point. Enfin, nous déduisons d’une telle inégalité l’intégrabilité
exponentielle du carré de la fonction considérée.

7.2.1. Exemple des mesures gaussiennes. — Nous introduirons dans la section
7.2.2 la propriété de concentration pour une mesure de probabilité sur les boréliens
d’un espace métrique. L’idée sous-jacente est simple bien que les définitions présentées
dans un cadre abstrait demandent un certain formalisme. Aussi nous attachons-nous
tout d’abord à l’exemple des mesures gaussiennes afin de bien faire comprendre le
problème.

Sur l’espace euclidien R2 (par exemple), on considère la mesure gaussienne

µ(dx, dy) =
1

2 π
e−

x2+y2

2 dxdy.

L’objectif que nous poursuivons est d’étudier la décroissance de la masse à l’infini.
La fonction la plus simple exprimant cette décroissance est

α(r) = µ(Bc(0, r)) = e−r2/2,

où, d’une part, B(0, r) est la boule centrée à l’origine et de rayon r et, d’autre part,
Ac désigne le complémentaire d’un ensemble A. Aussi la masse est-elle principalement
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concentrée autour de 0. Dans le cadre général, cette décroissance sera encore donnée
par une fonction exprimant la masse du complémentaire du r-voisinage d’un ensemble
fixé A.

On peut de plus imposer que la fonction α(r) donne la décroissance minimale sur
toutes les parties A considérées. Un exemple simple montre qu’il faut alors imposer
aux parties A d’avoir une masse suffisante. En effet, si γ désigne la mesure gaussienne
standard sur R, pour tout r positif,

sup {γ((Ar)
c); A borélien} = 1

(prendre Ax =]−∞, x], quand x tend vers −∞). Nous imposerons donc aux parties
considérées d’avoir une masse au moins 1/2.

Remarque 7.2.1. — Considérer des parties de masse plus grande que ε au lieu de
1/2, pour un 0 < ε < 1, donnerait lieu comme dans la suite à des inégalités de
déviation mais conduirait à des détails techniques que nous nous abstiendrons de
présenter ici.

7.2.2. La fonction de concentration. — Soit (X, d) un espace métrique et µ une
mesure de probabilité sur les boréliens de X. Pour une partie A de X, nous désignons
par Ar = {d(·, A) < r} le r-voisinage de A. La fonction de concentration de µ est
alors, pour r > 0,

αµ(r) = sup {µ((Ar)
c); µ(A) > 1/2} = 1− inf {µ(Ar); µ(A) > 1/2}.

Cette notion a été introduite par Milman et Schechtman dans [MS86]. Par
définition même, la fonction 1 − αµ donne une minoration uniforme de la masse des
r-voisinages de toutes les parties de mesure significative. Plus précisément, pour tout
borélien A de masse au moins 1/2 et pour tout r > 0,

(7.1) µ(Ar) > 1− αµ(r).

Lemme 7.2.2. — αµ(r) décroit vers 0 quand r tend vers +∞.

Preuve du lemme 7.2.2. — Comme αµ est décroissante, il suffit, pour ε donné, de
trouver r tel que µ(Ar) > 1− ε uniformément sur les parties de masse 1/2 au moins.
Soit donc ε < 1/2. Comme, pour un point x ∈ X, ∪r>0B(x, r) = X, il existe une
boule B telle que µ(B) > 1− ε. Toute partie A telle que µ(A) > 1/2 rencontre alors
B et donc, si r > diam(B), Ar recouvre B et µ(Ar) > 1− ε.

7.2.3. La fonction de concentration d’une variable gaussienne. — Notons
γm,σ2 la loi gaussienne sur R de moyenne m et de variance σ2. Nous allons déterminer
sa fonction de concentration. Commençons par la mesure gaussienne standard γ. La
forme intégrée de l’inégalité isopérimétrique pour la mesure gaussienne (voir [Led96,
Led99]) nous assure que, pour tout borélien A et tout r > 0,

(7.2) γ(Ar) > Φ
(
Φ−1(γ(A)) + r

)
.

Ici, Φ désigne la fonction de répartition de γ, à savoir

Φ(r) =
∫ r

−∞
e−u2/2 du√

2π
.
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En particulier, si γ(A) > 1/2, il vient γ(Ar) > Φ(r). D’autre part, l’égalité est réalisée
dans (7.2) lorsque A est un demi-espace. En particulier, si A =]−∞, 0], γ(Ar) = Φ(r).
On tire aisément de ces deux remarques la valeur de la fonction de concentration

αγ(r) = 1− Φ(r).

Il est alors facile d’en déduire que αγm,σ2 (r) = 1− Φ(r/σ).

7.2.4. Concentration gaussienne d’une mesure. — Nous allons maintenant
nous consacrer à l’étude des mesures µ qui se concentrent plus vite qu’une mesure
gaussienne. Plus précisément, cela signifie qu’il existe une variance σ2 telle que, pour
r assez grand,

(7.3) αµ(r) 6 αγ0,σ2 (r) = 1− Φ(r/σ).

Or la queue 1−Φ(r) =
∫∞

r
e−u2/2du/

√
2π de la mesure gaussienne peut être encadrée

par
e−r2/2

r
√

2π

(
1− 1/r2

)
6 1− Φ(r) 6 e−r2/2

r
√

2π
.

Cela permet de reformuler (7.3) en la définition suivante.

Définition 7.2.3. — Nous dirons qu’une mesure de probabilité µ sur (X, d) vérifie
une propriété de concentration gaussienne s’il existe deux constantes c et C stricte-
ment positives telles que, pour tout r > 0, αµ(r) 6 Ce−r2/c. De manière équivalente,
cela signifie que pour tout borélien A tel que µ(A) > 1/2 et tout r > 0,

µ(Ar) > 1− Ce−r2/c.

7.2.5. De l’importance des fonctions lipschitziennes. — Nous venons de don-
ner la définition du phénomène de concentration de la mesure d’un point de vue en-
sembliste. Nous nous penchons ici sur une formulation fonctionnelle de cette propriété.
La bonne classe de fonctions à considérer est la classe des fonctions lipschitziennes.

Définition 7.2.4. — Une fonction F sur un espace métrique (X, d) est dite lipschit-
zienne s’il existe une constante C telle que, pour tous points x et y de X,

(7.4) |F (x)− F (y)| 6 Cd(x, y).

Pour une telle fonction, la plus petite constante C vérifiant (7.4) est notée

‖F‖Lip = sup
x6=y

|F (x)− F (y)|
d(x, y)

et dite norme de Lipschitz de F (bien que ce ne soit en fait qu’une semi-norme).

Proposition 7.2.5. — Soient (X, d) un espace métrique et µ une mesure sur les
boréliens de X. La minoration uniforme des mesures des r-voisinages (7.1) est équi-
valente à la déviation uniforme des fonctions lipschitziennes par rapport à leurs mé-
dianes. Cette dernière propriété signifie que, pour toute fonction F lipschitzienne,
toute médiane m de F et tout r > 0,

(7.5) µ(F > m + r) 6 αµ (r/‖F‖Lip) .
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Preuve. — Supposons (7.1) vérifiée. Remarquons que, par homogénéité, on peut sup-
poser ‖F‖Lip 6 1. On vérifie alors par l’inégalité triangulaire que, pour r > 0,

{F 6 m}r ⊂ {F < m + r}.
Par conséquent,

µ(F > m + r) = 1− µ(F < m + r)

6 1− µ ({F 6 m}r) 6 αµ(r),

puisque µ ({F 6 m}) > 1/2.
Inversement, supposons que (7.5) est vérifiée. On considère un ensemble A de me-

sure µ(A) > 1/2 et la fonction F = d(·, A). Clairement, ‖F‖Lip 6 1 et

µ(F = 0) = µ
(
Ā

)
> µ(A) > 1/2.

Donc 0 est une médiane de F et par suite, pour r > 0 fixé,

µ(F > r) 6 αµ(r).

Mais, si Bc désigne le complémentaire d’une partie B, {F > r} = {F < r}c = (Ar)
c
. Il

en découle que 1−µ(Ar) 6 αµ(r), ce qui est exactement l’inégalité (7.1) attendue.

L’inégalité (7.5) est dite inégalité de déviation de F par rapport à la médiane m.
Si on l’applique successivement à −F et à F on obtient l’inégalité

(7.6) µ(|F −m| > r) 6 2αµ (r/‖F‖Lip) ,

dite inégalité de concentration de la loi de F .

7.2.6. La concentration comme localisation de la mesure. — Ce qu’on ap-
pelle phénomène de concentration gaussienne pour la mesure µ est une localisation de
la loi de toute contraction (ou fonction lipschitzienne) sur les compacts au sens de la
décroissance au moins gaussienne des queues (rappelons que la queue d’une loi ν est la
fonction r 7→ ν(|·| > r)). Au premier abord, le terme ® concentration Ż semble conte-
nir une notion dynamique d’accumulation de la mesure autour d’un unique point,
par exemple la médiane dans l’inégalité (7.6). En fait, il n’en est rien. Une inégalité
de concentration gaussienne autour d’un point implique une inégalité de même type
autour de tous les points. C’est ce que précise le lemme suivant :

Lemme 7.2.6. — Soit (E,F , µ) un espace de probabilité et soit F une fonction me-
surable sur E. Supposons que F satisfait une inégalité de concentration gaussienne
autour d’un réel a, c’est-à-dire que, pour deux constantes c, C > 0, F vérifie, pour
tout r > 0,

(7.7) µ(|F − a| > r) 6 Ce−r2/c.

Alors, pour tout autre réel b, il existe d’autres constantes c̃, C̃ > 0 telles que, pour
tout r > 0,

(7.8) µ(|F − b| > r) 6 C̃e−r2/c̃.
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Preuve. — Cela consiste simplement à remarquer, d’une part, que si r > 2|a− b|,
alors

{|F − b| > r} ⊂ {|F − a| > r/2}
et donc µ(|F − b| > r) 6 Ce−r2/4c. D’autre part, pour r 6 2|a− b|, la majoration est
une trivialité :

µ(|F − b| > r) 6 1 6 e|a−b|2/ce−r2/4c.

On obtient donc (7.8) avec les constantes c̃ = 4c et C̃ = max
(
C, e|a−b|2/c

)
.

Remarque 7.2.7. — Notons que ce résultat ne fait intervenir aucune notion mé-
trique sur l’espace E.

Dans la pratique, une inégalité de concentration (7.7) par rapport à un réel a
permet, les constantes c et C étant connues, de trouver r pour lequel la fonction F
prend ses valeurs dans l’intervalle [a− r, a + r] mis à part sur un ensemble de mesure
1/100 par exemple. Ce genre de contrôle est souvent utilisé lorsque a est la moyenne
ou n’importe quelle médiane de F . En fait, si l’on dispose d’une inégalité (7.7) pour
un a quelconque, cela impose à a de ne pas être ® trop loin Ż de la moyenne et des
médianes de F . Le lemme précedent permet d’obtenir à partir de (7.7) une inégalité
similaire de constantes c̃ et C̃ pour la moyenne de F . Ce qui est notable est que ces
constantes c̃ et C̃ (obtenues pour Eµ(F )) ne dépendent plus de a mais seulement de c
et C et s’expriment explicitement en fonction de ces dernières. En effet, retranscrivant
la preuve précédente, on voit que, si |a− b| 6 λ, l’inégalité (7.8) est vérifiée pour

(7.9) C̃ = max
(
C, eλ2/c

)
et c̃ = 4c.

Il ne reste plus qu’à remarquer que, si l’inégalité de concentration (7.7) est satisfaite
pour a, alors |Eµ(F )− a| 6 C

√
πc/2 puisque

Eµ(|F − a|) =
∫ ∞

0

µ(|F − a| > r)dr 6 C

∫ ∞

0

e−r2/cdr 6 C

√
πc

2
.

Cela conduit aux constantes C̃ = exp
(
πC2/4

)
et c̃ = 4c.

On obtient un résultat similaire en remplaçant la moyenne par n’importe quelle
médiane de F . Il suffit pour cela de s’assurer que toutes les médianes m de F sont
localisées autour de a, ou plus précisément qu’elles vérifient |m− a| 6

√
c log (4C), et

d’utiliser alors (7.9) pour λ =
√

c log (4C). Ce contrôle des médianes s’obtient de la
manière suivante. Tout d’abord, par définition de λ, Ce−λ2/c < 1/2 et par conséquent
µ(|F − a| > λ) < 1/2. On en déduit en particulier que µ(F > a + λ) < 1/2 et
µ(F 6 a− λ) < 1/2. Par suite, toute médiane est dans l’intervalle escompté.

7.2.7. Intégrabilité exponentielle. — Nous présentons maintenant une consé-
quence importante de la propriété de concentration gaussienne.

Proposition 7.2.8. — Soit F une application mesurable sur (E,F , µ) telle qu’il
existe un réel a et des réels c, C > 0 pour lesquels, pour tout r > 0,

µ(|F − a| > r) 6 Ce−r2/c,
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pour tout r > 0. Alors, pour tout ε < 1/c, l’espérance Eµ

(
eε|F |2

)
est finie.

Preuve. — De façon générale, si Y est une variable positive sur E et f une fonction
sur R+ à dérivée positive et localement intégrable, une utilisation du théorème de
Fubini permet d’écrire :

∫

E

f(Y )dµ = f(0) +
∫ ∞

0

f ′(r)µ(Y > r)dr.

Appliquée à f(r) = eεr2
et Y = |F |, cette égalité entrâıne que

Eµ

(
eε|F |2

)
= 1 +

∫ ∞

0

2εreεr2
µ(|F | > r)dr

6 eεa2
+

∫ ∞

|a|
2εreεr2

µ(|F | > r)dr.

Il suffit alors pour conclure de remarquer que, si r > |a|, on a

µ(|F | > r) 6 µ(|F − a| > r − |a|) 6 Ce−(r−|a|)2/c.

Ainsi, la propriété de concentration gaussienne de µ entrâıne l’intégrabilité expo-
nentielle sous µ du carré de toute fonction lipschitzienne.

Remarque 7.2.9. — On pourrait obtenir des résultats similaires au lemme 7.2.6 et
à la proposition 7.2.8 en remplaçant la fonction e−r2

par une classe plus vaste de
fonctions de concentration, en particulier celles du type e−rp

, pour p > 0.

7.3. Concentration via le critère de courbure

Nous donnons ici une preuve directe (c’est-à-dire n’ayant pas recours à l’inégalité
isopérimétrique) de la forme de la fonction de concentration gaussienne. Rappelons
que γ désigne la mesure gaussienne standard sur R.

Théorème 7.3.1. — Soit F une fonction lipschitzienne sur R de norme de Lip-
schitz ‖F‖Lip 6 1. Alors, pour tout r > 0,

(7.10) γ(F > Eγ(F ) + r) 6 e−r2/2.

Remarque 7.3.2. — Les arguments utilisés ici pour la mesure gaussienne sont trans-
posables à toute mesure de probabilité µ pour laquelle on dispose d’un semi-groupe
de diffusion (définition 2.6.1) symétrique dans L2(µ) satisfaisant au critère de cour-
bure (5.9). En particulier, ils permettent de prouver la concentration gaussienne pour
les mesures µΦ(dx) = Z−1

Φ e−Φ(x)dx sur Rn décrites dans l’exemple fondamental 5.3.1
telles que Hess Φ > ρId avec ρ > 0 (voir remarque 5.3.6).
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Preuve du théorème 7.3.1. — Soit F une fonction de norme ‖F‖Lip 6 1. La fonction
F admet des moments exponentiels de tous ordres par rapport à γ car, pour tout
λ positif, Eγ

(
eλF

)
6 eλF (0)Eγ

(
eλ|x|) < ∞. Afin de majorer γ(F −Eγ(F ) > r), ap-

pliquons l’inégalité de Markov. On obtient ainsi, pour tout réel strictement positif
λ,

γ(F −Eγ(F ) > r) = γ
(
eλ(F−Eγ(F )) > eλr

)
6 e−λrEγ(eλ(F−Eγ(F ))).

On doit donc contrôler la transformée de Laplace de F − Eγ(F ) sous γ. Pour ce
faire, le point clé est de montrer l’estimation sous-gaussienne

(7.11) Eγ

(
eλ(F−Eγ(F ))

)
6 exp

(
λ2/2

)
.

En effet, il en découle immédiatement que, pour tout λ > 0,

(7.12) γ((F −Eγ(F )) > r) 6 exp
(−λr + λ2/2

)
.

Une optimisation en λ conduit alors à l’inégalité de déviation (7.10).

Prouvons maintenant l’estimation (7.11). Dans un premier temps, nous supposons
que F est C∞ bornée, ce qui rend licites les calculs qui suivent. On peut évidemment
considérer ici que F est de moyenne nulle. Soit (Pt)t>0 le semi-groupe d’Ornstein-
Uhlenbeck qui, rappelons-le, est une diffusion réversible pour γ (voir paragraphe
2.3). Fixons un réel λ strictement positif et considérons la transformée de Laplace

de PtF en λ : H(t) déf.= Eγ

(
eλPtF

)
. La fonction H est dérivable et sa dérivée vaut

H ′(t) = λEγ

(
eλPtF LPtF

)
. Comme (Pt)t>0 est ergodique (voir la définition 5.5.1) et

Eγ(F ) est nulle, par convergence dominée, H(t) tend vers 1 quand t tend vers +∞.
Par suite,

H(t) = 1−
∫ ∞

t

H ′(s)ds.

Par la propriété de diffusion (voir (2.13)),

H ′(s) = λ

∫
eλPsF LPsFdγ

= −λ

∫
Γ

(
PsF, eλPsF

)
dγ

= −λ2

∫
Γ(PsF )eλPsF dγ.

Il en résulte que

H(t) = 1 + λ2

∫ ∞

t

ds

∫
Γ(PsF )eλPsF dγ.

Or ici, nous avons Γ(PsF ) = |∇(PsF )|2 et, de plus,

∇(PsF ) = ∇
∫

R
F

(
e−sx +

√
1− e−2sy

)
γ(dy) = e−sPs(∇F ),
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où Ps(∇F ) est à comprendre coordonnée par coordonnée. Et donc, par l’inégalité de
Jensen, on obtient(1)

|∇(PsF )|2 = e−2s|Ps(∇F )|2 6 e−2sPs

(
|∇F |2

)
.

Remarquons enfin que l’hypothèse ‖F‖Lip 6 1 équivaut à |∇F | 6 1. On obtient donc

H(t) 6 1 + λ2

∫ ∞

t

e−2sH(s)ds,

et le lemme de Gronwall entrâıne la majoration

H(t) 6 exp
(

λ2

∫ ∞

t

e−2sds

)
= exp

(
λ2

2
e−2t

)
.

On aboutit finalement à l’inégalité souhaitée : H(0) = Eγ

(
eλF

)
6 eλ2/2.

L’extension de l’estimation (7.11) à toute fonction F telle que ‖F‖Lip 6 1 découle
du lemme d’approximation suivant.

Lemme 7.3.3. — Soit (X, d) un espace métrique et µ une mesure de probabilité sur
les boréliens de X. Soit (Fn)n∈N une suite de fonctions intégrables uniformément
lipschitziennes (pour tout n, ‖Fn‖Lip 6 1) tendant presque sûrement vers F , et telle
que, pour tout entier n et tout réel positif λ,

(7.13) Eµ

(
eλ(Fn−Eµ(Fn))

)
6 eλ2/2.

Alors F est intégrable et vérifie l’inégalité (7.13).

Commençons par admettre ce lemme et par étendre l’estimation (7.11) à toutes
les fonctions lipschitziennes. Tout d’abord, soient G une fonction lipschitzienne bor-
née telle que ‖G‖Lip 6 1 et (ρε)ε une famille régularisante (voir [Bré83]). Alors

Gε
déf.= ρε ∗G est une fonction C∞ bornée et ‖Gε‖Lip 6 ‖G‖Lip 6 1. Ainsi, Gε vérifie

(7.11) et, d’après le lemme, il en est de même de G, puisque (Gε)ε converge presque
sûrement vers G. L’extension à toutes les fonctions lipschitziennes est obtenue de la
même manière à l’aide de l’approximation suivante : si F est lipschitzienne de norme
‖F‖Lip 6 1, Fn

déf.= max (−n, min (F, n)) est bornée, ‖Fn‖Lip 6 ‖F‖Lip 6 1 et Fn tend
vers F presque sûrement.

Preuve du lemme 7.3.3. — Montrons, dans un premier temps, l’uniforme intégrabi-
lité de la suite (Fn)n∈N. Pour ce faire, nous allons contrôler uniformément les espé-
rances Eµ

(
F 2

n

)
. Or,

(7.14) Eµ

(
F 2

n

)
= Eµ

(
(Fn −Eµ(Fn))2

)
+ (Eµ(Fn))2.

(1)Ceci revient exactement à affirmer que le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck est de courbure 1;
voir la proposition 5.4.1.
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Pour contrôler le terme Eµ

(
(Fn −Eµ(Fn))2

)
, remarquons que l’inégalité (7.13) en-

trâıne, comme cela a été fait en (7.12), l’inégalité de concentration

(7.15) µ(|Fn −Eµ(Fn)| > r) 6 2e−r2/2.

En conséquence, on obtient la majoration suivante

Eµ

(
(Fn −Eµ(Fn))2

)
= 2

∫ ∞

0

rµ(|Fn −Eµ(Fn)| > r)dr 6 4
∫ ∞

0

re−r2/2dr 6 4.

D’autre part, on peut trouver une borne uniforme des espérances des Fn. En effet,
soient m assez grand pour que µ(|F | 6 m) > 3/4 et n0 tel que, pour tout n > n0,
µ(|Fn − F | > 1) 6 1/4. Alors µ(|Fn| 6 m + 1) > 1/2 , pour n > n0. Soit maintenant
r1 tel que 2e−r2

1/2 < 1/2. L’ensemble {|Fn| 6 m + 1}\{|Fn −Eµ(Fn)| > r1} est non
vide puisque de mesure strictement positive et donc

|Eµ(Fn)| 6 r1 + m + 1,

pourvu que n > n0.
On vient ainsi de montrer que

sup
n

Eµ

(
F 2

n

)
< ∞

et donc que la suite est uniformément intégrable. Il en découle alors que Eµ(|F |) < ∞
et que Fn converge vers F dans L1(dµ). Par conséquent, grâce au lemme de Fatou,

Eµ

(
eλF

)
6 lim inf

n→∞ Eµ

(
eλFn

)
6 lim inf

n→∞ eλEµ(Fn)+λ2/2 = eλEµ(F )+λ2/2.

Ceci termine la preuve du lemme 7.3.3.

La preuve du théorème 7.3.1 est maintenant achevée.

7.4. Concentration et inégalité de Sobolev logarithmique

7.4.1. L’argument de Herbst. — Nous venons de mettre en lumière le rôle que
joue la transformée de Laplace dans l’étude de la concentration. Cette remarque
permet d’étendre le résultat précédent aux mesures satisfaisant à une inégalité de
Sobolev logarithmique, plutôt qu’au critère de courbure. La méthode utilisée est due
à Herbst. La preuve présentée ici est valable pour toute mesure sur Rn à condition
qu’elle satisfasse une inégalité de Sobolev logarithmique. Cette preuve pourrait aussi
s’étendre à la mesure invariante d’une diffusion abstraite définie en (2.11) sur une
algèbre standard.

Théorème 7.4.1. — Soit µ une mesure de probabilité sur Rn vérifiant l’inégalité de
Sobolev logarithmique

∀ f ∈ C∞b (Rn), Entµ(f2) 6 cEµ(|∇f |2);
alors, pour toute fonction lipschitzienne F telle que ‖F‖Lip 6 1,

(7.16) µ(F > Eµ(F ) + r) 6 e−r2/c
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et

(7.17) µ(|F −Eµ(F )| > r) 6 2e−r2/c.

Preuve. — De la même manière que dans la preuve précédente, on suppose dans un
premier temps que F est C∞ bornée telle que ‖F‖Lip 6 1.

Soit H(λ) = Eµ

(
eλF

)
la transformée de Laplace de F . Appliquant l’inégalité de

Sobolev logarithmique à f2 = eλF et ceci pour tout λ > 0, on obtient

(7.18) λH ′(λ)−H(λ) log H(λ) 6 c
λ2

4

∫
eλF |∇F |2dµ 6 c

λ2

4
H(λ)

puisque
∣∣∣∇e

λ
2 F

∣∣∣
2

=
λ2

4
eλF |∇F |2 et |∇F | 6 1.

De plus, la transformée de Laplace H(λ) est strictement positive et l’inégalité (7.18)
n’est autre que

H ′(λ)
λH(λ)

− log H(λ)
λ2

6 c

4
.

En posant K(λ) = (1/λ) log H(λ) pour λ > 0, cela revient à dire que

K ′(λ) 6 c/4.

Un développement à l’ordre un nous assure de la convergence de K(λ) vers Eµ(F ),
quand λ tend vers 0. Finalement, comme K est continue sur [0, λ], dérivable sur ]0, λ[,

K(λ)−K(0) =
∫ λ

0

K ′(s)ds 6 (c/4)λ,

ce qui correspond à l’estimation sous-gaussienne de la transformée de Laplace

(7.19) H(λ) 6 eλEµ(F )+(c/4)λ2
.

L’inégalité de Markov permet aisément d’en déduire l’inégalité de déviation (7.16)
(voir pour cela le début de la preuve du théorème 7.3.1). L’extension à toutes les
fonctions lipschitziennes s’opère encore grâce au lemme 7.3.3.

Signalons que par une méthode similaire (basée elle aussi sur un contrôle de la trans-
formée de Laplace), on peut montrer (voir [AS94]) que l’inégalité de Poincaré
induit une concentration en e−r et l’intégrabilité exponentielle du module des fonc-
tions lipschitziennes. Latala et Oleszkiewicz ont récemment introduit des inéga-
lités permettant d’interpoler entre inégalités de Poincaré et de Sobolev logarith-
mique (voir [LO00]). Ces nouvelles inégalités conduisent à une concentration en e−rα

pour 1 6 α 6 2.
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7.4.2. Concentration pour les moyennes empiriques. — Nous pouvons main-
tenant terminer la discussion entamée dans la section 7.2.6 sur la signification du
terme concentration.

Soient µ une loi de probabilité sur Rn vérifiant une inégalité de Sobolev loga-
rithmique de constante c et (Xi)i∈N une suite de vecteurs aléatoires indépendants
identiquement distribués de loi µ. La propriété de concentration de µ implique une
concentration dynamique de la suite des mesures empiriques 1/N

∑N
i=1 δXi

autour de
µ, c’est-à-dire que, pour toute fonction f lipschitzienne sur Rn telle que ‖f‖Lip 6 1,

(7.20) P

(∣∣∣∣∣
1
N

N∑

i=1

f(Xi)−Eµ(f)

∣∣∣∣∣ > r

)
6 2 exp

(
−Nr2

4c

)
.

En effet, d’après le théorème 3.2.2, la loi de (X1, . . . , XN) vérifie encore une inégalité de
Sobolev logarithmique de constante c. De plus, la fonction FN

déf.= 1
N

∑
i6N f(xi) est

lipschitzienne de rapport 1/
√

N sur RnN . L’inégalité (7.20) découle alors de l’inégalité
de concentration (7.17) appliquée à

√
NFN .

Remarquons que Talagrand obtient dans [Tal96b] des résultats similaires uni-
formes sur une classe de fonctions qui s’avèrent d’un grand intérêt en statistique.

7.4.3. Extension au cadre discret. — L’argument de Herbst introduit au pa-
ragraphe 7.4.1 lorsque le gradient vérifie la propriété de dérivation

(7.21) ∇Φ(f) = Φ′(f)∇f

peut être légèrement adapté afin de couvrir le cadre des espaces discrets où (7.21) n’a
plus lieu. Nous nous intéressons ici au cube E = {−1, 1}n muni de la mesure produit
µ = β⊗n, où β désigne comme précédemment la mesure de Bernoulli uniforme sur
l’espace à deux points {−1, 1}, β = 1/2(δ−1 + δ1).

7.4.3.1. Inégalité de Sobolev logarithmique. — Sur {−1, 1}, l’opérateur L introduit
au paragraphe 2.2 engendre un semi-groupe de Markov de mesure réversible β.
Notant ∇f

déf.= f ◦ τ − f où τ(x) = −x, il est facile de voir que L(f) = 1/2∇f.
Sur E maintenant, la mesure µ est réversible pour le semi-groupe de générateur

L(f) = 1/2
n∑

i=1

∇if,

où ∇if
déf.= f ◦ τi − f avec τi(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xi−1,−xi, xi+1, . . . , xn). L’opéra-

teur carré du champ associé à ce générateur est

Γ(f) = 1/4
n∑

i=1

(∇if)2 déf.= 1/4 |∇f |2.

D’après le théorème 1.3.2 qui établit l’inégalité de Sobolev logarithmique pour β
et le corollaire 3.2.3 qui permet sa tensorisation, la mesure µ vérifie l’inégalité de
Sobolev logarithmique suivante : pour toute fonction f sur E,

(7.22) Entµ

(
f2

)
6 1/2Eµ

(
|∇f |2

)
= 2Eµ(Γ(f)).
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7.4.3.2. Argument de Herbst. — Bien que (7.21) ne soit pas vérifiée pour le gradient
discret, on peut, en appliquant l’inégalité de Sobolev logarithmique aux fonctions
exp

(
λ
2 f

)
, obtenir comme précédemment une inégalité différentielle sur la transformée

de Laplace d’une fonction f telle que ‖ |∇f | ‖∞ 6 1 . Cela repose sur le lemme
suivant :

Lemme 7.4.2. — Pour toute fonction f sur E,

(7.23) Eµ

(∣∣∣∇ef/2
∣∣∣
2
)

6 1/2
∥∥∥|∇f |2

∥∥∥
∞

Eµ

(
ef

)
.

Remarque 7.4.3. — On pourra trouver dans [Led99] une version de cette inégalité
dans le cadre plus vaste des formes de Dirichlet.

Le lemme précédent, dont nous verrons la démonstration plus loin, conduit facile-
ment à une inégalité de déviation :

Théorème 7.4.4. — Pour toute fonction f sur E telle que ‖ |∇f | ‖∞ 6 1 et tout
r > 0,

(7.24) µ(f −Eµ(f) > r) 6 e−r2
.

Preuve du théorème 7.4.4. — Conjuguant les inégalités (7.22) et (7.23), on obtient

(7.25) Entµ

(
ef

)
6 1/4

∥∥∥|∇f |2
∥∥∥
∞

Eµ

(
ef

)
.

Comme au paragraphe 7.4.1, cela conduit à l’estimation sous gaussienne de la trans-
formée de Laplace d’une fonction f centrée telle que ‖ |∇f | ‖∞ 6 1

Eµ

(
eλf

)
6 eλ2/4.

On conclut toujours grâce à l’inégalité de Markov.

Preuve du lemme 7.4.2. — Soit x ∈ E ; on a

∣∣∣∇ef/2
∣∣∣
2

(x) =
n∑

i=1

(
∇i ef/2

)2

(x) =
∑

y∈E
1Iy∼x

(
ef(y)/2 − ef(x)/2

)2

,

où y ∼ x signifie que x et y sont voisins, c’est-à-dire que toutes leurs coordonnées sauf
une sont égales. Par conséquent,

Eµ

(∣∣∣∇ef/2
∣∣∣
2
)

=
∑

x,y∈E
µ(x)1Iy∼x

(
ef(y)/2 − ef(x)/2

)2

= 2
∑

f(y)<f(x)

µ(x)1Iy∼x

(
ef(y)/2 − ef(x)/2

)2

.
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La dernière égalité a lieu puisque µ(x)1Iy∼x est symétrique en x et y. Maintenant,

Eµ

(∣∣∣∇ef/2
∣∣∣
2
)

6 1/2
∑

f(y)<f(x)

µ(x)1Iy∼x(f(y)− f(x))2ef(x)

6 1/2
∑

x∈E
µ(x)ef(x)


∑

y∈E
1Iy∼x(f(y)− f(x))2




6 1/2Eµ

(
|∇f |2ef

)
= 1/2Eµ

(
|∇f |2 ef

Eµ(ef )

)
Eµ

(
ef

)
.

Et il suffit pour conclure de remarquer que
∥∥∥|∇f |2

∥∥∥
∞

= sup
‖g‖161

Eµ

(
|∇f |2g

)
.

7.4.3.3. Inégalité de déviation pour les fonctions Hamming-lipschitziennes. — L’es-
pace E = {−1, 1}n peut être muni comme tout espace produit (fini) de la distance de
Hamming

d(x, y) = Card{i ∈ {1, . . . , n};xi 6= yi}.
Le théorème 7.4.4 permet d’obtenir facilement une inégalité de déviation par rapport
à la moyenne pour les fonctions lipschitziennes pour la distance de Hamming. Il suffit
pour cela de remarquer que, si ‖F‖Lip 6 1, alors |∇F |2 6 n. D’où la proposition
suivante :

Proposition 7.4.5. — Soit F une fonction lipschitzienne sur E muni de la distance
de Hamming telle que ‖F‖Lip 6 1; alors, pour tout r > 0,

(7.26) µ(F −Eµ(F ) > r) 6 e−r2/n.

Nous venons d’établir une inégalité de déviation pour les fonctions Hamming-
lipschitziennes pour l’espace produit E = {−1, 1}n à partir de l’inégalité de Sobolev
logarithmique sur {−1, 1}.

En fait, l’inégalité (7.26) peut être obtenue (à un facteur 2 près) sur un produit
fini quelconque

(7.27)

(
E =

n∏

i=1

Ei, µ = ⊗n
i=1µi

)
,

que les facteurs (Ei, µi) satisfassent à une inégalité de Sobolev logarithmique ou
non. La technique utilisée pour obtenir ce résultat est fortement similaire. Le rôle joué
précédemment par l’inégalité de Sobolev logarithmique est dans ce cadre accompli
par une autre inégalité qui, elle, a lieu sur tout espace produit : pour toute fonction
f sur E,

(7.28) Entµ

(
ef

)
6 1

2
Eµ

(
ef (df)2

)
.
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Ici, par définition, (df(x))2 =
∑n

i=1 (dif(x))2 avec

(dif(x))2 déf.=
∫

Ei

µi(dv)(f(x)− f(x.iv))2.

Pour x ∈ E et v ∈ Ei, on a noté x.iv
déf.= (x1, . . . , xi−1, v, xi+1, . . . , xn). Nous renvoyons

au chapitre 3 de [Led99] pour une preuve de (7.28). Cette inégalité donne lieu à une
inégalité analogue à (7.25)

Entµ

(
ef

)
6 1/2

∥∥∥(df)2
∥∥∥
∞

Eµ

(
ef

)
,

qui conduit de la même manière, lorsque ‖F‖Lip 6 1, à

(7.29) µ(F −Eµ(F ) > r) 6 e−r2/(2n).

Exemple 7.4.6. — L’exemple fondamental de fonction lipschitzienne pour la dis-
tance de Hamming est la fonction

F (x) =
n∑

i=1

fi(xi)

où supi ‖fi‖∞ < ∞. L’inégalité (7.29) permet donc d’obtenir des résultats similaires
à (7.20) pour une fonction f bornée.

7.5. L’argument de Herbst inverse

7.5.1. Théorème de Wang. — L’argument de Herbst nous assure que tout semi-
groupe de diffusion satisfaisant à une inégalité de Sobolev logarithmique vérifie une
propriété de concentration gaussienne, et donc que toutes les contractions (au sens
du carré du champ, c’est-à-dire telles que Γ(f) 6 1) sont de carré exponentiellement
intégrable. Nous nous attachons ici à une sorte de réciproque due à Wang (voir
[Wan97]) : si le semi-groupe est de courbure minorée, une intégrabilité exponentielle
assez forte du carré de la distance donne une inégalité de Sobolev logarithmique (et
donc une concentration gaussienne). La constante de Sobolev logarithmique obtenue
ne peut malheureusement pas être aisément explicitée. En outre, précisons que ce
critère ne fournit pas de contrôle de cette constante stable par rapport à la dimension.

Théorème 7.5.1 (Théorème de Wang). — Soit (M, g) une variété riemannien-
ne connexe et complète pour la distance riemannienne d définie par la longueur des
courbes. Soit Φ une fonction sur M de classe C2 telle que e−Φ soit intégrable par
rapport à la mesure riemannienne notée dx. On considère la mesure de probabilité

µ(dx) = Z−1
Φ e−Φ(x) dx

sur M . Nous supposerons ici que, pour un ρ ∈ R non forcément positif,

(7.30) Ric(M) +∇∇Φ > ρg. (condition de courbure minorée)

Si, de plus, pour ρ̃ = min (ρ, 0), il existe ε > 0 tel que

(7.31)
∫ ∫

e(−ρ̃+ε)d(x,y)2µ(dx)µ(dy) < ∞, (condition de Wang)
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Alors µ vérifie une inégalité de Sobolev logarithmique

(7.32) ∀ f ∈ C∞c (M) , Entµ(f2) 6 cEµ(|∇f |2).
Remarque 7.5.2. — La condition de Wang est vérifiée dès que, pour un point x0

de M , ∫
e−2(ρ̃−ε)d(x,x0)

2
µ(dx)

est fini.

Rappelons ici que le semi-groupe de diffusion (Pt)t>0 de générateur (sur les fonc-
tions C∞ à support compact sur M)

(7.33) L = ∆−∇Φ

admet µ comme mesure réversible. La condition (7.30) revient à dire que l’opérateur
L vérifie le critère de courbure (5.9).

Pour des raisons de simplicité, nous présenterons, au paragraphe 7.5.4, la preuve
de ce résultat lorsque M = Rn. La condition de courbure minorée se résume alors
simplement à

Hess Φ > ρId.

Les arguments sont aisément transposables au cadre général (on pourra se référer à
l’article de Wang précédemment cité).

Une extension intéressante du théorème 7.5.1 consiste à amoindrir la condition de
courbure minorée en une condition à l’infini. Remarquons en effet que la condition
de Wang (7.31) est invariante à une constante près par perturbation bornée, tout
comme l’inégalité de Sobolev logarithmique (voir le théorème 3.2.2). Cela permet
d’obtenir le corollaire suivant.

Corollaire 7.5.3. — Soient U une fonction bornée de Rn dans R et Φ une fonction
sur Rn de classe C2 telle que e−Φ soit intégrable par rapport à la mesure de Lebesgue
et, pour ρ ∈ R,

Hess Φ > ρId.

On considère la mesure µH(dx) = Z−1
H e−H(x)dx dont la phase H = Φ+U est obtenue

par perturbation bornée de Φ. Si, pour un ε assez petit, µH vérifie la condition de
Wang (7.31) pour la distance euclidienne, alors µH vérifie une inégalité de Sobolev
logarithmique.

7.5.2. Inégalité de type Harnack. — Lors de la preuve du théorème 7.5.1, Wang
a établi une inégalité de type Harnack pour la solution de l’équation de la chaleur
∂t = L, où L est l’opérateur défini en (7.33).

Lemme 7.5.4 (Lemme de Wang). — Sous les hypothèses du théorème 7.5.1, on
a, pour toute fonction f borélienne bornée sur M ,

(7.34) ∀x, y ∈ M , ∀ t > 0, (Ptf(x))2 6 Pt(f2)(y)eρ(e2ρt−1)−1
d(x,y)2 .
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Nous donnerons la preuve de ce résultat dans le cas M = Rn au paragraphe suivant.
Une inégalité de Harnack permet la comparaison des valeurs, en différents points,

de la solution d’une équation aux dérivées partielles. Le lemme 7.5.4 n’en exprime
qu’une version affaiblie, puisqu’on ne compare pas exactement les valeurs de Ptf .
Néanmoins, un trait remarquable de ce lemme est son indépendance vis-à-vis de la
dimension.

Le semi-groupe (Pt)t>0 étant une diffusion de courbure ρ, on a, d’après la remarque
5.4.6,

(7.35) |∇Ptf | 6 e−ρtPt|∇f |.
En appliquant le lemme précédent à la fonction |∇f | au lieu de f et en utilisant la
relation de commutation (7.35), on obtient aisément le corollaire suivant.

Corollaire 7.5.5. — Sous les hypothèses du théorème 7.5.1, pour toute fonction f
de classe C1 sur M de gradient borné et tous x et y dans M ,

(7.36) |∇(Ptf)|(x) 6 e−ρte1/2 ρ(e2ρt−1)−1
d(x,y)2

√
Pt

(
|∇f |2

)
(y).

Ce corollaire exprime un contrôle de la norme de Lipschitz de Ptf en fonction de
celle de f .

7.5.3. Preuve du lemme de Wang. — Rappelons que nous nous restreignons ici
au cas M = Rn. Dans ce cas, L = ∆−∇Φ · ∇, où ∆ est le laplacien usuel.

Soit f une fonction que l’on peut supposer C∞ à support compact. Nous avons
vu dans le chapitre 5 qu’à la base de l’utilisation du critère de courbure intervient le
calcul de la dérivée en s de ψ(s, x) = Ps

(
(Pt−sf)2

)
(x) (voir la proposition 5.4.1). On

a
∂

∂s
ψ(s, x) = 2Ps(Γ(Pt−sf))(x).

La fonction ψ(s, x) intervient dans la preuve de l’inégalité de Poincaré locale puisque
ψ(t, x) = Pt

(
f2

)
(x) et ψ(0, x) = (Ptf)2(x).

Ici, il s’agit de composer ψ(s, ·) par un chemin partant de x en 0 et atteignant y
en t. Soit h une paramétrisation C1 du segment [0, t], c’est-à-dire une fonction C1 de
[0, t] sur lui-même telle que h(0) = 0 et h(t) = t. Notons

τ(s) =
(

1− h(s)
t

)
x +

h(s)
t

y,

le chemin défini sur [0, t] parcourant le segment [x, y] à la vitesse h′(·)/t.

Remarque 7.5.6. — On pourrait considérer plus simplement le chemin parcourant
[x, y] à vitesse uniforme, mais nous verrons qu’une optimisation sur la paramétrisation
de [0, t] conduit à un meilleur contrôle.
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On note ϕ(s) = ψ(s, τ(s)). Il vient, notant 〈·, ·〉 le produit scalaire de Rn,

ϕ′(s) = 2Ps(Γ(Pt−sf))(τ(s)) +
〈
∇Ps

(
(Pt−sf)2

)
(τ(s)), τ ′(s)

〉

= 2Ps(Γ(Pt−sf))(τ(s)) + t−1h′(s)
〈
∇Ps

(
(Pt−sf)2

)
(τ(s)), y − x

〉

> 2Ps(Γ(Pt−sf))(τ(s))− t−1|h′(s)||x− y|
∣∣∣∇Ps

(
(Pt−sf)2

)
(τ(s))

∣∣∣.

Remarquons que Γ(f) = |∇f |2 et appliquons la relation de commutation (7.35) à
(Pt−sf)2. On obtient

∣∣∣∇Ps

(
(Pt−sf)2

)
(τ(s))

∣∣∣ 6 e−ρsPs

∣∣∣∇
[
(Pt−sf)2

]∣∣∣ = 2e−ρsPs(|Pt−sf ||∇Pt−sf |).

Vu que b2 − 2ab > −a2, il s’ensuit

ϕ′(s) > 2Ps

(
|∇Pt−sf |2 − t−1|h′(s)||x− y|e−ρs|Pt−sf ||∇Pt−sf |

)
(τ(s))

> − t−2

2
|x− y|2e−2ρs(h′(s))2ϕ(s).

Le lemme de Gronwall entrâıne alors la majoration

(Ptf(x))2 6
(
Pt(f2)

)
(y) exp

(
t−2

2
|x− y|2

∫ t

0

e−2ρs(h′(s))2ds

)
.

Il ne reste plus qu’à minimiser la fonctionnelle U(h) =
∫ t

0
G(s, h(s), h′(s))ds, où

G(s, x, y) = e−2ρsy2, sur l’ensemble des chemins h C1 tels que h(0) = 0 et h(t) = t.
La paramétrisation optimale est

h(s) = t
(
e2ρt − 1

)−1(
e2ρs − 1

)
.

On l’obtient par un calcul de variations élémentaire ou grâce à l’équation d’Euler-
Lagrange

d

ds

∂G

∂y
(s, h(s), h′(s)) =

∂G

∂x
(s, h(s), h′(s)),

associée aux conditions de bord. Le résultat en découle.

7.5.4. Preuve du théorème de Wang. — Comme au paragraphe précédent, nous
nous restreindrons pour la preuve au cas M = Rn. Avant toute chose, commençons
par simplifier le problème.

Remarque 7.5.7. — Nous pouvons nous restreindre au cas où la courbure ρ est
strictement négative. Seule la détermination de la constante c en sera affectée. En
effet, si ρ > 0, le critère de courbure est vérifié et assure l’existence d’une inégalité
de Sobolev logarithmique de constante 2/ρ sans aucune hypothèse d’intégrabilité
exponentielle (voir le théorème 5.4.7 et la discussion faisant suite à la définition 5.5.1).
Enfin, si les conditions de courbure minorée et de Wang sont satisfaites pour ρ = 0
et ε = η, elles le sont trivialement pour ρ = −η/2 et ε = η/2.
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7.5. L’ARGUMENT DE HERBST INVERSE 125

La preuve du théorème 7.5.1 se décompose en deux parties distinctes que nous
traiterons sous forme de paragraphes. Tout d’abord, nous établissons une inégalité
de Poincaré, puis, ceci étant acquis, nous en déduisons une inégalité de Sobolev
logarithmique via l’hypercontractivité du semi-groupe associé à la mesure.

7.5.4.1. Intégrabilité exponentielle et existence d’un trou spectral. — Nous nous atta-
chons dans un premier temps à déduire de la condition de Wang (7.31) une inégalité
de Poincaré.
Idée générale de la preuve :
Soit f une fonction C∞ à support compact que l’on peut supposer centrée. Nous devons
contrôler Varµ(f) = Eµ

(
f2

)
par l’énergie Eµ

(
|∇f |2

)
. Pour ce faire, considérons le

semi-groupe de diffusion (Pt)t>0 défini en (7.33). On se ramène à étudier Eµ

(
(Ptf)2

)

grâce au lemme suivant.

Lemme 7.5.8. — Soit f une fonction C∞ bornée. Pour tout t > 0,

(7.37) Eµ

(
f2

)
6 Eµ

(
(Ptf)2

)
+ 2tEµ

(
|∇f |2

)
.

Nous verrons un peu plus loin la preuve de ce lemme. Comme Eµ(f) = 0, la

variance Eµ

(
(Ptf)2

)
tend vers 0 quand t tend vers l’infini. C’est la condition de

Wang qui nous permettra de fixer une borne t pour laquelle Eµ

(
(Ptf)2

)
est contrôlé

par Eµ

(
|∇f |2

)
uniformément sur toutes les fonctions C∞ bornées. Cette dernière

étape constitue en fait le coeur de la preuve et nécessite une large utilisation de
méthodes de semi-groupes.

Preuve du lemme 7.5.8. — Posons

ϕ(t) déf.= Eµ

(
(Ptf)2

)
.

Il vient ϕ′(t) = 2Eµ(PtfLPtf) et

ϕ′′(t) = 2
[
Eµ

(
(LPtf)2

)
+ Eµ(PtfLL(Ptf))

]
= 4Eµ

(
(LPtf)2

)
> 0,

puisque le semi-groupe est réversible. Vu que

ϕ′(0) = 2Eµ(fLf) = −2Eµ(Γ(f)) = −2Eµ

(
|∇f |2

)
,

la formule de Taylor permet de conclure.

Preuve proprement d̂ıte :
Soit comme précédemment f une fonction C∞ à support compact de moyenne nulle.
Afin de contrôler la variance de Ptf , fixons dans un premier temps un point x ∈ Rn

et étudions |Ptf(x)|. Par invariance de la mesure,

|Ptf(x)| =
∣∣∣∣
∫

(Ptf(x)−Ptf(y))µ(dy)
∣∣∣∣ 6

∫
|Ptf(x)−Ptf(y)|µ(dy).

Or, |Ptf(x)−Ptf(y)| 6 |x− y||∇Ptf(z)| pour un z sur le segment [x, y].
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Le corollaire 7.5.5 permet alors d’éliminer l’inconnue z en fournissant un contrôle
de |∇Ptf(z)| dans lequel on majore la distance de y à z par celle séparant y de x. On
obtient ainsi

(Ptf(x))2 6
(∫

|x− y|e−ρte
1
2 ρ(e2ρt−1)−1|x−y|2

√
Pt(|∇f |2)(y)µ(dy)

)2

.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée à ce dernier terme conduit, aprés inté-
gration en x et utilisation de la propriété d’invariance, à la majoration

Varµ(Ptf) 6 e−2ρtEµ

(
|∇f |2

) ∫ ∫
|x− y|2eρ(e2ρt−1)−1|x−y|2µ(dx)µ(dy).

Puisque l’on a supposé ρ < 0, il vient ρ
(
e2ρt − 1

)−1
< −ρ + ε pour t assez grand, et

l’intégrale double ci-dessus est alors finie. Il est temps de faire appel au lemme 7.5.8
appliqué pour un tel t. On obtient

Varµ(f) 6
(

2t + e−2ρt

∫ ∫
|x− y|2eρ(e2ρt−1)−1|x−y|2µ(dx)µ(dy)

)
Eµ

(
|∇f |2

)
,

c’est-à-dire une inégalité de trou spectral pour la mesure µ.

7.5.4.2. Inégalité de Sobolev logarithmique. — Nous venons de montrer que la
condition de Wang entrâıne une inégalité de Poincaré. D’après le théorème 4.3.9,
cette inégalité permet de ® tendre Ż une inégalité de Sobolev logarithmique non
tendue (2.6.4). Notre objectif est donc de déduire de la condition de Wang une telle
inégalité. On peut alors utiliser le théorème 2.8.6 de Hoegh-Krohn et Simon : pour
obtenir une inégalité de Sobolev logarithmique non tendue, il suffit de s’assurer que
le semi-groupe réversible pour µ, engendré par L = ∆ −∇Φ · ∇, est hypercontractif
au sens affaibli, c’est-à-dire qu’il existe 1 < p < q < ∞ tels que ‖Pt‖p→q < ∞ pour
un certain t > 0. C’est ce que nous allons montrer maintenant.

L’argument est basé sur l’inégalité de Hölder. Soient 1 < θ < 2 et t > 0. Appli-
quant le lemme 7.5.4,

Eµ

(
|Ptf |2θ

)
= Eµ

(
|Ptf |θ

(
|Ptf |2

) θ
2
)

6
∫ ∫

|Ptf(x)|θe θ
2 ρ(e2ρt−1)−1|x−y|2(Pt

(
f2

)
(y)

) θ
2 µ(dx)µ(dy).

Détaillons l’inégalité de Hölder sur le produit µ⊗ µ(dx, dy)

‖hg‖1 6 ‖h‖u‖g‖v

pour v = 2/(2− θ), u = 2/θ. Les fonctions h et g sont données ici par

h(x, y) = |Ptf(x)|θ(Pt

(
f2

)
(y)

) θ
2

et

g(x, y) = e
θ
2 ρ(e2ρt−1)−1|x−y|2 .
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On a ‖g‖v = N
2−θ
2

θ,t , où

Nθ,t =
∫ ∫

e
θ

2−θ ρ(e2ρt−1)−1|x−y|2µ(dx)µ(dy).

Pour θ assez proche de 1 et t assez grand, la condition de Wang assure que Nθ,t est
fini. Fixons dorénavant t > 0 et θ > 1 vérifiant cette propriété. D’après l’inégalité de
Jensen sur les mesures Pt(·)(x),

‖h‖u,µ⊗µ =
(∫

(Ptf(x))2µ(dx)
) θ

2
(∫

Pt

(
f2

)
(y)µ(dy)

) θ
2

6
(∫

Pt

(
f2

)
(y)µ(dy)

)θ

= ‖f‖2θ
2,µ,

cette dernière égalité étant due à l’invariance de la mesure.
Finalement,

‖Ptf‖2θ
2θ,µ = Eµ

(
|Ptf |2θ

)
6 ‖hg‖1,µ⊗µ 6 N

2−θ
2

θ,t ‖f‖2θ
2,µ

et donc

(7.38) ‖Ptf‖2θ,µ 6 N
2−θ
4θ

θ,t ‖f‖2,µ.

Comme θ > 1, le semi-groupe est faiblement hypercontractif. Et ceci achève la preuve
d’après la discussion du début du paragraphe.

7.6. Notes

La propriété de concentration de la mesure intervient à l’heure actuelle dans de
nombreux domaines des probabilités et de l’analyse. Son importance a été révélée par
Milman dans la théorie locale des espaces de Banach (voir [Mil71, Mil92, MS86]).
Dans [Mil71], Milman donne une preuve nouvelle, fondée sur l’inégalité isopéri-
métrique des sphères et les inégalités de concentration qui en découlent, du théo-
rème de Dvoretzky. Cet important théorème établit le caractère presque ellip-
tique, en grande dimension, des sections euclidiennes d’un corps convexe [Dvo61].
Puis Gromov et Milman [GM83] ont utilisé la concentration pour déduire des ap-
plications topologiques d’inégalités isopérimétriques. Talagrand s’est plus récem-
ment attaché à l’étude d’inégalités de concentration pour des mesures produit (voir
[Tal88, Tal95, Tal96c]). Il en découle en particulier des estimations précises pour les
processus empiriques (voir [Tal96b]) utilisées par Birgé et Massart [BM98, BM97]
dans le traitement statistique de la sélection de modèles. Une autre approche du phé-
nomène de concentration de la mesure via des inégalités de transport [Mar96, Tal96a]
sera abordée dans le chapitre 8.

La discussion qui fait suite au lemme 7.2.6 établit l’équivalence aux constantes près
entre les inégalités de concentration autour d’une médiane et autour de la moyenne.
Cette équivalence est initialement mentionnée dans [MS86]. La notion de fonction de
concentration remonte également à ce livre.
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La méthode employée pour déduire une concentration gaussienne d’une inégalité
de Sobolev logarithmique (voir théorème 7.4.1) est originellement due à Herbst.
Elle est mentionnée pour la première fois dans [DS84] et a été réactualisée par Aida,
Masuda et Shigekawa dans [AMS94]. Depuis, de nombreux travaux, dont ceux de
Aida et Stroock [AS94], Bobkov et Götze [BG99], Gross et Rothaus [GR98], et
Ledoux [Led99] ont développé la méthode pour l’étendre à des cadres plus généraux.
En particulier, Ledoux [Led97] retrouve par cette méthode l’essentiel des résultats
de concentration pour les mesures produits de Talagrand.

Le lien entre inégalité de Poincaré et concentration en e−r remonte à Gromov
et Milman [GM83] et a été étudié depuis par différentes méthodes : en utilisant des
bornes sur les moments [AMS94] et parallèlement via une inégalité différentielle sur
la transformée de Laplace [Sch98].

L’inégalité de style Harnack du lemme 7.5.4 a été établie dans [Wan97]. Le théo-
rème de Wang remonte à cet article. D’autres travaux traitent de questions similaires.
Citons en particulier les résultats de Aida [Aid98] et, pour les mesures log-concaves
sur Rn, l’article de Bobkov [Bob97].

Signalons pour finir qu’un bon ouvrage de référence sur nombre de points abordés
ici est [Led99], notes d’un cours de Ledoux donné au ® Graduierten-kolleg Ż de Berlin.
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CHAPITRE 8

INÉGALITÉS DE SOBOLEV LOGARITHMIQUE ET DE
TRANSPORT

par Ivan Gentil

8.1. Introduction

Nous présentons ici une distance Tk, (k réel tel que k = 0 ou k > 1), sur un sous
ensemble des mesures de probabilité d’un espace métrique (E, d). Cette distance Tk est
un outil introduit par Kantorovich. Appelé distance de Kantorovich ou distance
de Wasserstein, cet outil est utilisé dans de nombreux domaines des mathématiques
comme la statistique, les probabilités ou les équations aux dérivées partielles.

Nous avons vu dans le chapitre 1 que les inégalités de Poincaré ou de Sobolev
logarithmique sont une majoration de la variance ou de l’entropie par l’énergie. Nous
définissons, de la même manière, des inégalités de transport Tk, par la majoration
de la distance Tk par la racine carrée de l’entropie. L’objectif de ce chapitre est de
montrer le lien étroit existant entre une inégalité de transport T2 et l’inégalité de
Sobolev logarithmique.

Dans une première partie, après avoir donné les définitions de la distance Tk, nous
énoncerons sans démonstration le théorème important de Kantorovich-Rubinstein
qui nous livre une définition équivalente de la distance Tk, plus utile dans certains cas.
Nous définissons ensuite les inégalités de transport Tk. Ces inégalités sont croissantes
en k, au sens où une inégalité de transport Tk implique une inégalité de transport Tk′ si
k > k′. Le théorème de Csiszár-Kullback assure que l’inégalité de transport la plus
faible, T0, est toujours vérifiée. Ce théorème est fréquemment utilisé, notamment, en
théorie cinétique des gaz, en statistique mais aussi pour la convergences de solutions
d’équations aux dérivées partielles. Nous verrons aussi une utilisation de ce théorème
dans le chapitre 9.

La seconde partie de ce chapitre montre le lien entre le phénomène de concentration
de la mesure étudié dans le chapitre 7 et l’inégalité de transport T1. Marton a
établi, de façon élégante, que l’inégalité de transport T1 implique un phénomène de
concentration gaussienne. Plus généralement, nous verrons que Bobkov et Götze ont
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montré qu’une inégalité de transport T1 est équivalente à une majoration gaussienne
de la transformée de Laplace.

La dernière partie du chapitre est consacrée à l’étude du lien entre l’inégalité de
transport T2 et l’inégalité de Sobolev logarithmique. Cette dernière apparâıt égale-
ment comme une condition suffisante de concentration gaussienne (voir le chapitre 7),
au même titre que l’inégalité de transport T1. De plus nous verrons que l’inégalité de
transport T2 se tensorise comme l’inégalité de Sobolev logarithmique (voir le cha-
pitre 3) alors que l’inégalité de transport T1, comme les inégalités de concentration
(voir le chapitre 7), ne se tensorise pas. La croissance des inégalités de transport mo-
tive donc une comparaison de l’inégalité de transport T2 et de l’inégalité de Sobolev
logarithmique. Dans ce cadre-là, on montre que l’inégalité de Sobolev logarithmique
implique l’inégalité de transport T2. La réciproque est également vraie sous certaines
contraintes de convexité sur la mesure. La démonstration de la réciproque nécessite
l’utilisation de l’important théorème de Brenier et McCann qui donne un sens
concret à la distance T2. Nous énoncerons, sans le démontrer, ce théorème dans le cas
qui nous sera utile.

8.2. Définitions

L’introduction des inégalités de transport fait appel à une famille de distances sur
un ensemble de mesures de probabilité, définies par Kantorovich. Ces distances
sont aussi appelée distance de Wasserstein.

Étant donné un espace métrique (E, d), muni d’une tribu F pour laquelle la distance
d est mesurable, notons P0 l’ensemble des mesures de probabilité sur (E,F). Pour
tout k > 0, définissons de plus le sous-ensemble Pk de P0 contenant les mesures de
probabilité µ qui admettent un moment d’ordre k, i.e. telles que pour tout y ∈ E,∫

d(x, y)kdµ(x) < ∞.

8.2.1. Distances sur l’ensemble des probabilités. —

Définition 8.2.1. — Soit µ et ν deux éléments de P0 et soit P (µ, ν) l’ensemble
des mesures de probabilité sur E × E admettant comme marges µ et ν, c’est-à-dire,
π ∈ P (µ, ν) si, pour toutes fonctions f et g mesurables bornées, on a

∫
(f(x) + g(y))dπ(x, y) =

∫
fdµ +

∫
gdν.

On définit d’une part l’application T0 sur P0 ×P0 par

T0(µ, ν) = inf
{∫

1Ix 6=y(x, y)dπ(x, y) ; π ∈ P (µ, ν)
}

.

Et d’autre part, pour k > 1 réel, si µ et ν sont deux éléments de Pk on définit
l’application Tk sur Pk × Pk par

Tk(µ, ν) =
(

inf
{∫

d(x, y)k

k
dπ(x, y) ; π ∈ P (µ, ν)

})1/k

.(8.1)
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Notons que la fonction Tk, pour k = 0 ou k > 1, est bien définie : étant données
deux mesures µ et ν dans Pk, l’ensemble P (µ, ν) est non vide car il contient la mesure
produit µ⊗ν. Nous verrons dans les notes que la fonction Tk mesure l’effort nécessaire
pour transporter un remblai sur un déblai.

Donnons ici la définition de la norme en variation totale d’une mesure que nous
utiliserons dans la proposition suivante. Si µ est une mesure de signe quelconque sur
l’espace mesuré (E,F) on pose alors

‖µ‖V T = sup
{∫

fdµ

}
,(8.2)

où le supremum est pris sur l’ensemble des fonctions f mesurables bornées par 1.
Voici maintenant quelques propriétés élémentaires, que nous ne démontrons pas

ici, de l’application Tk avec k = 0 ou k > 1.

Proposition 8.2.2. — Étant donné k = 0 ou k > 1, l’application Tk est une distance
sur l’ensemble Pk.

-Soit k > 1 et soit µ et ν dans Pk. On a :

Tk(µ, ν) =
(

inf
{
E

(
d(X, Y )k

k

)})1/k

,

où l’infimum est pris sur l’ensemble des variables aléatoires X et Y à valeurs dans E
admettant comme lois respectives µ et ν.

-Soit µ et ν deux mesures de probabilité, on a :

T0(µ, ν) = inf{P(X 6= Y )} =
1
2
‖µ− ν‖V T ,

où l’infimum est également pris sur l’ensemble des variables aléatoires X et Y à
valeurs dans E admettant comme lois respectives µ et ν et ‖·‖V T désigne la norme en
variation totale définie en (8.2).

Remarque 8.2.3. — L’application Tk peut-être définie pour k ∈]0, 1[ mais l’intérêt
est moindre car ce n’est plus une distance.

D’autre part on peut montrer, sous certaines hypothèses de régularité sur l’espace
(E, d), l’existence d’une mesure π réalisant l’infimum relatif à la distance Tk. Nous
donnerons, dans le théorème 8.4.7, un sens concret à une mesure π qui réalise l’infi-
mum. Ce théorème sera utile pour démontrer le théorème 8.4.6.

Le résultat suivant, dû à Kantorovich-Rubinstein (voir [KR58] ou [Kem83]),
établit une définition équivalente des distances Tk, pour k > 1, qui nous sera utile
dans la deuxième partie du chapitre. On pourra également consulter [Rac91], [Rac84]
ou [Dud89] pour une démonstration.

Nous supposerons désormais que (E, d) est un espace métrique séparable.

Théorème 8.2.4 (Kantorovich-Rubinstein). — Soit k > 1 et soit µ et ν deux
éléments de Pk. On a alors

Tk(µ, ν) =
(

sup
{∫

fdµ−
∫

gdν

})1/k

,
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le supremum est pris sur l’ensemble des fonctions f et g, lipschitziennes bornées, qui
vérifient f(x)− g(y) 6 1

k (d(x, y))k pour tout x, y ∈ E. De manière équivalente,

Tk(µ, ν) =
(

sup
{∫

Qgdµ−
∫

gdν

})1/k

,(8.3)

où le supremum est pris sur l’ensemble des fonctions g lipschitziennes bornées, avec
pour tout x ∈ E, Qg(x) = infy∈E

{
g(y) + d(x,y)k

k

}
. Pour k = 1, cette expression se

simplifie en

T1(µ, ν) = sup
{∫

fdµ−
∫

fdν

}
,

où le supremum est pris sur l’ensemble des fonctions f , lipschitziennes, telles que
‖f‖Lip 6 1 (voir la définition 7.2.4).

Pour démontrer le théorème 8.2.4, on se ramène, après plusieurs étapes, au cas où
l’espace E est un espace fini. Le cas fini se résout par le principe dual en programmation
linéaire (voir [BJS90]).

Pour illustrer les notions introduites nous nous penchons maintenant sur l’espace
à deux points où l’on peut calculer explicitement les distances Tk.

8.2.2. Exemple de l’espace à deux points. — Soit E = {0, 1} muni de sa
distance usuelle. Soit p ∈ [0, 1] et βp la mesure de Bernoulli de paramètre p (voir
la définition 1.1). La proposition suivante nous donne une expression exacte de la
distance Tk dans un tel cadre.

Proposition 8.2.5. — Pour toute fonction f , densité de probabilité par rapport à la
mesure βp, on a :

Tk(fdβp, dβp) =
(

p|f(0)− 1|
k

)1/k

pour k > 1 et

T0(fdβp, dβp) = p|f(0)− 1|.
Preuve. — Pour démontrer cette proposition, on détermine explicitement l’ensemble
des mesures π qui admettent comme marges βp et fdβp. On minimise ensuite sur cet
ensemble pour obtenir le résultat.

8.2.3. Inégalités de transport. — Une inégalité de transport Tk est une majora-
tion de la distance Tk par la racine carrée de l’entropie, comme nous allons la définir
maintenant.

Définition 8.2.6. — Soit µ ∈ Pk (k = 0 ou k > 1) et c > 0. On dit que µ vérifie
une inégalité de transport Tk de constante c, que l’on note Tk(c), si, pour toute densité
de probabilité f par rapport à la mesure µ, on a

Tk(fdµ, dµ) 6
√

c

∫
f log fdµ =

√
cEntµ(f).

Version post-publication réservée aux auteurs - Compilée le 27 septembre 2002. c© Société Mathématique de France.
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Remarquons que si k > 1 une mesure µ ∈ Pk vérifiant une inégalité de transport
Tk vérifie aussi une inégalité de transport Tk′ avec 1 6 k′ 6 k.

Le théorème suivant, dû à Csiszár et Kullback, (voir par exemple [Pin64]),
montre que l’inégalité de transport T0 est toujours vérifiée. Ce théorème est utilisé
dans de nombreux domaines mathématiques, nous verrons entre autre son utilisation
dans le chapitre 9.

Théorème 8.2.7 (Csiszár-Kullback). — Soit µ un élément de P0. On a, pour
toute densité de probabilité f par rapport à la mesure µ :

‖fdµ− dµ‖V T 6
√

2Entµ(f),

où ‖·‖V T désigne la norme en variation totale définie en (8.2).
De façon équivalente, soit µ et ν deux éléments de P0 on a, à l’aide de la défini-

tion 1.6,
‖µ− ν‖V T 6

√
2Ent(ν |µ).

Preuve. — La démonstration repose sur une inégalité astucieuse due à Pinsker :
pour tout u > 0,

3(u− 1)2 6 (2u + 4)(u log u− u + 1).(8.4)

Soit une densité de probabilité f par rapport à la mesure µ. L’utilisation de l’inégalité
précédente (8.4) et l’inégalité de Cauchy-Schwarz permet d’obtenir :

∫
|f − 1|dµ 6

∫ √
2f + 4

3

√
f log f − f + 1dµ

6
√∫

2f + 4
3

dµ

√∫
f log fdµ

6
√

2
∫

f log fdµ =
√

2Entµ(f).

Comme ‖fdµ− dµ‖V T =
∫ |f − 1|dµ, le résultat s’ensuit.

Reprenons l’exemple de l’espace à deux points où l’on peut calculer explicitement
les distances de transport. Nous verrons en particulier que l’inégalité de Csiszár-
Kullback est optimale pour la mesure de Bernoulli de paramètre 1/2.

Exemple 8.2.8. — Soit E = {0, 1}. Soit p ∈ [0, 1] et βp une mesure de Bernoulli
de paramètre p. Alors la mesure βp vérifie l’inégalité de transport T1, mais pas l’in-
égalité de transport T2.

Dans cet exemple particulier T1 = T0, et le théorème 8.2.7 assure par suite une
inégalité de transport T1 de constante 1/2. Un calcul, dû à Chafäı, nous montre que
la constante optimale pour p 6= q est égale à (q− p)/(log q− log p), qui vaut 1/2 pour
p = 1/2.

Montrons maintenant qu’il n’y a pas d’inégalité de transport T2. On cherche à
montrer que la constante est infinie. Considérons pour cela la suite de fonctions (fn)
définie par fn(0) = 1 − 1/n et fn(1) = (1− (1− 1/n)p)/q, où q = 1 − p. Cette suite
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(fn) est bien une suite de densités de probabilité par rapport à la mesure βp, et l’on
a, par un calcul direct,

(
T2(fndβp, dβp)√

Entβp(fn)

)2

=
p/2n

p(1− 1/n) log(1− 1/n) + (q + p/n) log(1 + p/nq)

=
pn

K + O(1/n)
−→

n→∞
∞

où K est une constante non nulle. Il en résulte qu’il n’y a pas d’inégalité de transport
T2.

8.3. Transport et concentration gaussienne

Dans le chapitre 7, il a été démontré dans le théorème 7.4.1 que toute mesure de
probabilité vérifiant l’inégalité de Sobolev logarithmique satisfait une propriété de
concentration gaussienne au sens de la définition 7.2.3. La méthode utilisée repose sur
l’argument de Herbst, qui stipule que l’inégalité de Sobolev logarithmique implique
une majoration gaussienne de la transformée de Laplace. Par l’inégalité de Markov-
Chebyshev cette majoration implique la propriété de concentration gaussienne. La
proposition et le théorème suivant expliquent le lien entre l’inégalité de transport T1, la
concentration gaussienne et la majoration gaussienne de la transformée de Laplace.

Voici un argument direct, dû à Marton (voir [Mar86], [Mar96] ou [Led99]), qui
montre qu’une mesure qui vérifie l’inégalité de transport T1 satisfait à la propriété de
concentration gaussienne (voir la définition 7.2.3).

Proposition 8.3.1 (Marton). — Soit µ une mesure de probabilité sur (E,F). Si
la mesure µ vérifie une inégalité de transport T1 alors µ vérifie une propriété de
concentration gaussienne.

Preuve. — Soit A, B ⊂ E de mesures non nulle. On a, par l’inégalité triangulaire,

T1(µA, µB) 6 T1(µA, µ) + T1(µB , µ),

où µA(·) = µ(·|A) et µB(·) = µ(·|B). Soit ϕA = 1IA/µ(A) et ϕB = 1IB/µ(B). L’inéga-
lité de transport T1 de constante c > 0 assure que

T1(µA, µB) 6
√

cEntµ(ϕA) +
√

cEntµ(ϕB)

=

√
c log

1
µ(A)

+

√
c log

1
µ(B)

.(8.5)

Choisissons A tel que µ(A) 6= 0 et B = (Ar)c = {x ∈ E|d(x,A) > r} avec µ(B) 6= 0.
D’après la définition de (Ar)c, les supports des mesures µA et µ(Ar)c sont distants de r.
Si π est une mesure sur E×E qui admet comme marges µA et µ(Ar)c alors son support
est inclus dans l’ensemble produit A× (Ar)c. Ceci implique que

∫
d(x, y)dπ(x, y) > r.

On obtient alors par définition de la distance T1

T1(µA, µ(Ar)c) > r.
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L’inégalité (8.5) devient alors :

r 6
√

c log
1

µ(A)
+

√
c log

1
µ((Ac)r)

.

Pour r >
√

c log 1
µ(A) , on en déduit après quelques calculs élémentaires,

µ((Ar)c) 6 exp


−1

c

(
r −

√
c log

1
µ(A)

)2

 .

Soit A inclus dans E tel que µ(A) > 1/2. On utilise le fait que µ(Ar) = 1− µ((Ar)c)
pour montrer que la mesure µ vérifie une propriété de concentration gaussienne ( voir
la définition 7.2.3).

Bobkov et Götze (voir [BG99]) ont montré que l’inégalité de transport T1 pour
une mesure µ de probabilité équivaut à une majoration gaussienne de la transformée
de Laplace. C’est ce que nous allons voir dans le prochain théorème.

Théorème 8.3.2 (Bobkov-Götze). — Soit (E, d) un espace métrique séparable,
soit µ ∈ P1 et soit c > 0. La mesure µ vérifie l’inégalité de transport T1(c) si et
seulement si, pour toute fonction ψ de E vérifiant ‖ψ‖Lip 6 1 et

∫
ψdµ = 0, et pour

tout t réel, on a ∫
etψdµ 6 ect2 .

Preuve. — Quitte à changer ψ en −ψ on peut se restreindre au cas où t > 0. La
formule variationnelle (1.4) de l’entropie donnée dans le paragraphe 1.2.2 s’écrit

Entµ(f) = sup
{∫

fgdµ, g vérifiant
∫

egdµ 6 1
}

.

Par suite l’inégalité, pour tout t > 0 et toute application ψ lipschitzienne vérifiant
‖ψ‖Lip 6 1 et

∫
ψdµ = 0, ∫

etψdµ 6 ect2

est équivalente à : ∫
(tψ − ct2)fdµ 6 Entµ(f) ,

pour toute fonction f mesurable positive de E. La réciproque s’obtient en appliquant
l’inégalité précédente à f = exp(tψ − ct2).

On peut alors supposer, par homogénéité, que f est une densité de probabilité par
rapport à µ. La fonction ψ étant de moyenne nulle, les inégalités∫

(tψ − ct2)fdµ 6 Entµ(f) ,

et ∫
(ψf − ψ)dµ 6 ct +

1
t

∫
f log fdµ

Version post-publication réservée aux auteurs - Compilée le 27 septembre 2002. c© Société Mathématique de France.
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sont équivalentes, pour tout t > 0. Minimisant en t le terme de droite de la deuxième
inégalité, on obtient :

∫
(ψf − ψ)dµ 6

√
c

∫
f log fdµ.

Ainsi, l’inégalité, pour toute fonction ψ vérifiant ||ψ||lip 6 1 et
∫

ψdµ = 0 et pour
tout t > 0, ∫

etψdµ 6 ect2

est équivalente à :
∫

(ψf − ψ)dµ 6
√

c

∫
f log fdµ,(8.6)

pour toute densité de probabilité f par rapport à µ. D’après le théorème 8.2.4 de
Kantorovich-Rubinstein, l’inégalité précédente (8.6) pour toute fonction ψ véri-
fiant ‖ψ‖lip 6 1 et

∫
ψdµ = 0 est équivalente à l’inégalité suivante

T1(fdµ, dµ) 6
√

cEntµ(f),

ce qui achève la démonstration du théorème.

8.4. Transport et inégalité de Sobolev logarithmique

On a vu, dans la partie précédente, que des liens étroits existaient entre l’inégalité
de transport T1 et la propriété de concentration gaussienne. Avant de voir le lien entre
les inégalités de Sobolev logarithmique et de transport nous allons voir les propriétés
de tensorisation des inégalités de transport.

D’après le chapitre 3, les inégalités de Poincaré et de Sobolev logarithmique
sont stables par tensorisation (voir les théorèmes 3.2.1 et 3.2.2). Nous présentons
dans la proposition suivante la propriété de tensorisation de l’inégalité de transport
T2.

Proposition 8.4.1 (Talagrand). — On se place sur Rn muni de la distance eucli-
dienne ‖·‖. Soit µ et ν deux mesures appartenant à P2. On suppose que µ (resp. ν)
satisfait une inégalité de transport T2(c) (resp. T2(c′)) avec c > 0 (resp. c′ > 0).

Alors la mesure produit µ ⊗ ν satisfait l’inégalité de transport T2 de constante
c̃ = max(c, c′).

Preuve. — Pour démontrer ce résultat Talagrand utilise, comme dans la démons-
tration du théorème 3.2.2, la tensorisation de l’entropie (proposition 1.4.1) pour déve-
lopper le terme de droite de l’inégalité. Pour tensoriser la distance T2 on utilise le fait
que ‖·‖2 se décompose en une somme de distances au carré sur les espaces produits.
On pourra voir [Tal96a] pour avoir plus de détails sur cette démonstration.

Nous donnerons, dans la remarque 8.4.4, une autre démonstration, due à Ledoux,
de cette proposition. Cette nouvelle démonstration est basée sur le lemme 8.4.3.
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Le cas de l’inégalité de transport T1 est par contre plus compliqué. D’après le théo-
rème 8.3.2 l’inégalité de transport T1 est équivalente à une propriété de concentration
gaussienne qui ne se tensorise pas d’après l’introduction du chapitre 7.

En effet si µ (resp. ν) satisfait à une inégalité de transport T1 de constante c (resp.
c′) alors il est facile de montrer, en utilisant la même méthode que dans la démonstra-
tion précédente, que la mesure produit µ⊗ν satisfait à une inégalité de transport T1 de
constante 2max(c, c′). Le coefficient 2 provient du fait que l’on tensorise deux mesures
µ et ν. De plus on peut montrer que la constante obtenue est la meilleure que l’on
puisse espérer dans le cas de deux mesures quelconques. Ceci montre la dépendance
par rapport à la dimension de l’inégalité de transport T1.

La mesure gaussienne vérifie d’une part l’inégalité de Sobolev logarithmique (voir
le théorème 1.5.2) et d’autre part une inégalité de transport T2 comme l’a montré Ta-
lagrand, dans [Tal96a]. Par ailleurs, les théorèmes 7.4.1 et 8.3.2 spécifient qu’une
mesure satisfaisant une de ces deux inégalités vérifie une propriété de concentration
gaussienne et de plus l’inégalité de transport T2 se tensorise au même titre que l’in-
égalité de Sobolev logarithmique.

A la suite de ces observations Otto et Villani ont montré (voir [OV00]) que ces
deux inégalités sont très fortement liées en un sens expliqué dans les deux théorèmes
suivants.

On se placera, dans la suite, sur Rn muni de la distance (ou norme) euclidienne et
de la tribu des boréliens. Notons toutefois que le théorème suivant est encore vérifié
dans un cadre plus général où l’espace E est une variété riemannienne, (voir [OV00]
ou [BGL00]).

Théorème 8.4.2 (Otto-Villani). — Soit Φ une application de Rn dans R telle que
e−Φ soit intégrable. Soit la mesure de probabilité µ définie par

µ(dx) = Z−1e−Φdx,(8.7)

où Z =
∫

e−Φdx. On suppose que µ vérifie une inégalité de Sobolev logarithmique
de constante 2c, c’est-à-dire que pour toute application f de classe C1,

Entµ

(
f2

)
6 2cEµ

(|∇f |2) .

Alors µ satisfait une inégalité de transport T2 de constante c.

La démonstration du théorème, tirée de [BGL00], utilise une méthode analogue à
l’argument de Herbst (voir le théorème 7.4.1).

Le lemme suivant, dû à Bobkov et Götze, fournit une définition équivalente et
utile de l’inégalité de transport T2. C’est une formulation analogue à celle équivalente
au transport T1 décrite dans le théorème 8.3.2.

Lemme 8.4.3. — Une mesure de probabilité µ vérifie une inégalité de transport T2

de constante c > 0, si et seulement si, pour toute application g lipschitzienne bornée,
on a

∫
e

1
c Qgdµ 6 exp

(
1
c

∫
gdµ

)
,(8.8)

Version post-publication réservée aux auteurs - Compilée le 27 septembre 2002. c© Société Mathématique de France.
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où Qg(x) = infy∈Rn

{
g(y) +

||x− y||2
2

}
.

Preuve du lemme 8.4.3. — Supposons que la mesure µ satisfasse une inégalité de
transport T2 de constante c. Alors pour toute densité de probabilité f par rapport à
µ, on a

1
c
T 2

2 (fdµ, dµ) 6 Entµ(f) .

Soit g une fonction lipschitzienne bornée. Le théorème 8.2.4 assure que pour toute
densité de probabilité f , par rapport à µ,

∫
1
c
Qgfdµ−

∫
1
c
gdµ 6 Entµ(f) ,

d’où
∫

1
c

(
Qg −

∫
gdµ

)
fdµ 6 Entµ(f) .

En appliquant cette inégalité à

f =
exp

(
1
c

(
Qg − ∫

gdµ
))

∫
exp

(
1
c

(
Qg − ∫

gdµ
))

(la fonction exp
(

1
c

(
Qg − ∫

gdµ
))

est intégrable car g et Qg sont bornées), on obtient

alors, après simplification, l’inégalité log x 6 0 où x =
∫

e
1
c Qg−exp( 1

c

R
gdµ)dµ. Ce qui

donne l’équation recherchée (8.8).
Réciproquement, si µ vérifie l’inégalité (8.8), on a alors, pour toute fonction g

lipschitzienne bornée,
∫

e
1
c (Qg−R gdµ) 6 1.

D’après la formulation variationnelle de l’entropie de f , densité de probabilité par
rapport à µ, on obtient

∫
1
c

(
Qg −

∫
gdµ

)
fdµ 6 Entµ(f) .

L’utilisation du théorème 8.2.4 permet enfin de retrouver l’inégalité de transport T2,
de constante c.

Cette nouvelle formulation simplifie l’inégalité de transport T2 et s’avère utile
dans la démonstration du théorème présenté ci-dessus. Avant de démontrer le théo-
rème 8.4.2 nous allons, dans la remarque suivante, démontrer explicitement la propo-
sition 8.4.1 de tensorisation à l’aide du lemme précédent.

Remarque 8.4.4. — D’après le lemme 8.4.3, pour démontrer la proposition 8.4.1,
il suffit de montrer que l’on a :

∫
e

1
c̃ QF dµ⊗ ν 6 exp

(
1
c̃

∫
Fdµ⊗ ν

)
,(8.9)
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pour toute application F de Rn×Rn dans R, lipschitzienne bornée. Soit F de Rn×Rn

dans R, lipschitzienne bornée, posons pour tout x, y ∈ Rn :

Fy(x) = inf
y′∈Rn

{
F (x, y′) +

1
2
‖y − y′‖2

}
.

On a alors, pour tout x, y ∈ Rn, QF (x, y) = QFy(x), où l’opérateur Q agit ici sur
les fonctions soit de Rn dans R soit de Rn × Rn dans R. Par l’utilisation de l’égalité
précédente, du théorème de Fubini et de l’inégalité de transport T2(c̃) appliquée à la
mesure µ, on obtient :∫

e
1
c̃ QF (x,y)dµ⊗ ν(x, y) =

∫
exp

(
1
c̃
QFy(x)

)
dµ⊗ ν(x, y)

=
∫ (∫

exp
(

1
c̃
QFy(x)

)
dµ(x)

)
dν(y)

6
∫

exp
(

1
c̃

∫
Fy(x)dµ(x)

)
dν(y).(8.10)

De plus, on a de façon évidente :∫
Fy(x)dµ(x) 6 inf

y′∈Rn

{∫
F (x, y′)dµ(x) +

1
2
‖y − y′‖2

}

= Q

(∫
F (x, ·)dµ(x)

)
(y).(8.11)

En utilisant l’équation (8.11), on obtient alors grâce à l’inégalité de transport T2(c̃)
appliquée à la mesure ν et à l’utilisation du théorème de Fubini :∫

exp
(

1
c̃

∫
Fy(x)dµ(x)

)
dν(y) 6

∫
exp

(
1
c̃
Q

(∫
F (x, ·)dµ(x)

)
(y)

)
dν(y)

6 exp
(

1
c̃

∫ ∫
F (x, y)dµ(x)dν(y)

)

= exp
(

1
c̃

∫
Fdµ⊗ ν

)
.(8.12)

Pour conclure, il suffit d’appliquer la majoration (8.12) à l’inégalité (8.10) pour obtenir
l’inéquation (8.9).

Montrons maintenant le théorème 8.4.2.

Preuve du théorème 8.4.2. — D’après le lemme 8.4.3, il suffit de montrer que pour
toute fonction g lipschitzienne bornée, l’inégalité∫

e
1
c Qgdµ 6 exp

(
1
c

∫
gdµ

)
,(8.13)

est vérifiée.
Considérons donc g une fonction lipschitzienne bornée. Posons, pour λ ∈ [0, 1],

H(λ) =
∫

e
1
c Q(λg)dµ. Par analogie avec l’argument de Herbst, l’objectif est de trou-

ver une équation différentielle vérifiée par H. Pour cela nous allons utiliser les équa-
tions de Hamilton-Jacobi pour dériver la fonction λ 7→ Q(λg).
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La fonction ϕ définie par ϕ(x, λ) = Q(λg)(x)/λ est dérivable par rapport à λ
dans l’intervalle [0, 1], (voir par exemple les livres de Evans ou de Barles, [Eva98]
et [Bar94]), et vérifie, pour presque-tout x ∈ Rn et pour λ ∈ [0, 1], l’équation de
Hamilton-Jacobi suivante :{

∂ϕ

∂λ
(x, λ) +

1
2
|∇ϕ(x, λ)|2 = 0

ϕ(x, 0) = g(x).
(8.14)

On obtient par suite

Q(λg)(x) = λ
∂

∂λ
Q(λg)(x) +

1
2
|∇Q(λg)(x)|2.(8.15)

Appliquée à la fonction H, l’équation (8.15) nous donne, après application du théo-
rème de dérivation sous le signe intégrale, pour tout λ ∈ [0, 1],

λH ′(λ) =
1
c

∫
Q(λg)e

1
c Q(λg)dµ− 1

2c

∫
|∇Q(λg)|2e 1

c Q(λg)dµ.(8.16)

L’inégalité de Sobolev logarithmique, de constante 2c, pour la mesure µ et appliquée
à la fonction f2 = exp

(
1
cQ(λg)

)
, implique l’inégalité différentielle suivante, pour

λ ∈ [0, 1] :

λH ′(λ) 6 H(λ) log H(λ).

De façon analogue au théorème 7.4.1, on obtient l’inégalité suivante

d
dλ

(
log H(λ)

λ

)
6 0.(8.17)

D’après l’équation différentielle vérifiée par ϕ, on obtient que Q(λg)/λ|λ=0 = g et
|∇Q(λg)|2/λ|λ=0 = 0. On applique alors l’équation (8.16) avec λ = 0 pour obtenir
que H ′(0) = 1

c

∫
gdµ. L’intégration de l’inégalité (8.17) donne alors

∫
e

1
c Qgdµ 6 exp

(
1
c

∫
gdµ

)
,

ce qui achève la démonstration du théorème.

Dans le théorème précédent nous avons montré que l’inégalité de Sobolev loga-
rithmique implique l’inégalité de transport T2. Puisque l’inégalité de Sobolev loga-
rithmique est plus forte que l’inégalité de Poincaré (voir le paragraphe 1.2.6), il est
légitime de voir si l’inégalité de transport T2 implique l’inégalité de Poincaré. C’est
ce que nous allons voir dans la proposition suivantes.

Proposition 8.4.5. — Soit µ la mesure définie par l’équation (8.7). Supposons que
µ satisfait une inégalité de transport T2 de constante c, alors la mesure µ vérifie
l’inégalité de Poincaré suivante

Varµ(f) 6 c

∫
|∇f |2dµ,(8.18)

pour toute f de classe C1 à support compact.
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Preuve. — Puisque la mesure µ satisfait l’inégalité de transport T2(c), d’après le
lemme 8.4.3, l’équation (8.8) est vérifiée pour toute fonction g lipschitzienne bornée.

Comme dans la démonstration précédente on remplace la fonction g par λg, où
λ est un paramètre strictement positif. Au lieu d’utiliser l’argument de Herbst on
effectue, à l’aide de l’équation de Hamilton-Jacobi (8.14), un développement limité
à l’ordre 2 pour λ petit. On retrouve alors, après simplification, l’inégalité (8.18), ce
qui démontre la proposition.

Voyons maintenant, dans le théorème suivant, une réciproque au théorème 8.4.2.

Théorème 8.4.6 (Otto-Villani). — Soit Φ une application de Rn dans R, de classe
C2 telle que e−Φ soit intégrable. On suppose que l’application Φ est convexe. Soit la
mesure de probabilité µ définie par µ(dx) = Z−1e−Φdx où Z =

∫
e−Φdx. Nous sup-

poserons que µ appartient à l’ensemble P2.
On suppose que µ vérifie une inégalité de transport T2 de constante c, alors elle

satisfait une inégalité de Sobolev logarithmique de constante 8c.

La démonstration de ce théorème fait appel à une méthode due à Otto et Vil-
lani et simplifiée par Cordero-Erausquin. Cette méthode utilise le théorème de
Brenier-McCann qui donne un sens concret à la distance T2. Nous l’exposons ici
dans le cas simple que nous utiliserons.

Théorème 8.4.7 (Brenier-McCann). — Soit Φ une application de Rn dans R
telle que e−Φ soit intégrable. On suppose que la mesure µ définie par µ(dx) = e−Φ/Zdx
(où Z =

∫
e−Φdx) est un élément de P2. Soit f une densité de probabilité par rapport

à la mesure µ telle que fdµ soit dans P2.
Alors il existe une unique fonction convexe ϕ telle que, d’une part, la mesure image

de la mesure fdµ par la fonction ∇ϕ soit la mesure dµ, ce qui s’écrit,
∫

F (∇ϕ)fdµ =
∫

Fdµ,(8.19)

pour toute fonction F mesurable bornée, et d’autre part, la fonction ∇ϕ réalise le
transport T2 entre les deux mesures fdµ et dµ ce qui s’écrit,

T2(fdµ, dµ) =

√∫ |x−∇ϕ(x)|2
2

f(x)dµ(x).

La remarque suivante décrit l’équation que vérifient ϕ et Φ dans le cas favorable.

Remarque 8.4.8. — On se place dans le cadre du théorème précédent. Si la fonction
ϕ est de classe C2 et si le changement de variables x = ∇ϕ(y) est valable, alors
l’équation (8.19) s’écrit

f(x)e−Φ(x) = |det (Hess(ϕ)(x)) |e−Φ(∇ϕ(x)),(8.20)

pour tout x ∈ Rn. Cette équation est appelée l’équation de Monge-Ampère.
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Preuve du théorème 8.4.6. — Pour démontrer le théorème, il suffit de démontrer que
la mesure de probabilité µ vérifie pour toute densité de probabilité f , de classe C1,
l’inégalité de Otto-Villani suivante :

Entµ(f) 6
√

2T2(fdµ, dµ)

√∫ |∇f |2
f

dµ.(8.21)

En effet, si l’on suppose que µ vérifie l’inégalité de transport T2(c), l’équation précé-
dente devient

Entµ(f) 6 2c

∫ |∇f |2
f

dµ.

On remplace alors f par g2 pour retrouver l’inégalité de Sobolev logarithmique de
constante 8c.

Soit f une densité de probabilité par rapport à la mesure µ, de classe C1. Cherchons
à démontrer l’inégalité (8.21). D’après le théorème 8.4.7 de Brenier-McCann, il
existe une fonction ϕ qui réalise le transport T2 entre la mesure µ et la mesure fdµ,
c’est à dire,

T 2
2 (fdµ, dµ) =

∫ |x−∇ϕ(x)|2
2

f(x)dµ.(8.22)

Les travaux de Caffarelli ([Caf96a] et [Caf96b]) montrent que si la fonction f est
d’une part de classe C1 et d’autre part strictement positive sur Rn, alors la fonction
ϕ est de classe C2 et le changement de variable x = ∇ϕ(y) est licite. En utilisant les
méthodes de Otto et Villani (voir [OV00]), on montre que l’on peut se restreindre
au cas où la fonction f est de classe C1 et strictement positive sur Rn.

La remarque 8.4.8 conduit alors à l’équation (8.20) de Monge-Ampère avec, pour
tout x ∈ Rn, et pour Θ(x) = ϕ(x)− 1

2 |x|2,
f(x)e−Φ(x) = |det (In + Hess(Θ)(x)) |e−Φ(x+∇Θ(x)).

En prenant le logarithme, on obtient

log f(x) = Φ(x)− Φ(x +∇Θ(x)) + log |det (In + Hess(Θ)(x)) |
6 Φ(x)− Φ(x +∇Θ(x)) + ∆Θ(x),(8.23)

l’inégalité (8.23) étant due au fait que pour toute matrice A, de taille n×n, symétrique
réelle, on a log |det(In + A)| 6 Tr(A). Pour démontrer cette dernière inégalité il suffit
de diagonaliser la matrice A et d’utiliser le fait que log(1 + x) 6 x si x > −1. Dans
notre cas, puisque la fonction ϕ est convexe, les valeurs propres de la matrice Hess(Θ)
sont supérieures à −1.

La convexité de la fonction Φ implique de plus que pour tout x :

Φ(x)− Φ(x +∇Θ(x)) 6 −∇Φ(x) · ∇Θ(x).(8.24)

Soit L = ∆ −∇Φ · ∇, le générateur infinitésimal (voir la définition 2.4.1) qui admet
µ comme mesure symétrique (voir le paragraphe 5.3.1). Les équations (8.23) et (8.24)
impliquent alors pour tout x :

log f(x) 6 LΘ(x).
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Après multiplication par f et intégration par rapport à la mesure µ, on obtient alors,
∫

f log fdµ 6
∫

fLΘdµ = −
∫
∇Θ · ∇fdµ,

par intégration par parties (voir l’exemple fondamental 5.3.1 du chapitre 5). L’inégalité
de Cauchy-Schwarz, et l’utilisation de l’égalité (8.22) nous donnent finalement

Entµ(f) 6
√∫

|∇Θ|2fdµ

∫ |∇f |2
f

dµ

=
√

2T2(fdµ, dµ)

√∫ |∇f |2
f

dµ,

ce qui achève la démonstration du théorème.

Remarque 8.4.9. — Plus généralement, en gardant les mêmes notations que dans
le théorème 8.4.6, Otto et Villani ont montré dans [OV00], que si l’application Φ
vérifie Hess(Φ) > KIn avec K ∈ R, alors inégalité de transport T2(c) (avec c assez
petit) implique une inégalité de Sobolev logarithmique. Le lien avec les constantes
des deux inégalités devient alors plus compliqué, il dépend de la constante K.

En revanche, l’équivalence de ces deux inégalités, dans le cas général, est encore un
problème ouvert.

8.5. Notes

En 1781, Monge (voir [Mon81]) explique le problème concret de déplacer un rem-
blai sur un déblai avec un coût minimum. On transporte chaque particule de terre
et il faut, au total, avoir effectué le moins d’effort possible, le coût étant le prix à
payer pour déplacer une particule d’un point à un autre. Ce problème, sous une forme
relaxé, est repris par la suite par Kantorovich. La distance Tk introduite dans la
première partie du chapitre représente le prix à payer pour déplacer une distribution
(mesure de probabilité) sur une autre distribution. Les deux distributions représentant
le remblai et le déblai. La fonction d(·, ·)k représente quant à elle le coût du transport
des particules d’un point à un autre.

La distance Tk est un outil très utilisé en mathématique. On pourra consulter les
ouvrages de Rachev et Ruschendorf, dans [Rac84], [Rac91], [RR98b] et [RR98a]
pour une étude détaillée de la distance Tk. Pour l’utilisation de cette distance on peut
notamment citer les travaux de Sznitman, voir [Szn91], sur l’existence de solutions
d’équations différentielles stochastiques non linéaires. Il utilise cette distance dans
le théorème du point fixe. On retrouve aussi cette distance dans des théorèmes de
convergence de processus.

Les études effectuées sur l’équation de Monge-Ampère (voir la remarque 8.4.8)
et sur la mesure réalisant l’infimum relatif à la distance Tk sont nombreuses. Suda-
kov a montré, sous quelques hypothèses de régularité sur l’espace (E, d), l’existence
d’une mesure π réalisant l’infimum (voir [Sud79] pour une première démonstration et
[Rac84] ou [Rac91] pour des livres de synthèse). Il utilise pour cela un argument de
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compacité. Une première étude sur cette mesure π a été menée en dimension 2 par
Knott et Smith en 1984 dans [KS84]. Une expression concrète de cette mesure a
ensuite été obtenue par Brenier et McCann dans le cadre des équations aux déri-
vées partielles (voir [Bre91], [McC95] et [GM96]). Les progrès réalisés dans les trois
articles précédents portent sur l’extension du cadre où le théorème s’applique. Et on
retrouve dans le cas favorable du changement de variables, le lien entre l’équation de
Monge-Ampère et la mesure π réalisant l’infimum.

Les inégalités de transport ont des origines variées. L’inégalité de transport T0, ou
théorème de Csiszár-Kullback, n’est pas récente (voir [Pin64]). Cette inégalité est
très fréquemment utilisée, on la retrouve autant en statistique qu’en probabilités. On
pourra citer les travaux de Desvillettes et Villani en théorie cinétique des gaz
(voir par exemple [DV00b] et [DV00a]). Elle sera aussi utilisée dans le chapitre 9 dans
le cas des inégalités de Sobolev logarithmique pour des marches aléatoires finies.

En revanche, les inégalités de transport T1 et T2 sont plus récentes. Plus précisé-
ment, le lien entre l’inégalité de transport T1 et le phénomène de concentration date
de 1986 avec les articles de Marton (voir [Mar86] et [Mar96]). Bobkov et Götze
ont ensuite précisé ce lien (voir [BG99]). Talagrand est, quant à lui, le premier (voir
[Tal96a]) à établir l’inégalité de transport T2 pour la mesure gaussienne.
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CHAPITRE 9

INÉGALITÉ DE SOBOLEV LOGARITHMIQUE POUR
LES CHAÎNES DE MARKOV FINIES

par Sébastien Blachère

9.1. Introduction

Le but de ce chapitre est de contrôler la vitesse de convergence du noyau de tran-
sition d’une châıne de Markov vers sa mesure d’équilibre, dans un premier temps
grâce au trou spectral, puis à l’aide de la constante de Sobolev logarithmique. Ce
chapitre suit de près l’article de Diaconis et Saloff-Coste [DSC96a].

Nous illustrerons notre étude par des exemples où le trou spectral et la constante
de Sobolev logarithmique peuvent être estimés, voire calculés. Enfin, nous donne-
rons des références sur les extensions possibles des résultats présentés, dans le cas où
l’espace d’état est dénombrable ou ® continu Ż.

On considère une châıne de Markov (Xn) sur un espace d’état fini E, c’est-à-dire
une suite de variables aléatoires telles que, à tout instant n + 1, la loi de l’état Xn+1

ne dépend de l’® histoire Ż du système que par l’état Xn. Ceci s’écrit, en terme de
probabilités conditionnelles,

P{Xn+1 = x|X0 = x0, ..., Xn = xn} = P{Xn+1 = x|Xn = xn},
pour tout entier n et tous x0, ..., xn, x dans E. La châıne est donc déterminée par une
fonction K : E× E→ [0, 1] définie par

K(x, y) déf.= P{Xn+1 = y|Xn = x}.
Ainsi, K(x, y) représente la probabilité de passer de x à y en un ® coup Ż. La fonction
K est appelée noyau de transition de la châıne de Markov. Ce noyau est markovien,
i.e.

∀x ∈ E,
∑

y∈E
K(x, y) = 1.

Le noyau itéré Kn(x, y) est la probabilité de passer de x à y en n ® coups Ż :

Kn(x, y) déf.= P{Xr+n = y|Xr = x}.



146 CHAPITRE 9. SOBOLEV LOGARITHMIQUE ET CHAÎNES DE MARKOV FINIES

Ce noyau itéré Kn peut également être défini par récurrence comme le produit de
convolution (discret) de Kn−1 par K. On note K1 = K, puis,

∀x, y ∈ E, Kn(x, y) déf.=
∑

z∈E
Kn−1(x, z)K(z, y).

À x fixé, nous définissons Kx
n(·) déf.= Kn(x, ·). Ainsi Kx

n est une mesure de probabilité
sur E. Une mesure de probabilité µ est dite invariante (ou stationnaire) pour K, si
elle vérifie

∀y ∈ E,
∑

x∈E
µ(x)K(x, y) = µ(y).

Dans la suite, nous nous placerons sous des hypothèses telles qu’il existe une unique
mesure invariante µ.

9.2. Généralités

Définition 9.2.1. — Une châıne de Markov sur E est dite irréductible si

∀x, y ∈ E, ∃n, Kn(x, y) > 0.

Cela signifie que tout point est accessible depuis tout autre point.

Définition 9.2.2. — Une châıne de Markov sur E est dite apériodique si

∀x ∈ E, pgcd{n : Kn(x, x) > 0} = 1.

Dans tout le chapitre, nous supposerons, sans le rappeler, que la châıne de Markov
est irréductible et apériodique, ce qui est équivalent à :

(9.1) ∃n,∀x, y ∈ E, Kn(x, y) > 0.

Sous l’hypothèse d’irréductibilité, la mesure invariante µ existe et est unique (théorème
de Perron-Frobenius [KS60, Th. 4.1.6]). De plus, toujours par irréductibilité, cette
mesure µ charge tous les points de E, i.e.

∀x ∈ E, µ(x) > 0.

Nous notons, à présent, (K, µ) une châıne de Markov sur E, irréductible et apério-
dique, de noyau de transition K et de mesure invariante µ.

Définition 9.2.3. — Une châıne de Markov (K,µ) sur E est dite réversible si

∀x, y ∈ E, µ(x)K(x, y) = µ(y)K(y, x).

Dorénavant, les normes, espérances, moyennes, etc, seront prises par rapport à cette
mesure. De plus, les espaces lp(µ) (p > 1) sont définis comme l’ensemble des fonctions
f : E→ R, muni de la norme suivante :

‖f‖p
p =

∑

x∈E
|f |p(x)µ(x).
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On peut considérer les Kn comme des opérateurs dans lp(µ). En effet, si f est une
fonction sur E, alors

Kn(f)(x) déf.=
∑

y∈E
Kn(x, y)f(y).

Alors nous avons Kn = Kn
1 . Comme le noyau est markovien, on constate que Kn1I = 1I.

Ainsi 1 est toujours valeur propre de K.
De même, on peut définir l’espérance comme :

Eµ(f) déf.=
∑

y∈E
f(y)µ(y).

On définit la norme de K comme opérateur de lp(µ) dans lq(µ) par

‖K‖p→q
déf.= max

‖f‖p61
‖K(f)‖q.

Par l’inégalité de Jensen, on obtient, pour tout p > 1 et toute fonction f dans lp(µ),

‖Kf‖p
p =

∑

x∈E
|Kf |p(x)µ(x)

6
∑

x∈E
K(|f |p)(x)µ(x)

=
∑

x,y∈E
K(x, y)|f |p(y)µ(x)

=
∑

y∈E
|f |p(y)µ(y) = ‖f‖p

p.

Ainsi, K est un opérateur contractant de lp(µ) dans lp(µ).
On définit également un autre opérateur sur l2(µ), appelé semi-groupe de Markov

à temps continu associé à K, par Pt = exp(−t(I − K)) (t > 0). Ceci est à rappro-
cher de la définition 2.4.1 du chapitre 2. Ce semi-groupe possède une interprétation
probabiliste due au fait que

(9.2) ∀x ∈ E,
∑

y∈E
Pt(x, y) = 1.

Enfin, on définit les opérateurs K∗ et P∗t adjoints de K et Pt dans l2(µ) par :

K∗f(x) déf.=
∑

y∈E
K∗(x, y)f(y),

et

(9.3) P∗t f(x) déf.=
∑

y∈E
P∗t (x, y)f(y)

avec
K∗(x, y) déf.= K(y, x)µ(y)/µ(x) et P∗t (x, y) déf.= Pt(y, x)µ(y)/µ(x)

On remarque que sous l’hypothèse de réversibilité, K et Pt sont auto-adjoints dans
l2(µ).
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Certains résultats de ce chapitre diffèrent si la châıne de Markov est réversible ou
non. Dans ce cas, nous donnerons les énoncés complets mais nous ne ferons les démons-
trations que dans le cas réversible. Pour le cas non réversible, des méthodes utilisant
l’opérateur KK∗ (qui est réversible) en lieu et place de K permettent d’obtenir des
bornes du même ordre que celles de ce chapitre. Voir [Fil91, Mic97, DSC95, DSC96b].

Comme au chapitre 1, nous définissons l’énergie, la variance et l’entropie pour une
fonction f sur E à valeurs réelles (µ-intégrable grâce au caractère fini de E). Avec les
notations discrètes, ces quantités s’expriment comme suit :

Eµ(f, f) déf.=
1
2

∑
x,y

(f(x)− f(y))2K(x, y)µ(x),(9.4)

Varµ(f) déf.=
1
2

∑
x,y

(f(x)− f(y))2µ(y)µ(x),

Entµ(f) déf.=
∑

x

f(x) log(f(x)/‖f‖1)µ(x), (f > 0),

De même, pour une mesure de probabilité ν, nous définissons l’entropie relative de ν
par rapport à µ

Ent(ν |µ) déf.=
∑

x

ν(x) log(ν(x)/µ(x)).

Cette expression a un sens car la mesure µ charge tous les points. Lorsque la châıne
de Markov est réversible, la forme bilinéaire symétrique associée à l’énergie possède
une forme explicite simple (dite forme de Dirichlet) :

(9.5) Eµ(f, g) déf.=
1
2

∑
x,y

(f(x)− f(y))(g(x)− g(y))K(x, y)µ(x).

Calculons l’énergie Eµ(f) dans le cas d’une châıne de Markov de mesure invariante
une mesure de Bernoulli µ = pδ0 +qδ1. Dans ce cas, on voit facilement que le noyau
de transition de la châıne est défini par :

K(0, 1) = q = K(1, 1) et K(1, 0) = p = K(0, 0).

Alors, l’énergie d’une fonction f définie sur E = {0, 1} vaut

(9.6) Eµ(f) = pq|f(0)− f(1)|2.
Nous définissons le trou spectral λ et l’inverse α de la constante de Sobolev loga-
rithmique par

λ
déf.= min

{ Eµ(f, f)
Varµ(f)

;Varµ(f) 6= 0
}

,(9.7)

α
déf.= min

{ Eµ(f, f)
Entµ(f2)

;Entµ(f2) 6= 0
}

.

La définition de α se justifie par une analogie avec le trou spectral, défini comme
inverse de la constante de Poincaré.
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Remarque 9.2.4. — Pour plusieurs résultats utilisant la constante de Sobolev lo-
garithmique, nous aurons besoin de supposer f positive. Or, Eµ(|f |, |f |) 6 Eµ(f, f)
et Varµ(|f |) > Varµ(f), donc, dans la définition de λ et α ci-dessus, on peut se
restreindre à f positive.

Notre but est de contrôler la convergence de Kx
n(·) vers µ(.) ou encore celle de

kx
n(·) déf.= Kx

n(·)/µ(·) vers la fonction constante 1I. Nous aurons besoin de passer par
l’intermédiaire du semi-groupe de Markov (Pt)t>0 associé à K. Ici encore, on a

Pt(x, ·) qui converge vers µ(·) lorsque t tend vers l’infini. On écrira Px
t (·) déf.= Pt(x, ·)

et px
t (·) déf.= Px

t (·)/µ(·). Le but est d’estimer la vitesse de convergence vers la mesure
invariante à l’aide du trou spectral ou de la constante de Sobolev logarithmique.
Cette convergence sera exprimée en norme l2(µ) pour px

t et en variation totale pour
Px

t , ces deux normes étant reliées par l’inégalité suivante :

‖Px
t − µ‖VT*

déf.= max
A⊂E

|Px
t (A)− µ(A)|

=
1
2

∑
y

|Px
t (y)− µ(y)|

=
1
2

∑
y

|px
t (y)− 1|µ(y) =

1
2
‖px

t − 1I‖1

6 1
2
‖px

t − 1I‖2.(9.8)

Remarque 9.2.5. — Cette définition de la norme en variation totale est celle consi-
dérée notamment par Diaconis et Saloff-Coste, mais elle diffère de celle utilisée
au chapitre 8, (voir (8.2)) :

‖ν − µ‖VT
déf.= max

(Ai)∈P(E)

∑

i

|ν(Ai)− µ(Ai)| ,

avec P(E) ensemble des partitions de E. Néanmoins, dans le contexte des espaces
d’etats finis, ces deux définitions sont reliées, par la relation suivante

(9.9) 2‖ν − µ‖VT* = ‖ν − µ‖VT ,

qui se démontre facilement en utilisant que
∑

x∈E(ν(x)− µ(x)) = 0.

Lorsque la châıne de Markov est réversible, nous regardons, dans ce qui suit,
comment la convergence de kx

n se déduit de celle de px
t .

L’opérateur K est auto-adjoint dans l2(µ) ; par conséquent ses valeurs propres sont
réelles. De plus, il est contractant dans l2(µ), donc ses valeurs propres sont comprises
entre −1 et 1. On peut les noter 1 = β0 > β1 > · · · > β|E|−1 = βmin > −1. Le
fait que β1 < 1 et βmin > −1 se déduit facilement de (9.1). De plus, on définit
β−

déf.= max{0,−βmin}. Le lien entre les convergences de kx
n et px

n dans l2(µ) se fait
alors par la proposition suivante :
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Proposition 9.2.6. — Soit (K, µ) une châıne de Markov réversible. Si on décom-
pose n sous la forme n = n1 + n2 + 1, alors

(9.10) ‖kx
n − 1I‖22 6 β2n1− (1 +

∥∥px
n2
− 1I

∥∥2

2
) + ‖px

n − 1I‖22.

Preuve. — On définit λi = 1 − βi, ainsi le trou spectral (9.7) vérifie λ = λ1. Alors,
les valeurs propres de Pt sont les exp(−tλi). Soit {ϕi : i = 0, ..., |E| − 1} une base
orthonormale de fonctions propres pour K, avec ϕ0 = 1I. Il est facile de vérifier que,
pour tout i, ϕi est une fonction propre pour Kn, de valeur propre βn

i , et pour Pt, de
valeur propre exp(−tλi). Par décomposition spectrale, on obtient

kx
2n+1(x) =

|E|−1∑

i=0

β2n+1
i (ϕi(x))2 > 0.

Puis, comme |βi| 6 1,
∑

i:βi<0

β2n+2
i (ϕi(x))2 6

∑

i:βi>0

β2n
i (ϕi(x))2.

De plus, lorsque βi est positif,

β2n
i = exp(2n log(1− λi)) 6 exp(−2nλi).

Ainsi,
∑

i:βi>0

β2n
i (ϕi(x))2 6

|E|−1∑

i=0

exp(−2nλi)(ϕi(x))2 = ‖px
n‖22,

et, comme ϕ0 = 1I, ∑

i 6=0:βi>0

β2n
i (ϕi(x))2 6 ‖px

n − 1I‖22.

Alors, en écrivant n = n1 + n2 + 1, on obtient

‖kx
n − 1I‖22 =

∑

i:βi<0

β2n
i (ϕi(x))2 +

∑

i 6=0:βi>0

β2n
i (ϕi(x))2

6 β2n1−
∑

i:βi<0

β2n2+2
i (ϕi(x))2 +

∑

i 6=0:βi>0

β2n
i (ϕi(x))2

6 β2n1−
∥∥px

n2

∥∥2

2
+ ‖px

n − 1I‖22
= β2n1− (1 +

∥∥px
n2
− 1I

∥∥2

2
) + ‖px

n − 1I‖22.

9.3. Estimation de la vitesse de convergence

Dans cette section, nous donnons les résultats de convergence du noyau de tran-
sition et du semi-groupe de Markov vers la mesure invariante, en fonction du trou
spectral.
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9.3.1. Borne utilisant le trou spectral. —

Théorème 9.3.1. — Soit (K, µ) une châıne de Markov sur E, de trou spectral λ.
Alors :

(9.11) ‖Px
t − µ‖2VT* 6 1

4
‖px

t − 1I‖22 6 1
4µ(x)

e−2λt.

Pour commencer, nous rappelons le lemme 2.5.5 du chapitre 2.

Lemme 9.3.2. — Soit (K,µ) une châıne de Markov sur E, de trou spectral λ.
Alors, pour toute fonction f ,

(9.12) ‖Ptf −Eµ(f)‖22 6 Varµ(f)e−2λt.

Preuve du théorème 9.3.1. — L’inégalité (9.12) donne

‖Pt −Eµ‖22→2 6 e−2λt max
‖f‖261

Varµ(f) = e−2λt.

De plus, par dualité,
‖P∗t −Eµ‖22→2 = ‖Pt −Eµ‖22→2.

En notant δ̃x
déf.= δx/µ(x) (où δx désigne la fonction valant 1 en x et nulle ailleurs),

‖px
t − 1I‖2 =

∥∥∥(P∗t −Eµ)δ̃x

∥∥∥
2

6
∥∥∥δ̃x

∥∥∥
2
‖P∗t −Eµ‖2→2

6 1√
µ(x)

e−λt.

Ceci donne le théorème par (9.8).

Dans le cas réversible, en utilisant la proposition 9.2.6, on obtient un corollaire de
ce théorème concernant la vitesse de convergence du noyau vers la mesure invariante
(voir [DSC96a]).

Corollaire 9.3.3. — Soit (K,µ) une châıne de Markov réversible sur E, de trou
spectral λ. On note λ∗ = min{λ, 1 + βmin}. Alors :

‖kx
n − 1I‖22 6 9

µ(x)
e−2(n−1)λ∗ ,

et

(9.13) ‖Kx
n − µ‖2VT* 6 9

4µ(x)
e−2(n−1)λ∗ .

On voit ici apparâıtre l’utilité d’avoir βmin > −1. La valeur µ(x) pouvant être
faible, le terme en 1/µ(x) affaiblit la qualité des bornes du théorème 9.3.1 et du corol-
laire 9.3.3. Nous allons maintenant voir comment obtenir des bornes faisant intervenir
log(1/µ(x)) au lieu de 1/µ(x).
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9.3.2. Borne utilisant la constante de Sobolev logarithmique. — Nous al-
lons donner une borne de la convergence du semi-groupe de Markov vers la mesure
invariante. Cette convergence étant exprimée en variation totale, nous ne pourrons pas
utiliser la proposition 9.2.6. Aussi, cette borne ne pourra pas induire un contrôle de
la convergence du noyau. Nous verrons ensuite sur un exemple comment elle améliore
les résultats précédents.

Théorème 9.3.4. — Soit (K, µ) une châıne de Markov sur un espace d’état fini
E de constante de Sobolev logarithmique 1/α. Alors,

‖Px
t − µ‖2VT* 6 1

2
log

(
1

µ(x)

)
e−2αt.

De plus, si (K, µ) est réversible,

(9.14) ‖Px
t − µ‖2VT* 6 1

2
log

(
1

µ(x)

)
e−4αt.

Pour la preuve de ce théorème, nous avons besoin de deux lemmes techniques
concernant l’énergie et l’entropie relative.

Lemme 9.3.5. — Soit (K, µ) une châıne de Markov. Pour toute fonction f > 0,

Eµ(log f, f) > 2Eµ

(√
f,

√
f
)

.

De plus, si (K, µ) est réversible, alors

Eµ(log f, f) > 4Eµ

(√
f,

√
f
)

.

Preuve. — Pour a > b > 0, par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, comme dans la
preuve du lemme 2.6.6

(
a1/2 − b1/2

a− b

)2

6 1
4

log a− log b

a− b
.

Alors, l’expression de l’énergie dans le cas réversible (9.5), donne

Eµ(log f, f) =
1
2

∑
x,y

(log f(x)− log f(y))(f(x)− f(y))K(x, y)µ(x)

> 2
∑
x,y

(f(x)1/2 − f(y)1/2)2K(x, y)µ(x)

= 4Eµ

(√
f,

√
f
)

.

Remarque 9.3.6. — Les deux inégalités du lemme 9.3.5 deviennent des égalités
dans le cadre des diffusions en ® continu Ż. Dans ce cas, la partie droite représente
l’information de Fisher (voir le chapitre 10).

Pour une mesure de probabilité ν, on définit νPt(y) déf.=
∑

x ν(x)Pt(x, y). D’après
(9.2), νPt est une mesure de probabilité.
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Lemme 9.3.7. — Soit (K, µ) une châıne de Markov sur E, de constante de So-
bolev logarithmique 1/α. Alors, pour toute mesure de probabilité ν et pour tout t
positif, on a

Ent(νPt |µ) 6 Ent(ν |µ) e−2αt.

De plus, si (K, µ) est réversible,

Ent(νPt |µ) 6 Ent(ν |µ) e−4αt.

Preuve. — Si on note f
déf.= ν/µ, remarquons que d’après (9.3),

P∗t f(x) =
νPt(x)
µ(x)

.

Alors ‖f‖1 = 1 = ‖P∗t f‖1. Ainsi, par définition de l’entropie et de l’entropie relative,

Ent(νPt |µ) = Entµ(P∗t f) et Ent(ν |µ) = Entµ(f).

Par un calcul semblable à celui donnant l’équation (2.17) du chapitre 2, on obtient
d’après le lemme 9.3.5 et l’inégalité de Sobolev logarithmique,

∂tEntµ(P∗t f) = −Eµ(P∗t f, log(P∗t f))

6 −4Eµ((P∗t f)1/2, (P∗t f)1/2)
6 −4αEntµ(P∗t f).

Donc, nous obtenons une décroissance de l’entropie,

Entµ(P∗t f) 6 e−4αtEntµ(f).

Preuve du théorème 9.3.4. — Le théorème de Csiszar-Kullback (théorème 8.2.7
du chapitre 8) appliqué à la distance en variation totale utilisée dans ce chapitre (via
(9.9)), indique que

‖ν − µ‖2VT* 6 1
2
Ent(ν |µ) .

Donc, d’après le lemme 9.3.7,

‖νPt − µ‖2VT* 6 1
2
e−4αtEnt(ν |µ) .

En appliquant cette inégalité à ν = δx,

‖Px
t − µ‖2VT* 6 1

2
e−4αt log(1/µ(x)).

Ceci démontre le théorème.

À présent, nous voulons comparer les deux bornes obtenues pour la vitesse de
convergence de Px

t vers µ, en (9.11) et (9.14). Comme α 6 λ/2 (section (1.2.6) du
chapitre 1), nous avons d’une part e−4αt > e−2λt, et d’autre part log 1/µ(x) < 1/µ(x).
Donc aucune de ces bornes ne peut être meilleure que l’autre uniformément en temps
et espace.
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Exemple 9.3.8. — On considère la marche aléatoire sur l’hypercube {−1, 1}n qui,
à chaque ® coup Ż, change une coordonnée ou reste sur place, uniformément. Si x et
y ne diffèrent que d’une coordonnée ou si x = y, alors K(x, y) = 1/(n + 1). Sinon,
K(x, y) = 0. La mesure stationnaire est alors la mesure uniforme µ ≡ 2−n. Par
tensorisation des résultats des théorèmes 1.3.1 et 1.3.2, on obtient que λ = 2/(n + 1)
et α = 1/(n + 1). Dans ce cas

1
µ(x)

e−2λt = 2ne−4t/n et log
(

1
µ(x)

)
e−4αt = n log 2e−4t/n,

donc la borne correspondant à α est ici nettement plus précise que celle correspondant
à λ.

9.4. Utilisation de l’hypercontractivité

Nous commençons par énoncer le théorème clé de cette section, dû à Gross [Gro75],
qui établit l’équivalence entre les inégalités de Sobolev logarithmiques et l’hyper-
contractivité (voir la définition 2.7 au chapitre 2) sous l’hypothèse de réversibilité. Ce
théorème est la version discrète du théorème 2.8.2. Sa démonstration n’utilisant aucun
concept nouveau par rapport à celle du chapitre 2, elle sera omise. La prise en compte
de ce théorème entrâınera une meilleure estimation de la vitesse de convergence du
semi-groupe vers la mesure invariante que dans la section précédente.

Théorème 9.4.1 (Gross). — Soit (K, µ) une châıne de Markov sur E de con-
stante de Sobolev logarithmique 1/α.

(i) S’il existe β > 0 tel que ‖Pt‖2→q 6 1, pour tout t > 0 et 2 6 q < +∞ avec
exp(4βt) > q − 1, alors β 6 α.

(ii) Si (K,µ) est réversible, alors ‖Pt‖2→q 6 1 pour tout t > 0 et 2 6 q < +∞ avec
exp(4αt) > q − 1.

(iii) Dans le cas non-réversible, on a ‖Pt‖2→q 6 1 pour tout t > 0 et 2 6 q < +∞
avec exp(2αt) > q − 1.

Nous allons maintenant déduire de ce théorème, une nouvelle borne de la vitesse
de convergence de Px

t vers µ, utilisant à la fois α et λ. Ensuite, nous comparerons son
efficacité à celle des bornes précédentes.

Théorème 9.4.2. — Soit (K, µ) une châıne de Markov sur E, réversible. Alors,
en supposant µ(x) < 1/e, pour tout c > 0,

2‖Px
t − µ‖VT* 6 ‖px

t − 1I‖2 6 e1−c pour t =
1
4α

log log
(

1
µ(x)

)
+

c

λ
.

Dans le cas non-réversible, en supposant µ(x) < 1/e, pour tout c > 0,

2‖Px
t − µ‖VT* 6 ‖px

t − 1I‖2 6 e1−c pour t =
1
2α

log log
(

1
µ(x)

)
+

c

λ
.
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Preuve. — Nous prenons q(s) = 1+e4αs. Le théorème de Gross 9.4.1 (ii) montre que
‖Ps‖2→q(s) 6 1. Soit k(s) le conjugué de Hölder de q(s) (i.e. 1/k(s) + 1/q(s) = 1).

Avec δ̃x = δx/µ(x),

(P∗t −Eµ)δ̃x(y) =
∑

z∈E
(p∗t (y, z)δ̃x(z)µ(z)− δ̃x(z)µ(z))

= p∗t (y, x)− 1 = pt(x, y)− 1.

Donc, en utilisant le caractère auto-adjoint de Pt, son hypercontractivité, et (9.12),

‖px
t+s − 1I‖

2
= ‖(Pt+s −Eµ)δ̃x‖2 6 ‖Pt −Eµ‖2→2‖Psδ̃x‖2
6 ‖Pt −Eµ‖2→2‖Ps‖k(s)→2‖δ̃x‖k(s)

= ‖Pt −Eµ‖2→2‖Ps‖2→q(s)µ(x)−1/q(s)

6 µ(x)−1/q(s)e−λt.

En prenant s = (1/(4α)) log log(1/µ(x)), on obtient q(s) = 1 − log(µ(x)). Par un
calcul élémentaire, on en déduit :

‖px
t+s − 1I‖

2
6 e1−λt,

ce qui donne le résultat via (9.8).

Si l’on compare ce résultat avec ceux obtenus dans la section 9.3, on voit qu’une
borne de la forme e1−c dans (9.14), nécessite

(9.15) t =
1
2α

log log
(

1
µ(x)

)
+

c− 1
2α

.

Mais 2α 6 λ (inégalité (1.2.6) du chapitre 1) donc 1/(2α) > 1/λ et on peut considérer
qu’on améliore les bornes d’un facteur 2 (comme dans l’exemple 9.3.8 sur l’hypercube).
Néanmoins, pour un c très grand, cette remarque n’est plus valable et c’est au contraire
le terme dépendant de λ qui sera dominant. D’une manière générale, la constante
de Sobolev logarithmique donne de meilleures estimations à temps ® faible Ż,
jusqu’à un temps souvent appelé temps de chauffage. Ce temps de chauffage est parfois
suffisant pour obtenir une estimation utile en pratique (voir l’exemple suivant). Le trou
spectral donne donc de meilleures estimations à temps ® élevé Ż.

Pour la convergence du noyau dans le cas réversible, par la proposition 9.2.6, nous
obtenons

‖kx
n − 1I‖2 6 (1 + 2e2)1/2e−c,

et

(9.16) ‖Kx
n − 1I‖VT* 6 (1 + 2e2)1/2e−c,

pour

n > 1
4α

log log
1

µ(x)
+

c

1− β
+ 1.
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Exemple 9.4.3. — Considérons le groupe symétrique E = Sd d’ordre d et la marche
aléatoire uniforme sur les transpositions et l’identité :

K(x, y) =





2
d(d− 1) + 2

si x−1y est une transposition ou x = y,

0 sinon.

Diaconis [Dia88] donne pour cette marche aléatoire de mesure invariante µ ≡ 1/d!,

λ ∼ 2
d
,

tandis que Diaconis et Saloff-Coste, dans [DSC96a], montrent une minoration de
l’inverse de la constante de Sobolev logarithmique :

α > 1
3d log d

.

Nous voulons trouver un majorant du temps à partir duquel la distance en variation
totale entre Px

t et µ est inférieure à 1/e. Il s’agit d’un critère classique dans la pratique.
Le théorème 9.4.2 nous donne cette borne pour un temps T vérifiant, pour d assez
grand,

T ∼ 3d

4
(log d)2.

Par contre, en utilisant la borne ne dépendant que du trou spectral (théorème 9.3.1),
on obtient

T ∼ d2

2
log d.

Ainsi, la vitesse de convergence du semi-groupe de Markov vers la mesure in-
variante est nettement améliorée par l’utilisation de la constante de Sobolev loga-
rithmique. Mais, ce n’est pas le cas de la convergence du noyau de transition vers la
mesure invariante, car λ∗ ∼ 1/d2.

Néanmoins, en revenant à l’exemple 9.3.8 de l’hypercube {−1, 1}d où λ = λ∗,
l’inégalité (9.16) entrâıne T au plus d’ordre d log d pour une distance en variation
totale entre Kx

n et µ inférieure à 1/e, alors que (9.13) implique T au plus d’ordre d2.
Ainsi, on voit que l’utilisation de la constante de Sobolev logarithmique peut donner
une meilleure estimation de la vitesse de convergence du noyau de transition vers la
mesure invariante.

9.5. Notes

L’utilisation de l’inégalité de Sobolev logarithmique pour la convergence du noyau
markovien, dans le cas d’un espace d’état fini, remonte à Holley et Stroock [HS89].
Elle a également été étudiée dans [SZ92b, Str93a, SZ95] ainsi que dans de nombreux
articles de Diaconis et Saloff-Coste. On pourra consulter l’article de synthèse
[DSC96a], ainsi que des études dans certains espaces finis particuliers (groupes finis,
ensemble générateur de groupes, etc) [DSC96c, DSC98a, DSC98b]. Afin de pouvoir
appliquer ces résultats de convergence, ces deux auteurs ont également développé des
méthodes de calcul de la constante de Sobolev logarithmique.
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Le caractère fini de l’espace d’état permet de grandes simplifications dans les cal-
culs, même si des extensions au cas dénombrable et au cas ® continu Ż sont souvent
possibles (voir [Ros96]). De plus, des estimations de la vitesse de convergence d’une
dynamique vers un état d’équilibre, utilisant la constante de Sobolev logarithmique,
existent également dans le cas de dynamiques de spins. Pour des systèmes infinis de
spins discrets, on peut voir [Mar99]. Pour des systèmes de spins continus, on peut voir
[SZ92a, Zeg96, Yos00].

Des résultats semblables au théorème 9.4.1 existent pour des châınes de Markov
sur des espaces non dénombrables, par exemple sur des variétés riemanniennes com-
pactes (voir [SC94a, SC94b]) ou des groupes de Lie compacts (voir [DS86, Ros94,
Por96a, Por96b]). La similitude n’est pas surprenante car, même en discret, la mé-
thode utilise l’hypercontractivité du semi-groupe de Markov à temps continu.
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CHAPITRE 10

QUELQUES INÉGALITÉS ENTROPIQUES
EN THÉORIE DE L’INFORMATION

par Cécile Ané et Djalil Chafäı

® My greatest concern was what to call it. I thought of calling it ‘information’. But the
word was overly used, so I decided to call it ‘uncertainty’. When I discussed it with
John Von Neumann, he had a better idea. He told me : “You should call it entropy,
for two reasons. In first place your uncertainty has been used in statistical mechanics
under that name, so it already has a name. In second place, and more important, no
one knows what entropy really is, so in a debate you will always have the advantage.”Ż

Claude Shannon à propos de l’entropie qui porte son nom en théorie de l’information, cité
par Michel Zinsmeister dans [Zin96], lui même citant [ME81].

10.1. Introduction

Ce chapitre a pour objectif de présenter certains liens existant entre les mathé-
matiques construites autour des inégalités de Sobolev logarithmiques abordées dans
l’ouvrage d’une part, et certaines inégalités faisant intervenir l’entropie de Shannon
ou l’information de Fisher d’autre part. L’entropie de Shannon d’une mesure de
probabilité µ(dx) = f(x)dx sur Rn, donnée par

H(µ) = −Eµ(log f) = −Entdx(f) ,

joue un très grand rôle, comme nous allons le voir, dans ce que l’on appelle ® théorie
de l’information Ż. Il en est de même pour l’information de Fisher de µ, donnée par

J(µ) = Eµ

(
|∇ log f |2

)
= 4

∫
Γ

(√
f
)
dx.

La ® théorie de l’information Ż, également appelée ® théorie de la communication Ż,
a pour objet originel l’étude de la transmission d’information entre une source et une
destination, dont un schéma idéalisé est représenté dans la figure 10.1.
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Cette théorie possède des liens naturels avec l’informatique et la théorie du si-
gnal. Cependant, nous nous intéresserons essentiellement à certains aspects mathé-
matiques, en donnant toutefois quelques rudiments sur les théorèmes de codage dus
à Shannon et ses devanciers. Nous verrons que les nombreuses inégalités faisant in-
tervenir J et H, dont certaines jouent un rôle en théorie de l’information, sont liées
également à d’autres inégalités en analyse mathématique (Sobolev logarithmique,
Brunn-Minkowski, Young), en statistique, et en physique (principes d’incertitude).

L’étendue du sujet nous a conduit à survoler délibérément certains points, pour les-
quels nous ne donnons qu’un aperçu et quelques références. D’autre part, les résultats
présentés dans ce chapitre concernent surtout les mesures de Lebesgue et de Gauss.
Nous pensons cependant que certains d’entre eux restent valables dans un cadre plus
général.

Dans une première partie, nous commençons par introduire l’entropie H utilisée en
théorie de l’information à partir du problème du codage. Les rudiments des célèbres
théorèmes de Shannon y sont abordés. Les interprétations en terme d’incertitude
et d’information permettent alors de mieux comprendre les propriétés classiques de
l’entropie que nous présentons ensuite.

Dans la partie suivante, nous montrons comment traduire sur la mesure de Le-
besgue l’inégalité de Sobolev logarithmique gaussienne déjà établie par différentes
méthodes dans l’ouvrage. Ceci nous conduit à une formulation faisant intervenir l’en-
tropie exponentielle de Shannon N = (2πe)−1

e(2/n)H et l’information de Fisher J,
qui constituent les ingrédients essentiels de la suite du chapitre.

La troisième partie est principalement consacrée à l’inégalité de Shannon sur l’en-
tropie exponentielle et à l’inégalité de Blachman-Stam sur l’information de Fisher.
Nous montrons alors comment les relier à l’inégalité de Sobolev logarithmique gaus-
sienne, faisant ainsi remonter sa genèse aux travaux de Shannon et de Stam des
décennies 1940-1950 !

Il s’avère que l’inégalité de Blachman-Stam est la plus forte des inégalités étu-
diées, alors que l’inégalité de Sobolev logarithmique est la plus faible. Certaines
démonstrations utilisent des techniques dites de semi-groupe introduites dans les cha-
pitres précédents, comme par exemple celle de l’identité de DeBruijn, due à Stam,
liant entropie et information de Fisher.

La quatrième partie est entièrement consacrée à l’inégalité de Young optimale
donnant la norme du produit de convolution. Ce résultat, dû à Beckner, permet
d’établir toute une famille d’inégalités entropiques, dont la plupart de celles introduites
précédemment. Le lien est également fait avec l’inégalité de Brunn-Minkowski à
partir des entropies de Renyi.

Enfin, la dernière partie jette un pont entre l’inégalité de Sobolev logarithmique
et les principes d’incertitude de Cramér-Rao en statistique, de Weyl-Heisenberg
en mécanique quantique, et de Beckner-Hirschman en théorie de l’information.
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Message Message

Signal reçuSignal émis

Source d’info Émetteur Récepteur Destinataire

Source de bruit

Canal

Figure 10.1. Diagramme schématique d’un système de communication
générique (tiré de [Sha48]).

10.2. L’entropie en théorie de l’information

L’entropie utilisée en théorie de l’information a été introduite explicitement par
Shannon en 1948 dans son célèbre article [Sha48]. Tout comme lui, nous commençons
par introduire l’entropie discrète, et ses liens avec le codage. Ceci concerne surtout
les échanges source-émetteur (codage) et récepteur-destinataire (décodage), dans la
figure 10.1.

10.2.1. Entropie d’une variable aléatoire discrète finie. — Considérons une
variable aléatoire discrète X prenant les valeurs distinctes x1, . . . , xn avec probabilités
p1, . . . , pn. On peut par exemple imaginer un texte écrit avec les n symboles xi, qui
constituent alors l’alphabet utilisé.

Nous désirons associer à chaque distribution (p1, . . . , pn) un nombre réel positif,
noté H(n)(p1, . . . , pn), croissant avec le ® désordre Ż et la ® variabilité Ż. Si la variable
aléatoire constante représente la certitude, H(n) apparâıt comme une mesure d’incer-
titude, d’autant plus grande que la loi est ® plus uniforme Ż sur son support. Ainsi,
on s’attend à ce que la quantité H(n)(X) = H(n)(p1, . . . , pn) soit nulle lorsque X
est constante, et maximale (à n fixé) lorsque X suit la loi uniforme. Dans [Sha48],
Shannon impose à H(n) les propriétés naturelles suivantes (les autres en découlerons
comme nous allons le voir) :

1. H(n) est continue en les variables pi ;

2. H(n)
(

1
n , . . . , 1

n

)
< H(n+1)

(
1

n+1 , . . . , 1
n+1

)
;

3. Pour tout (b1, . . . , bk) tel que b1 + · · ·+ bk = n,

H(n)

(
1
n

, . . . ,
1
n

)
= H(k)

(
b1

n
, . . . ,

bk

n

)
+

k∑

i=1

bi

n
H(bi)

(
1
bi

, . . . ,
1
bi

)
.

Dans la suite, on omettra la référence à n dans la notation de H(n). La seconde
propriété n’est rien d’autre que la croissance du désordre avec la taille n du système.
Quant à la troisième, elle correspond au partitionnement d’un système de taille n en
k sous-systèmes de tailles bi. On peut alors montrer (voir par exemple [Rom92, p. 13])
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que ces trois propriétés ne sont satisfaites que par les fonctions de la forme

(10.1) Hb(p1, . . . , pn) = −
n∑

i=1

pi logb pi =
n∑

i=1

pi logb

1
pi

,

où logb désigne le logarithme de base b > 0 et 0 logb 0 déf.= 0. On pourra consulter
[Khi57] pour un autre ensemble de propriétés caractérisant ces fonctions.

La fonction Hb est appelée entropie de base b. Elle est nulle pour la mesure de
Dirac et maximale (par convexité) pour la loi uniforme, pour laquelle elle vaut alors
logb n. À taille fixée n, elle est concave sur le simplexe{

(p1, . . . , pn) ; ∀i, pi > 0,

n∑

i=1

pi = 1

}
.

Remarquons enfin que −pi logb pi peut être vue comme l’® incertitude Ż associée au
symbole xi.

On aurait pu définir de la même manière l’entropie d’une variable aléatoire discrète
prenant une infinité de valeurs.

Remarque 10.2.1 (Entropies H et Ent). — Nous ne reprenons pas ici la nota-
tion Ent des chapitres précédents pour l’entropie, malgré l’égalité formelle(1)

He(p1, . . . , pn) = −Entµ(p) ,

où µ est la mesure de comptage sur l’ensemble {x1, . . . , xn} et p est la fonction définie
par p(xi) = pi. La mesure de comptage n’est pas une probabilité mais se normalise sur
un ensemble fini. Ceci permet alors d’utiliser la convexité de x log x, afin, par exemple,
de majorer l’entropie He. Nous verrons par la suite que la mesure de comptage sera
remplacée par son analogue continu, la mesure de Lebesgue, qui bien entendu, ne
se normalise pas en une probabilité. Certaines propriétés de l’entropie Ent introduite
au chapitre 1 seront donc perdues. C’est pour éviter toute confusion que nous avons
préféré changer de notation.

10.2.2. L’entropie et le problème du codage. — Le code le plus célèbre est
sans doute celui mis au point par Morse vers 1837. Il permet, grâce à deux signaux
de base et un temps de pause, d’acheminer des messages à travers un fil électrique sur
de longues distances (télégraphe). L’idée est d’associer à chaque lettre de l’alphabet
latin, ainsi qu’aux chiffres et signes de ponctuation, une suite finie de traits et de
points suivie d’un temps de pause ® t Ż. Par exemple, les lettres E et Z sont codées
respectivement par ® · t Ż et ® − − · · t Ż. Sans l’insertion systématique du temps de
pause t, le récepteur ne pourrait pas reconstituer, sans ambigüıté, le message originel.
Le code Morse nécessite donc trois éléments ® · Ż, ® − Ż et ® t Ż.

Nous allons à présent nous intéresser à la formalisation rigoureuse de la notion de
code, inspirée de celle que l’on peut trouver dans [Rom92]. Considérons un alphabet
A = {x1, . . . , xn}, et l’ensemble A∗ des suites finies d’éléments de A. Par exemple,

(1)Cette opposition de signe a conduit le physicien Brillouin à proposer le terme de ® néguentropie Ż
pour H, par opposition à l’entropie Entdx, qui apparâıt en thermodynamique [Bri64].
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on peut prendre pour A l’alphabet latin additionné de l’espace ® t Ż. Un message
est un élément de A∗. Pour le coder, on utilise un ensemble E = {e1, . . . , eb}. Par
exemple, avec le code Morse, on a b = 3 et E = {· , − ,t}. Un (b, n)-code consiste
en un sous-ensemble C = {c1, . . . , cn} de E∗. Le nombre b s’appelle la base du code.
Toujours dans l’exemple du code Morse, les éléments de C sont formés par un à
quatre symboles ® · Ż ou ® − Ż, suivis de l’espace ® t Ż.

On appelle ® schéma de codage Ż toute bijection f entre A et un (b, n)-code C. Un
message xi1 · · ·xik

, appartenant à A∗, est alors ® codé Ż par f en f(xi1) · · · f(xik
),

qui appartient à E∗. Dans la suite, nous supposerons pour simplifier que la fonction
f associe ci à xi.

Pour concrétiser encore ce formalisme, donnons l’exemple du code ASCII (Ame-
rican Standard Code for Information Interchange), utilisé pour coder les caractères
alphanumériques latins dans les ordinateurs. En informatique, les données sont repré-
sentées par une succession de 0 et de 1 (bits). Il est donc naturel d’utiliser la base
b = 2 et l’ensemble E = {0, 1}. Le code ASCII correspond à (b, n) = (2, 28). C’est un
code à longueur fixe, c’est-à-dire que tous les éléments de C sont formés d’exactement
huit symboles de E = {0, 1}. Par exemple, le caractère ® E Ż est codé ® 01000101 Ż(1).

On dit que le code C est à décodage unique lorsque pour toutes suites d1 · · · dj et
d′1 · · · d′k d’éléments de C telles que d1 · · · dj = d′1 · · · d′k, on a j = k et di = d′i pour
tout i = 1, . . . , j. Cela revient tout simplement à dire que le procédé de codage des
messages est bijectif (ce sont les seuls codes véritablement utiles en pratique).

On dit que le code C est instantané lorsque le décodage des messages codés peut
être fait ® à la volée Ż, au fur et à mesure de leur réception. On peut montrer que cela
revient à dire qu’il possède la propriété de préfixe : si ei1 · · · eik

fait partie de C, alors
aucun des ei1 · · · eij avec j < k n’est dans C. Il est clair que tout code instantané est
à décodage unique, mais la réciproque est fausse en général.

Kraft à montré en 1949 que si C est instantané, alors il satisfait à la condition
suivante

n∑

i=1

b−li 6 1,

où li est la longueur de ci dans E∗. De plus, si des nombres entiers (l1, . . . , ln) satisfont
à l’inégalité de Kraft, il existe alors un code instantané de longueurs li. En fait, tout
code à décodage unique satisfait à la condition de Kraft, comme l’a montré Mac
Millan en 1956. On pourra consulter par exemple [Rom92] ou [CT91] à ce sujet.

Considérons à présent un message M appartenant à A∗, dont la fréquence d’appa-
rition du symbole xi est notée pi. La longueur moyenne |M |C de codage par C d’un
symbole de l’alphabet, pour le message M, est alors donnée par :

|M |C
déf.=

n∑

i=1

pili,

(1)En réalité, le code ASCII ne comptait à l’origine que 7 bits, ce qui suffisait à coder tous les
caractères alphanumériques anglo-saxons. Des extensions à 8 bits ont ensuite été introduites pour
coder les caractères accentués et semi-graphiques, comme par exemple les guillemets français.
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où li est la longueur de ci dans E∗. Notons que |M |C ne dépend du message M qu’au
travers de la distribution P = (p1, . . . , pn). Ainsi, par la suite, nous préférerons la
notation |P |C = |M |C .

Un théorème de ® codage non bruité Ż (® Noiseless coding theorem Ż en anglais),
dû à Shannon [Sha48], affirme que si C(n, b) désigne l’ensemble des (n, b)-codes ins-
tantanés, on a

Hb(p1, . . . , pn) 6 inf
C∈C(n,b)

|P |C < Hb(p1, . . . , pn) + 1.

On peut même faire mieux (voir [Rom92, p. 65]). Il est facile de voir que l’infimum est
forcément atteint. L’entropie de base b représente donc, à peu de choses près, la lon-
gueur moyenne minimale en base b du codage d’un symbole avec un code instantané.
Elle est nulle pour la mesure de Dirac et maximale pour la loi uniforme pour laquelle
elle vaut alors logb n. L’entropie vaut donc 1 pour la loi uniforme de taille n = b, ce
qui est assez naturel. L’entropie de base 2 mesure le nombre moyen de caractères 0 et
1, appelés bits, nécessaires à l’écriture en base 2. Une loi de Bernoulli de paramètre
1/2 se code de façon optimale avec un seul bit. Plus généralement, la loi uniforme de
taille n se code de façon optimale avec log2 n bits en moyenne.

En 1952, Huffman montra comment construire des codes instantanés minimisant
la longueur moyenne [Rom92, p. 52]. Ils permettent donc de coder de façon efficiente
les symboles xi lorsque seules leurs probabilités d’apparition pi sont connues. On parle
alors de codes ® statistiques Ż(1).

Le code ASCII est, à l’opposé des codes de Huffman, un code à longueur fixe. Le
codage de la lettre ® E Ż, pourtant la plus souvent employée, demande une longueur
aussi grande que le codage des autres lettres. Dans ce type de code, la longueur
moyenne de codage d’un symbole ne dépend pas du message et vaut toujours 8 bits.

Le code Morse est déjà très astucieux, car il affecte aux lettres les plus fréquentes
en anglais les codes les plus courts. Il permet ainsi de réduire considérablement en
moyenne la longueur des messages codés, par rapport au code ASCII. En informa-
tique, les codes de Huffman permettent de réduire la taille des messages de la même
façon que le code Morse, en affectant aux symboles les plus fréquents les codes les
plus courts. Ils présentent cependant l’avantage de s’adapter au message à coder,
puisque les codes (et donc leur longueurs) sont déterminés à partir de la distribution
(p1, . . . , pn).

Considérons un alphabet A de m symboles. La longueur dans E∗ du codage de
chaque symbole de A avec un code à longueurs fixes est donnée, pour un code de
base b, par logb m. Ainsi, le code ASCII correspond à un nombre de symboles m =
256, à la base b = 2 et la longueur de codage d’un symbole est logb m = 8 (bits).
Étant donné un message M et un code instantané C de base b, on appelle taux de
compression de M par C le rapport |M |C/ logb m. Ce rapport, d’autant plus petit que
la réduction de taille (dans E∗) est importante, est minoré par Hb(P ) / logb m où P est
la distribution des fréquences d’apparition des m symboles dans le message M . Bien
entendu, ce taux varie d’un texte à l’autre via P . Il peut être grandement amélioré

(1)D’autres codes aussi performants existent, comme par exemple les codes arithmétiques. Voir
[CT91] ou [Sto88].
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par la prise en compte des fréquences d’apparition de châınes de plusieurs symboles
consécutifs(2). Cependant, des algorithmes relativement simples dits ® à dictionnaire Ż
comme LZ(W)(3) par exemple font souvent mieux ou sont plus rapides que les codes
statistiques. Cela dit, les codes statistiques sont encore largement utilisés, souvent
en dernière étape de compression (par exemple dans le format d’image JPEG, de
son MP3 ou l’utilitaire BZIP2). La compression de données est une branche vaste et
importante de l’informatique et fait toujours l’objet de recherches à l’heure actuelle.

10.2.3. Entropie d’une variable aléatoire continue. — La formule (10.1) don-
nant l’entropie d’une variable aléatoire discrète se transpose assez naturellement aux
variables aléatoires réelles continues. Si X est une variable aléatoire de densité f par
rapport à la mesure de Lebesgue dx sur Rn, on définit son entropie de base b par

(10.2) Hb(X) déf.= −
∫

R
f logb fdx = −E(logb f(X)) .

Par convention, on notera H(X) l’entropie de base e. On a alors

Hb(X) =
H(X)
log b

.

Remarquons de nouveau que formellement, Hb(X) est, au signe près, l’entropie rela-
tive de la loi de X par rapport à la mesure de Lebesgue dx, c’est-à-dire que

H(X) = −Entdx(f) .

Cependant, bien sûr, la mesure de Lebesgue n’est pas une probabilité sur Rn, et la
convexité de x log x n’est pas exploitable directement.

Ici encore, Hb(X) possède une interprétation en terme de codage. Pour coder une
variable aléatoire réelle X avec une précision de p chiffres après la virgule en base
b, la longueur moyenne en base b des codes à employer est de p + Hb(X). Pour le
voir, supposons pour simplifier que X soit à valeurs dans [0, 1], de densité f régulière.
Connâıtre X avec une précision p en base b correspond à considérer la variable aléatoire
discrète Xp,b prenant ses valeurs dans l’ensemble {i/bp, 0 6 i < bp} avec probabilités

pi =
∫ i+1

bp

i
bp

f(t)dt.

La quantité Hb(Xp,b) représente alors la longueur moyenne en base b des codes à
employer pour coder X avec une précision de p chiffres après la virgule en base b. Or
on remarque que

Hb(Xp,b)− p = −
bp−1∑

i=0

pi logb(b
ppi)

qui converge vers Hb(X) quand p tend vers l’infini. Donc p + Hb(X) se rapproche de
la quantité recherchée quand p devient assez grand.

(2)On peut par exemple songer au message ® x1x2x3 · · ·x1x2x3 Ż.
(3)Pour Lempel, Ziv et Welsh. Voir [CT91] et [Sto88]. L’algorithme LZ est par exemple utilisé dans
l’utilitaire gzip ou dans le format d’image GIF.
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Dans toute la suite, on ne manipulera que l’entropie de base e, qui est définie pour
une variable aléatoire à valeurs dans Rn par

(10.3) H(X) déf.= −
∫

Rn

f log fdx = −E(log f(X)) = −EL(X)(log f) ,

où L(X) désigne la loi de X. Il est clair que H(X) ne dépend que de la loi de X, ainsi,
nous pouvons parler de l’entropie H(µ) d’une loi de probabilité µ sur Rn, sans faire
intervenir de vecteur aléatoire associé. Contrairement au cas discret, cette entropie
n’est pas toujours positive et n’est pas majorée. Nous allons voir cependant que les
mesures gaussiennes la maximisent en un certain sens.

10.2.4. Quelques propriétés immédiates de l’entropie. — L’entropie H défi-
nie en (10.3) n’est pas sensible à l’ajout de constantes. Pour tout vecteur constant c
de Rn et tout vecteur aléatoire X à densité, on a H(c + X) = H(X). D’autre part,
on a pour tout réel positif α,

(10.4) H(αX) = H(X) + n log α.

On voit donc clairement que H prend ses valeurs dans tout R. Remarquons enfin
que ces propriétés sont dues à l’invariance de la mesure de Lebesgue par translation
et dilatation (à un facteur près). Les lois gaussiennes jouent un rôle très particulier
comme le précise la proposition suivante :

Proposition 10.2.2 (Maximum gaussien à variance fixée)
Pour tout vecteur aléatoire X de Rn à densité par rapport à la mesure de Lebesgue

de matrice de covariance K, on a

(10.5) H(X) 6 1
2

log ((2πe)n detK),

l’égalité étant satisfaite uniquement pour les lois gaussiennes de covariance K.

Preuve. — L’entropie relative de deux densités f et g par rapport à la mesure de
Lebesgue sur Rn a été définie au premier chapitre par :

Ent(f | g) déf.=
∫

f(x)
g(x)

log
f(x)
g(x)

g(x)dx =
∫

f(x) log
f(x)
g(x)

dx.

La stricte concavité(1) du logarithme permet de voir que Ent(f | g) > 0, avec égalité
si et seulement si f et g sont égales dx-presque partout.

Nous pouvons supposer X centrée, sans perte de généralité. D’après ce qui précède,
si γK est la densité de la loi gaussienne N (0,K) sur Rn centrée de covariance K, et
si f est la densité de X, alors on a

0 6 Ent(f | γK) = −H(X) + H(N (0,K)) .

Le calcul de H(N (0,K)) mène alors au résultat. La mesure gaussienne joue un rôle
très particulier ici, car le logarithme log γK de sa densité est une forme quadratique à

(1)Ou alternativement la stricte convexité de x log x.
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une constante près. Ainsi, on a
∫

f log γKdx =
∫

γK log γKdx.

En réalité, cette propriété de maximisation de l’entropie n’est pas spécifique aux
mesures gaussiennes mais plutôt à celle de Boltzmann, voire de Gibbs [Geo88].
En effet, soit µW (dx) = Z−1e−W (x)dx la mesure de Boltzmann associée à W . La
même méthode permet de montrer que µW maximise l’entropie H sur l’ensemble des
probabilités absolument continues ν telles que

Eν(W ) = EµW
(W ) .

On retrouve bien évidemment la mesure gaussienne lorsque W est une forme quadra-
tique, et la contrainte porte alors sur la variance. De cette façon, on peut montrer
que, sur la portion d’espace à coordonnées positives, la mesure exponentielle maximise
l’entropie, à espérance fixée. On pourra consulter [CT91] pour d’autres exemples.

Pour terminer cette section, il nous faut parler de la règle de la châıne pour l’en-
tropie.

Théorème 10.2.3 (Règle de la châıne ou sous-additivité de l’entropie)
Soient n vecteurs aléatoires X1, . . . , Xn à densité par rapport à la mesure de Le-

besgue. Alors on a

(10.6) H((X1, . . . , Xn)) 6
n∑

i=1

H(Xi) ,

avec égalité si et seulement si les vecteurs aléatoires sont indépendants.

On pourra noter une certaine analogie entre ce théorème et la propriété de tensori-
sation 1.4.1 de l’entropie Ent. En réalité, ces deux inégalités sont formellement dans
des sens contraires, car H = −Entdx. En fait, la mesure de Lebesgue ne joue aucun
rôle dans la démonstration qui suit, et l’on peut montrer de la même manière que si
µ est la mesure produit des mesures positives µi, alors, pour toute fonction positive
f définie sur l’espace produit :

Entµ(f) >
n∑

i=1

Entµi

(
Eµ\i

(f)
)
,

où µ\i désigne la mesure produit des µj avec j 6= i.

Preuve du théorème 10.2.3. — Si X et Y sont deux vecteurs aléatoires à densité, on
définit l’entropie conditionnelle de X sachant Y par

H(X|Y ) déf.= H((X, Y ))−H(Y ) .

Elle représente l’information contenue dans X qui n’est pas fournie par la connaissance
de Y , ou bien l’incertitude moyenne restant sur X après la connaissance de Y . Si l’on
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note f(x, y) la densité du couple (X, Y ), f1(x) la densité de X et f2(y) celle de Y on
a

H(X)−H(X|Y ) = Ent(f(x, y) | f1(x)f2(y)) > 0.

Ainsi, on voit que
H(X|Y ) 6 H(X) ,

avec égalité si et seulement si X et Y sont indépendantes.
Il en découle que

H((X1, . . . , Xn)) =
n∑

i=1

H(Xi|(Xi−1, . . . , X1)) 6
n∑

i=1

H(Xi) .

Une conséquence amusante de ce théorème est une version faible de l’inégalité de
Hadamard sur le déterminant d’une matrice(1) qui s’obtient en appliquant la règle
de la châıne à des variables aléatoires gaussiennes bien choisies.

10.2.5. Information mutuelle et capacité d’un canal bruité. — La notion
d’entropie conditionnelle nous permet de définir l’information mutuelle de deux vec-
teurs aléatoires par

I(X, Y ) déf.= H((X, Y ))−H(X|Y )−H(Y |X) = I(Y,X) .

Elle représente l’information apportée sur X par la connaissance de Y , et réciproque-
ment. On a aussi

I(X, Y ) = H(X) + H(Y )−H((X,Y )) .

De nombreuses inégalités dont nous ne parlons pas ici y sont associées. Voir par
exemple à ce sujet [Khi57], [CT91], [DCT91] et [Rom92].

I(X,Y)H(X|Y)

H(X)
H(Y)

H(X,Y)

H(Y|X)

Figure 10.2. Imbrication des quantités liées à l’entropie et à l’information.

Revenons à la figure 10.1 et intéressons nous au canal de communication. Si l’on
considère que la transmission entre l’émetteur et le récepteur se fait à temps discret,
nous pouvons modéliser l’émission par une variable aléatoire ® émission Ż X, et la
réception par une variable aléatoire ® réception Ż Y , dépendant de X. Les émissions
et réceptions successives peuvent être alors vues comme des réalisations indépendantes

(1)Si A = (aij)16i,j6n est une matrice symétrique positive, alors det A 6 Qn
i=1 aii. On pourra

consulter [CT91] ou [DCT91] pour d’autres applications matricielles de ce type.

Version post-publication réservée aux auteurs - Compilée le 27 septembre 2002. c© Société Mathématique de France.
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du couple (X,Y ). Un canal idéal sans bruit correspondrait au cas où Y = X. Dans la
pratique, on peut considérer que l’® émission Ż X subit, dans le canal, de nombreuses
petites perturbations indépendantes dont l’effet cumulé est bien modélisé par une
variable aléatoire gaussienne Z indépendante de X. On a donc l’équation suivante :

Y = X + Z,

et on note N (pour noise) la variance de Z. On parle alors de canal gaussien à
temps discret, qui ne constitue qu’un type particulier de canaux de communication
idéalisés(1).

On définit à présent la capacité C(P ) de puissance P de notre canal de commu-
nication comme le supremum de l’information mutuelle I(X,Y ) sur l’ensemble des
® émissions Ż X de variance P . Or le maximum gaussien de l’entropie de Shannon à
variance fixée (10.5) entrâıne que :

I(X, Y ) déf.= H(Y )−H(Z) 6 1
2

log 2πe(P + N)− 1
2

log 2πeN =
1
2

log
(

1 +
P

N

)
,

avec égalité si et seulement si X suit une loi gaussienne de variance P . Nous venons
donc d’établir l’égalité suivante :

C(P ) = sup
Var(X)=P

I(X,X + Z) =
1
2

log
(

1 +
P

N

)
.

On voit que le canal est d’autant mieux exploité que la distribution de X est proche de
la distribution gaussienne. On peut alors adapter le couple source-émetteur en amont
du canal, dans la figure 10.1, en codant le message de telle sorte que le signal émis
ait une loi proche de la loi gaussienne. On pourra par exemple consulter à ce sujet
[Sha48], [CT91] ou encore [Khi57].

Certains canaux de communication comme la radio ou le téléphone sont modéli-
sés par un formalisme à temps continu. Les variables aléatoires d’émission X et de
réception Y sont alors remplacées par des processus (Xt) et (Yt), dépendants d’un
temps continu t, et le bruit Z par un bruit blanc (Zt), indépendant de (Xt). Ce type
de canaux est souvent soumis à une contrainte de limitation en fréquence de largeur
de bande W , qui se traduit par une équation du type Y (t) = (X(t) + Z(t)) ∗ h(t),
où h est une fonction de troncature de largeur W dans le domaine spectral. On peut
alors montrer que la notion de capacité garde encore un sens, et un résultat célèbre
dû à Nyquist et Shannon affirme que, sous certaines hypothèses, la capacité d’un
tel canal est donnée par

1
2
W log

(
1 +

P

NW

)
,

(1)Pour un canal faisant transiter des messages ® discrets Ż constitués d’éléments {e1, . . . , en}, on
pourrait penser à modéliser le bruit avec un formalisme Markovien. Lorsque ei est émis, le récepteur
reçoit ej avec probabilité p(ei|ej). Ici, un canal parfait, non bruité, correspondrait à p(ei|ej) = δij .
Voir par exemple à ce sujet [CT91] ou [Rom92].
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où P est la variance de l’émission et N celle du bruit. Nous renvoyons pour cela à
[Sha48] et [CT91] par exemple. La preuve originelle de Shannon [Sha48] fait inter-
venir l’inégalité (10.13) sur l’entropie exponentielle N, que nous allons aborder par la
suite.

Nous quittons à présent le monde motivant du codage et de la communication pour
nous plonger dans celui des inégalités faisant intervenir les objets N et J évoqués
dans l’introduction. Certaines des inégalités que nous présentons dans les sections qui
suivent interviennent dans des problèmes de la théorie de l’information (voir [CT91]
par exemple). Cela dit, nous les étudions ici pour elles-mêmes, et montrons comment
elles sont reliées entre elles ainsi qu’à d’autres inégalités en mathématiques.

10.3. Reformulation de l’inégalité de Sobolev logarithmique gaussienne

Dans cette partie, nous établissons le lien entre l’inégalité de Sobolev logarith-
mique optimale pour la mesure gaussienne établie dans les chapitres précédents (par
exemple (1.5.3) page 12), et une inégalité connue depuis les années 50 en théorie de
l’information, et que nous nommerons ® version euclidienne Ż de l’inégalité de Sobo-
lev logarithmique, puisqu’elle concerne la mesure de Lebesgue.

Pour t > 0, soitN (0, tIn) la loi gaussienne centrée sur Rn de covariance tIn. D’après
la remarque 1.5.4, l’inégalité de Sobolev logarithmique pour la loi gaussienne exprime
que pour toute fonction f dérivable de Rn dans R,

(10.7) EntN (0,tIn)

(
f2

)
6 2tEN (0,tIn)

(
|∇f |2

)
.

Comme nous l’avons vu à la section 4.6.1, cette inégalité est équivalente à l’inégalité
suivante sur la mesure de Lebesgue :

(10.8)
∫

g2 log g2dx 6 n

2
log

[
2

eπn

∫
|∇g|2dx

]
,

valable pour toute fonction g à décroissance rapide sur Rn appartenant à la sphère
unité de L2(dx). L’inégalité (10.8) est optimale et l’égalité est atteinte pour certaines
fonctions ® gaussiennes Ż, exponentielles de formes quadratiques [Car91].

Dans la suite de ce chapitre, nous parlerons de l’inégalité de Sobolev logarith-
mique euclidienne (optimale) pour désigner (10.8).

Comme nous l’avons vu à la section 4.6.1, l’inégalité (10.8), qui est du type (EEL)
(p. 60), peut s’obtenir à partir de l’inégalité de Sobolev dans Rn. Cette preuve,
qui semble être due à Beckner [Bec99], rend naturelle la constante 2/(eπn), qui est
l’équivalent lorsque n →∞ de la constante optimale de l’inégalité de Sobolev dans
Rn. Notons également que dans (10.8), le facteur n/2 est un facteur de dilatation.
C’est la constante qui doit apparâıtre pour que l’inégalité ne soit pas modifiée par le
changement de fonction f en αn/2f(αx).

10.3.1. Entropie exponentielle de Shannon, information de Fisher. — Nous
avons vu qu’il est possible de quantifier l’incertitude d’une loi par l’entropie H de
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Shannon. Nous introduisons maintenant sa forme exponentielle. L’entropie exponen-
tielle de Shannon d’un vecteur aléatoire X de densité f par rapport à la mesure de
Lebesgue sur Rn est définie par

(10.9) N(X) déf.=
1

2πe
e

2
n H(X).

L’entropie exponentielle de la loi gaussienne centrée de matrice de covariance K est
donc N(N (0,K)) = (det K)1/n. De même que pour l’entropie, la loi gaussienne centrée
réalise le maximum de N à variance fixée, de sorte que si X a pour covariance K,
alors N(X) 6 (det K)1/n. Ceci découle facilement de (10.5). À variance fixée, la loi
gaussienne est donc celle qui ® contient le plus d’incertitude Ż, au sens de l’entropie.
Ainsi, de la même manière que (det K)1/n représente le ® rayon moyen Ż de la matrice
K, N(X) représente en quelque sorte le ® rayon d’incertitude Ż du vecteur aléatoire
X.

Une deuxième quantité importante en théorie de l’information est l’information
de Fisher. Pour un vecteur aléatoire X de densité f par rapport à la mesure de
Lebesgue sur Rn, elle est définie comme l’énergie(1)

(10.10) J(X) déf.= 4
∫ ∣∣∣∇

(√
f
)∣∣∣

2

dx.

La version euclidienne de l’inégalité de Sobolev logarithmique (10.8) pour g =
√

f
s’écrit alors à l’aide des quantités introduites

(10.11) N(X)J(X) > n.

Remarquons que, pour tout α > 0, J(αX) = α−2J(X) et N(αX) = α2N(X), de
sorte que l’inégalité (10.11) est invariante par dilatation(2).

10.4. Autour des inégalités de Shannon et de Blachman-Stam

Les inégalités importantes en théorie de l’information font intervenir les quantités
introduites ci-dessus : l’entropie, l’entropie exponentielle et l’information de Fisher.
Certaines inégalités ne concernent qu’une seule de ces quantités, alors que d’autres
établissent des liens entre elles, comme le fait l’inégalité deSobolev logarithmique
(10.11). L’objet de cette section est de présenter quelques unes de ces inégalités et de
montrer comment elles sont liées. Il est important de comprendre que ces inégalités
sont toutes vraies, et que nous nous intéresserons surtout aux passages mathématiques
clairs entre elles. Ainsi, l’inégalité de Sobolev logarithmique (10.11), entrâınée par
plusieurs autres, apparâıt comme la plus faible, alors que l’inégalité de Blachman-
Stam, présentée ci-dessous, est la plus forte. Elle ne fait intervenir que l’information
de Fisher. On en trouvera une preuve dans [Sta59] (en dimension 1), [Bla65], [Car91]
ou encore [Zam98].

(1)On a aussi : J(X) = EL(X)

�
|∇ log f |2

�
=
R |∇ log f |2fdx =

R |∇f |2f−1dx =
R ∇f · ∇ log fdx.

(2)Plus généralement, si A est une matrice inversible, alors N(AX) = |det A|2/nN(X), et J(AX)
se calcule par la relation J(X) = Tr(J(X)) où J est définie plus loin en (10.21), et par J(AX) =

A−1>J(X) A−1.
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Théorème 10.4.1 (Inégalité de Blachman-Stam). — Soient λ un réel entre 0
et 1 et X et Y deux vecteurs aléatoires indépendants de Rn. On a alors

(10.12) λJ(X) + (1− λ)J(Y ) > J
(√

λX +
√

1− λY
)

.

Notons que lorsque X et Y ont même covariance, il en est de même pour le vecteur
aléatoire

√
λX +

√
1− λY .

Dans cette section, nous allons indiquer trois itinéraires qui permettent de dé-
duire l’inégalité de Sobolev logarithmique (10.11) de cette inégalité de Blachman-
Stam(1). Le premier que nous exposons est le plus riche. Il passe par deux étapes, qui
sont l’inégalité de Shannon-Stam et l’inégalité de l’entropie exponentielle de Shan-
non. La deuxième méthode est directe, et enfin la troisième méthode passe par la
concavité de l’entropie exponentielle.

10.4.1. Première méthode. — Dans son article fondateur [Sha48], Shannon
prouve l’un des théorèmes de ® codage bruité Ż grâce à l’inégalité suivante :

Théorème 10.4.2 (Inégalité de l’entropie exponentielle de Shannon)
Pour tous vecteurs aléatoires indépendants X et Y de Rn à densité par rapport à

la mesure de Lebesgue, on a

(10.13) N(X + Y ) > N(X) + N(Y ) .

L’égalité n’est réalisée que lorsque les deux vecteurs aléatoires sont gaussiens indé-
pendants de covariances proportionnelles.

Montrons maintenant que l’on peut déduire l’inégalité de Sobolev logarithmique
(10.8) de cette inégalité de Shannon (10.13). L’outil essentiel est l’identité de De-
Bruijn, qui établit un lien étroit entre entropie et information de Fisher. Elle a
été établie par Stam dans [Sta59], dont nous retranscrivons ici la preuve dans le
vocabulaire du semi-groupe de la chaleur.

Théorème 10.4.3 (Identité de DeBruijn). — Soit X un vecteur aléatoire de Rn

et soit Z un vecteur gaussien standard de Rn indépendant de X. On a alors

(10.14) ∂t

[
H

(
X +

√
tZ

)]
=

1
2
J
(
X +

√
tZ

)
.

Preuve. — Soit (Pt)t>0 le semi-groupe de la chaleur, associé au générateur (1/2)∆
sur Rn (pour cette notion, on pourra se reporter à la section 2.4.1). La densité de
X +

√
tZ est alors Ptf , où f est la densité de X, et H

(
X +

√
tZ

)
= H(Ptf). Ainsi

la densité de X +
√

tZ vérifie l’équation de la chaleur :

∂tPtf =
1
2
∆(Ptf).

(1)également connue sous la formulation équivalente suivante : pour tous vecteurs X et Y indépen-
dants, J(X + Y )−1 > J(X)−1 + J(Y )−1.
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C’est l’argument qui permet de transformer la dérivation en temps ∂t en dérivation
en espace, contenue dans la définition de J. Comme la mesure de Lebesgue est la
mesure symétrique du semi-groupe de la chaleur, on a par un calcul standard :

∂tH(Ptf) = −
∫

1
2
∆(Ptf)(log Ptf + 1)dx

= −1
2

∫
(log Ptf)∆(Ptf)dx

=
1
2
J(Ptf) =

1
2
J
(
X +

√
tZ

)
,

ce qui achève la preuve de l’identité de DeBruijn.

Remarque 10.4.4. — Ce dernier calcul est exactement celui qui a été fait dans la
preuve de la décroissance de l’entropie, théorème 2.6.7 p. 32, et qui aboutissait à
l’équation (2.17)

∂t (−Entµ(Ptf)) = Eµ(Ptf, log Ptf) = 4Eµ

(√
Ptf

)
.

Il est donc très tentant de calquer la preuve du théorème 2.6.7 dans notre contexte,
ce que nous allons faire. En utilisant l’inégalité de Sobolev logarithmique (10.11),
on majore J(Ptf) par une expression en H(Ptf), ce qui donne exactement

∂tN(Ptf) > 1.

En intégrant, on obtient

N
(
X +

√
tZ

)
> N(X) + t = N(X) + N

(√
tZ

)
,

et on reconnâıt alors l’inégalité de l’entropie exponentielle (10.13) avec une variable
Y de loi normale N (0, tIn).

Utilisons maintenant l’inégalité de Shannon (10.13). Elle implique facilement que

∂t=0

[
N

(
X +

√
tZ

)]
> N(Z) = 1.

Mais par l’identité de DeBruijn,

∂t=0

[
N

(
X +

√
tZ

)]
=

2
n

∂t=0

[
H

(
X +

√
tZ

)]
N(X)

=
1
n
N(X)J(X) .

On obtient alors l’inégalité de Sobolev logarithmique, version euclidienne (10.11).
Pour obtenir l’inégalité de Shannon à partir de celle de Blachman-Stam, nous

passerons par les étapes suivantes :

Théorème 10.4.5 (Inégalité de Shannon-Stam). — Soient X et Y deux vec-
teurs aléatoires indépendants de Rn à densité par rapport à la mesure de Lebesgue,
et λ un réel entre 0 et 1. On a alors

(10.15) H
(√

λX +
√

1− λY
)

> λH(X) + (1− λ)H(Y ) .
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Théorème 10.4.6. — Pour tous vecteurs aléatoires indépendants X et Y de Rn à
densité par rapport à la mesure de Lebesgue, on a

(10.16) H(X + Y ) > H
(
X̃ + Ỹ

)
,

où X̃ et Ỹ sont deux vecteurs aléatoires gaussiens indépendants, de covariances pro-
portionnelles, tels que

H(X̃) = H(X) et H(Ỹ ) = H(Y ) .

On voit facilement que l’inégalité (10.16) est équivalente à celle de Shannon car
pour deux lois gaussiennes de covariances proportionnelles, cette dernière est une
égalité. De la même façon, les deux inégalités (10.15) et (10.16) sont équivalentes car
pour deux lois gaussiennes de covariances proportionnelles, (10.15) est une égalité.
Ceci montre que les inégalités de Shannon et de Shannon-Stam sont équivalentes.

Pour finir, il nous reste à montrer comment déduire l’inégalité de Shannon-Stam
(10.15) de l’inégalité de Blachman-Stam (10.12) [DCT91]. Soient X0 et Y0 deux
vecteurs aléatoires gaussiens standards indépendants entre eux et indépendants de X
et Y . Fixons λ ∈ [0, 1], et notons

Xt =
√

tX +
√

1− tX0,

Yt =
√

tY +
√

1− tY0,

puis

Vt =
√

λXt +
√

1− λYt.

Ainsi, pour tout t dans [0, 1], Xt et Yt sont des vecteurs aléatoires indépendants, et
on veut montrer que ϕ(t) = H(Vt) − λH(Xt) − (1 − λ)H(Yt) > 0. En t = 0, c’est
vrai, car X0 et Y0 sont gaussiens et indépendants. Il suffit donc de montrer que ϕ est
croissante. Pour cela, on effectue un changement d’échelle en écrivant, pour t > 0,

Vt =
√

tV1 +
√

1− tV0 =
√

t (V1 +
√

εtV0) ,

avec εt = (1− t)/t. Ainsi, grâce à (10.4),

ϕ(t) = H(V1 +
√

εtV0)− λH(X1 +
√

εtX0)− (1− λ)H(Y1 +
√

εtY0) .

En dérivant, on a, par (10.14),

∂tϕ(t) =
1
2
(∂tεt)

(
J(V1 +

√
εtV0)− λJ(X1 +

√
εtX0)− (1− λ)J(Y1 +

√
εtY0)

)
.

Ceci permet, en appliquant l’inégalité de Blachman-Stam (10.12), de voir la crois-
sance de ϕ, et par là, la positivité de ϕ(1), qui est exactement (10.15).

10.4.2. Deuxième méthode. — Cette méthode est directe. Nous n’en présentons
ici que les grandes lignes. En partant de l’inégalité de Blachman-Stam (10.12), on
peut démontrer l’inégalité de Sobolev logarithmique (10.8) pour un vecteur aléatoire
X de carré intégrable en utilisant une ® méthode de semi-groupe Ż (voir [Car91]).
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L’idée est de considérer l’entropie relative Ent(X |Z), où Z est un vecteur aléatoire
normal indépendant de X, et d’écrire que

Ent(X |Z) = −
∫ ∞

0

∂tEnt(Xt |Z) dt,

avec Xt = e−tX + (1− e−2t)1/2
Z. Notons qu’ici, le semi-groupe Pt d’Ornstein-

Uhlenbeck est sous-jacent, car on a E(f(Xt)) = E(Ptf(X)) pour toute fonction
f bornée. La dérivée de l’entropie relative s’écrit à l’aide de l’information J(Xt), à
laquelle on applique (10.12). Lorsqu’on intègre ensuite en t, on obtient une majoration
de Ent(X |Z) qui implique une inégalité paramétrée par t, qui, elle-même, fournit
l’inégalité de Sobolev logarithmique (10.8) après une optimisation en t.

10.4.3. Troisième méthode. — Cette dernière méthode passe par une nouvelle in-
égalité, la concavité de l’entropie exponentielle, liée au critère ® courbure-dimension Ż
ou encore ® critère Γ2 Ż (défini au début du chapitre 5).

Proposition 10.4.7 (Concavité de l’entropie). — Pour tout vecteur aléatoire X
de Rn à densité par rapport à la mesure de Lebesgue, et tout vecteur aléatoire Z
normal standard indépendant de X,

(10.17) ∂t

[
J
(
X +

√
tZ

)−1
]

> 1
n

.

Le nom de cette propriété vient de ce qu’elle peut se réécrire sous la forme

∂2
t N

(
X +

√
tZ

)
6 0.

L’entropie exponentielle N est donc concave par rapport à la variance d’une pertur-
bation additive normale indépendante.

Cette proposition peut se déduire de l’inégalité de Blachman-Stam (10.12) (voir
[DCT91]), mais nous préférons ici utiliser le ® critère Γ2 Ż pour le semi-groupe de la
chaleur. Considérons son générateur L = (1/2)∆ sur Rn. Dans le chapitre 5, il a été vu
à la remarque 5.3.2 p. 74 que ce générateur vérifie Γ2 > (L)2/n. Cette propriété, notée
CD(0, n), est le critère courbure-dimension de courbure nulle et de dimension n. C’est
le terme dimensionnel qui est important ici. Posons Jt

déf.= J(Ptf) = J
(
X +

√
tZ

)
, où

f est la densité de X. On a alors Jt = −2Ψ′(t) avec la notation Ψ du paragraphe 5.6.3,
p. 89. Grâce à la propriété Γ2 > (L)2/n, les calculs du paragraphe 5.6.3 permettent
de montrer l’inégalité (5.24), qui se traduit dans notre contexte par

−∂tJt > 1
n
Jt

2.

On en déduit alors immédiatement (10.17).
Nous nous proposons maintenant de retrouver l’inégalité de Sobolev logarith-

mique (10.8) à partir de cette inégalité (10.17). Encore une fois, il est possible d’utiliser
une méthode de semi-groupe (voir [BCL97]), qui consiste ici à écrire

∫
f log fdx =

∫
PT f log PT fdx +

∫ T

0

∫
J(Ptf) dxdt,
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puis à majorer Jt à l’aide de (10.17) et à contrôler finement
∫

PT f log PT fdx.
Il est aussi possible de faire comme suit. Soient X un vecteur aléatoire de Rn à

densité, et Z un vecteur aléatoire normal standard indépendant de X. Notons alors
Xt =

√
tX +

√
1− tZ, Nt

déf.= N(Xt), et Jt
déf.= J(Xt). Pour t = 0, il est évident

que N0J0 = n, et l’on veut montrer que N1J1 > n. Il suffit pour cela de montrer la
croissance de NtJt. Un changement d’échelle montre qu’avec ε = εt = (1− t)/t, on a

NtJt = N
(
X +

√
εZ

)
J
(
X +

√
εZ

)
.

Ainsi en dérivant, on obtient

∂t(NtJt) = (∂tε)Nt

[
1
n
J2

t + ∂εt
Jt

]
,

qui est positif par (10.17). Ceci termine notre dernière preuve de l’inégalité de Sobo-
lev logarithmique.

En conclusion, nous pouvons dresser le tableau suivant :

Inég. entropie exp. de Shannon Inég. de Shannon-Stam

N(X + Y ) > N(X) + N(Y ) ←→ H
�√

λX +
√

1− λY
�
> λH(X) + (1− λ)H(Y )

↓ ↑

Inég. Sobolev log. Inég. de Blachman-Stam

N(X)J(X) > n ←− λJ(X) + (1− λ)J(Y ) > J
�√

λX +
√

1− λY
�

↖ ↙

Concavité de l’entropie exp.

∂t=0

�
1

n
J
�
X +

√
tZ
��−1

> 1

Notez que nous utilisons des flèches plutôt que des implications car ces inégalités
sont toutes vraies et peuvent, pour certaines d’entre elles, être établies indépendam-
ment. Les flèches correspondent alors à des passages mathématiques directs entre les
inégalités.

10.5. L’inégalité de Young et ses conséquences

L’inégalité de Shannon-Stam (10.15) qui, rappelons-le, implique l’inégalité de
Sobolev logarithmique, est obtenue dans [DCT91] grâce à l’inégalité de Young.
Nous présentons ici cette inégalité avec sa constante optimale (voir [Bec75] et [BL76a]).

Théorème 10.5.1 (Inégalité de Young). — Soient 1 6 r, p, q 6 ∞ des réels tels
que 1+1/r = 1/p+1/q. Alors, pour toutes fonctions f dans Lp(Rn) et g dans Lq(Rn),

‖f ? g‖r 6
(

cpcq

cr

)n/2

‖f‖p‖g‖q avec cp =
p1/p

|p′|1/p′ ,
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où p′ est le conjugué de Hölder de p (i.e. 1/p + 1/p′ = 1) et c1 = c∞ = 1.
Réciproquement, si 0 6 r, p, q 6 1, alors l’inégalité est inversée :

‖f ? g‖r >
(

cpcq

cr

)n/2

‖f‖p‖g‖q.

Ces inégalités sont des égalités lorsque les fonctions f et g sont gaussiennes. On
pourra également consulter à ce sujet l’article [Lie90] de Lieb.

Ce théorème permet de démontrer toute une série d’inégalités dont (10.15) est un
cas limite (voir [DCT91]), et qui font intervenir les entropies de Renyi. Pour une
variable aléatoire X de densité f dans Lp(Rn), l’entropie de Renyi d’ordre p est
définie par

Hp(X) =
1

1− p
log E

(
f(X)p−1

)
=

p

1− p
log ‖f‖p.

L’entropie Hp est continue en p si l’on pose H1 déf.= H et H0(X) déf.= log |{f > 0}| où
|C| désigne la mesure de Lebesgue de C.

Théorème 10.5.2. — Soient 0 < r 6 ∞ et λ ∈ [0, 1]. Soient alors p et q tels que
1/p′ = λ/r′ et 1/q′ = (1 − λ)/r′. Si X et Y sont des vecteurs aléatoires dans Rn

indépendants dont les entropies Hp(X) et Hq(Y ) sont bien définies, alors

(10.18) Hr
(√

λX +
√

1− λY
)
− λHp(X)− (1− λ)Hq(Y )

> Hr(Z)− λHp(Z)− (1− λ)Hq(Z) ,

où Z désigne un vecteur aléatoire gaussien standard dans Rn.

Si l’on choisit r = 1, donc p = q = 1, on retrouve le théorème 10.4.5. C’est
de cette manière que l’inégalité de l’entropie exponentielle de Shannon est prouvée
dans [Lie78]. Si, en revanche, r tend vers 0, alors, en suivant [DCT91], on obtient

H0(λX + (1− λ)Y )− λH0(X)− (1− λ)H0(Y ) > 0.

Remarquons ici que la transformation λX +(1−λ)Y est, en un certain sens, celle qui
préserve la taille du support. En appliquant cette inégalité à deux vecteurs aléatoires
X et Y de supports A/λ et B/(1− λ), on obtient directement l’inégalité de Brunn-
Minkowski sous sa forme multiplicative :

(10.19) |A + B| >
∣∣∣∣
A

λ

∣∣∣∣
λ

+
∣∣∣∣

B

1− λ

∣∣∣∣
1−λ

,

où |C| désigne la mesure de Lebesgue de C. Une optimisation en λ fournit la forme
additive plus courante de l’inégalité de Brunn-Minkowski :

|A + B|1/n > |A|1/n + |B|1/n
.

L’inégalité de Young permet donc de faire un lien entre l’inégalité de Shannon
et celle de Brunn-Minkowski, qui sont formellement très ressemblantes. Notons à
ce propos que récemment Bobkov et Ledoux ont redémontré l’inégalité de Sobo-
lev logarithmique gaussienne à l’aide de l’inégalité de Brunn-Minkowski (10.19),
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dans [BL00]. Ceci complète encore notre panorama. Le théorème 10.5.2 a de très
nombreuses autres conséquences (voir pour cela [DCT91]).

10.6. Principes d’incertitude

Le principe d’incertitude le plus célèbre est sans doute celui de Weyl-Heisenberg
en mécanique quantique, qui exprime le fait que pour une particule élémentaire, le
produit des dispersions en position et en impulsion est minoré universellement. Cette
idée de borne inférieure sur le produit de deux objets mathématiques associés à une
certaine information se retrouve en statistique dans le principe d’incertitude de Cra-
mér-Rao, et en théorie de l’information dans celui de Beckner-Hirschman. Nous
allons présenter brièvement ces principes et établir des liens entre eux ainsi qu’avec
certaines des inégalité précédentes. Bien évidemment, l’incertitude ne réside pas dans
les inégalités entre objets mathématiques, mais plutôt dans les interprétations qui en
sont faites dans les disciplines concernées.

Après la donnée de quelques notions d’estimation paramétrique, nous établissons
l’inégalité de Cramér-Rao puis nous montrons qu’elle entrâıne un principe d’incer-
titude du même nom, qui découle en dimension 1 de l’inégalité de Sobolev loga-
rithmique euclidienne optimale et du maximum gaussien de l’entropie exponentielle
à variance fixée. Nous passons ensuite à l’énoncé du principe d’incertitude de Weyl-
Heisenberg, et nous montrons qu’il est équivalent à celui de Cramér-Rao par l’in-
termédiaire d’inégalités dues à Stam, également connues sous le nom de principe(s)
d’incertitude de Stam. Nous terminons enfin par le principe d’incertitude de Beck-
ner-Hirshman, découlant d’un résultat sur la norme d’opérateur de la transformée
de Fourier. Ce dernier principe d’incertitude entrâıne une version forte de l’inégalité
de Sobolev logarithmique euclidienne optimale.

Avant d’entamer l’exposition de ces différents principes d’incertitude, signalons
qu’ils permettent d’établir de très nombreuses inégalités matricielles (voir par exemple
[DCT91]).

10.6.1. Principe d’incertitude de Cramér-Rao. — Commençons par le do-
maine de la statistique, en donnant un exemple. On désire connâıtre la position d’un
objet (un sous-marin) à l’aide d’un sonar, dont, malheureusement, la précision n’est
pas parfaite. On effectue donc plusieurs observations x1, . . . , xn de la position réelle
θ de l’objet. Pour simplifier, on prendra cette position θ dans R (au lieu de R3). On
peut supposer que les observations x1, . . . , xn sont des réalisations de variables aléa-
toires X1, . . . , Xn indépendantes, et qui suivent une loi normale centrée en θ, dont
la variance σ2 reflète la précision du sonar. La question qui se pose est d’estimer la
position réelle θ à partir des observations, c’est-à-dire de choisir une fonction Y des
x1, . . . , xn, appelée estimateur, qui soit ® proche Ż de θ. Un choix très naturel est la
moyenne arithmétique

Y (x1, . . . , xn) déf.=
x1 + · · ·+ xn

n
.
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Cet estimateur a l’avantage d’avoir exactement θ comme espérance, puisque

E(Y ) = E
(

X1 + · · ·+ Xn

n

)
= E(X1) = θ.

On définit le biais d’un estimateur comme la différence entre son espérance et la
valeur que l’on cherche à estimer. On voit donc ici que le biais de Y est E(Y )−θ = 0.
On dit que Y est sans biais. Il est évident maintenant que plus la variance de Y est
petite, plus Y sera proche de la valeur réelle θ. Dans notre cas précis, le calcul de
cette variance est immédiat :

Var(Y ) =
Var(X1)

n
=

σ2

n
.

Il est satisfaisant de se rendre compte que plus la précision du sonar est bonne
(ce qui correspond à σ petit), ou plus le nombre d’observations est grand, meilleure
sera l’estimation de la position réelle. L’inégalité de Cramér-Rao, qui est présentée
ci-dessous, montre qu’aucun estimateur sans biais n’aurait fait mieux que Y , au sens
où Y est de variance minimale parmi la classe des estimateurs sans biais de θ.

Nous allons maintenant formaliser les notions précédentes. On considère un espace
mesurable Ω muni d’une famille de probabilités (µθ)θ∈Θ indexée par un ouvert Θ de
Rk. Dans l’exemple précédent, l’espace Ω correspond à Rn, c’est-à-dire aux observa-
tions, et µθ = N (θ, σ)⊗n, où N (θ, σ) est la loi gaussienne sur R centrée en θ et de
variance σ2.

On suppose que toutes les mesures de probabilité µθ sont dominées par une même
mesure µ, et on note alors Lθ la densité de µθ par rapport à µ, traditionnellement
appelée vraisemblance(1). Dans l’exemple du sonar, on peut bien sûr choisir pour µ la
mesure de Lebesgue, et la vraisemblance Lθ est donnée par

Lθ(x1, . . . , xn) =
n∏

i=1

f(xi − θ),

où f est la densité de la mesure gaussienne N (0, σ) :

f(x) =
1√
2πσ

exp
(
− x2

2σ2

)
.

L’intégration sur Ω par rapport à la mesure µθ est notée Eθ, de sorte que pour
toute variable aléatoire Y , on a

Eθ(Y ) =
∫

Ω

Y dµθ =
∫

Ω

Y Lθdµ.

Avant d’énoncer l’inégalité de Cramér-Rao, il est nécessaire de mentionner une
propriété élémentaire de la vraisemblance Lθ. Notons ∇θ la dérivation par rapport à
θ. Alors, sous de bonnes hypothèses de régularité, ∇θ log Lθ est centrée sous µθ. En

(1)Likelihood en anglais, d’où la notation Lθ.
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effet,

0 = ∇θ Eθ(1)︸ ︷︷ ︸
1

= ∇θ

∫
Lθdµ =

∫
∇θLθdµ = Eθ

(∇θLθ

Lθ

)
= Eθ(∇θ log Lθ) .

La matrice de covariance de ∇θ log Lθ, sous µθ, est appelée matrice d’information de
Fisher du modèle. C’est une matrice carrée de taille k × k, elle est notée I(θ), et
définie par

I(θ) = Eθ

(∇θ log Lθ · ∇θ log L>θ
)
.

Dans l’exemple du sonar, un calcul simple donne I(θ) = n/σ2.
Comme on l’a fait précédemment, on peut chercher à estimer le paramètre θ, à

partir des observations. Comme θ ∈ Rk est multidimensionnel, on peut commencer,
pour simplifier, par estimer une fonction réelle F de ce paramètre. Un estimateur
sans biais de F (θ) est une variable aléatoire Y sur Ω de moyenne F (θ) sous µθ. Le
théorème suivant donne une minoration de la variance d’un tel estimateur.

Théorème 10.6.1 (Inégalité de Cramér-Rao en statistique)
Supposons que la fonction θ 7→ Lθ est différentiable sur Θ, que ∇θ log Lθ est cen-

trée de carré intégrable pour µθ et que la matrice d’information de Fisher I(θ) est
inversible. Soit Y une variable aléatoire de L2(Ω, µθ) pour tout θ ∈ Θ, et telle que
∇θ

(∫
Lθ · Y dµ

)
=

∫
(∇θLθ · Y ) dµ. On a alors

Varθ(Y ) > ∇θEθ(Y )> · I(θ)−1 · ∇θEθ(Y ) .

Supposons que l’on désire estimer une fonction réelle F du paramètre θ. Le théo-
rème 10.6.1 montre que tout estimateur sans biais Y de F (θ) admet une erreur qua-
dratique Varθ(Y ) au moins aussi grande que la quantité positive(1) ∇θF (θ)> · I(θ)−1 ·
∇θF (θ), qui dépend du modèle uniquement. Par exemple, si le paramètre θ est réel
(i.e. k = 1), tout estimateur sans biais Y de θ vérifie

Varθ(Y ) > I(θ)−1
,

où ici la matrice I(θ) est simplement un nombre réel. Dans l’exemple précédent, on
a vu que I(θ) = n/σ2. Ceci signifie que l’estimateur Y = (x1 + · · · + xn)/n est de
variance minimale.

Preuve du théorème 10.6.1. — Soit Y est une variable aléatoire satisfaisant les hy-
pothèses du théorème. On a alors

∇θEθ(Y ) = ∇θ

∫
Y Lθdµ =

∫
Y∇θLθdµ

= Eθ(Y∇θ log Lθ)−Eθ(Y )Eθ(∇θ log Lθ)︸ ︷︷ ︸
=0

= Eθ((Y −Eθ(Y ))∇θ log Lθ) .

Ainsi, pour tout vecteur v de Rk, on a

〈v,∇θEθ(Y )〉 = Eθ(〈v,∇θ log Lθ〉(Y −Eθ(Y ))) ,

(1)Les estimateurs sans biais pour lesquels la borne inférieure de l’inégalité est atteinte sont dits
® efficaces Ż. Il n’en existe pas toujours. Dans l’exemple du sonar, Y = (x1 + · · ·+ xn)/n est efficace.
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et par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit que

Varθ(Y ) > 〈v,∇θEθ(Y )〉2

Eθ

(
〈v,∇θ log Lθ〉2

) .

En choisissant v = I(θ)−1 · ∇θEθ(Y ), on obtient exactement la conclusion du théo-
rème :

Varθ(Y ) > ∇θEθ(Y )> · I(θ)−1 · ∇θEθ(Y ) .

Le théorème 10.6.1 se généralise aisément à un vecteur aléatoire Y multidimen-
sionnel, et à une fonction vectorielle F (θ). Soit Y un estimateur sans biais de F (θ),
c’est-à-dire que Y est d’espérance F (θ) sous µθ. En appliquant le théorème 10.6.1 à
chaque estimateur sans biais 〈u, Y 〉 de 〈u, F (θ)〉, on montre que la matrice de cova-
riance Kθ(Y ) de Y sous µθ vérifie

(10.20) Kθ(Y ) > ∇θF (θ)> · I(θ)−1 · ∇θF (θ),

au sens des formes quadratiques. Pour plus de détails, nous renvoyons par exemple à
[DCD82].

Nous allons voir maintenant que cette inégalité permet d’obtenir un principe d’in-
certitude connu sous le nom de ® principe d’incertitude de Cramér-Rao Ż. Dans
la partie suivante nous montrerons que ce principe est équivalent à celui de Weyl-
Heisenberg.

Appliquons l’inégalité de Cramér-Rao (10.20) au modèle suivant, appelé modèle
de position. Soit X un vecteur aléatoire centré de carré intégrable admettant une
densité f par rapport à la mesure de Lebesgue de Rk. Prenons alors comme espace
mesurable Ω = Rk, comme vraisemblance Lθ = f(· − θ), θ ∈ Rk, et comme mesure
µ la mesure de Lebesgue sur Rk. L’exemple du sonar, avec n = 1, c’est-à-dire avec
une seule mesure de la position de l’objet, est un exemple de modèle de position.
Dans cet exemple, X est une variable aléatoire normale, centrée et de variance σ2.
Elle modélise l’erreur faite dans l’observation de la position.

On observe que la matrice d’information de Fisher I(θ) ne dépend plus du pa-
ramètre θ, et s’exprime uniquement à l’aide de la densité f . En effet, I(θ) = J(X)
où

(10.21) J(X) déf.=
∫
∇f · ∇f>

dx

f
=

∫
∇ log f · ∇ log f>fdx.

Cette matrice est appelée matrice d’information de Fisher du vecteur aléatoire X.
Remarquons que la trace de J(X) n’est rien d’autre que l’information de Fisher J(X)
définie par (10.10) :

Tr (J(X)) = J(X) .

Prenons maintenant l’estimateur Y (x) = x. C’est le choix qui est fait dans l’exemple
du sonar à une seule mesure. Alors Y est un estimateur sans biais de θ, puisque

Eθ(Y ) =
∫

xf(x− θ)dx = E(X) + θ = θ.
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D’autre part, il est facile de voir que sa matrice de covariance est justement celle de
X. En appliquant l’inégalité de Cramér-Rao (10.20), on obtient le résultat suivant
(théorème 10.6.2). Ce résultat est encore valable lorsque X n’est pas centrée, car ni sa
matrice de covariance KX , ni sa matrice d’information de Fisher J(X) ne dépendent
de son espérance.

Théorème 10.6.2 (Principe d’incertitude de Cramér-Rao)
Si X est un vecteur aléatoire de covariance KX , on a au sens des formes quadra-

tiques

(10.22) KX > J(X)−1
.

En dimension 1, ce résultat est une conséquence directe de l’inégalité de Sobolev
logarithmique (10.11), grâce à l’optimalité des lois gaussiennes à variance fixée (10.5),
puisque l’entropie exponentielle d’une loi gaussienne est justement la variance de cette
loi.

En dimension supérieure, le principe d’incertitude de Cramér-Rao est une in-
égalité matricielle et non plus scalaire. Par conséquent, elle ne se compare pas aussi
facilement à l’inégalité de Sobolev logarithmique. Cependant, Zamir a montré dans
[Zam98] comment obtenir l’inégalité de Blachman-Stam (10.12) à partir du principe
d’incertitude de Cramér-Rao.

10.6.2. Principe d’incertitude de Weyl-Heisenberg. — Deux vecteurs alé-
atoires de Rn de densités respectives f et g sont dits associés s’il existe deux fonctions
à valeurs complexes ϕ et ψ de carrés intégrables telles que ϕ = ψ̂, f = |ϕ|2/‖ϕ‖22
et g = |ψ|2/‖ψ‖22, où ψ̂ désigne la transformée de Fourier de ψ. L’exemple le plus
simple est le suivant : f = |√̂g|2/‖√̂g‖22.

En mécanique quantique, ϕ (ou ψ) est ce que l’on appelle une ® fonction d’onde Ż.
Une fonction d’onde est associée à une particule élémentaire. La fonction f représente
la densité de probabilité de présence de la particule dans l’espace. Chaque grandeur
physique observable (position, impulsion. . . ) est associée à un opérateur auto-adjoint
opérant sur l’espace des fonctions d’ondes et dont le spectre représente l’ensemble
des valeurs mesurables (observables) de la grandeur physique. Les fonctions d’ondes
® observées Ż sont des vecteurs propres de l’opérateur. On passe de l’opérateur position
à l’opérateur impulsion par transformée de Fourier (voir [DL84]), ce qui explique
l’introduction de la notion de variables aléatoires associées.

Le principe d’incertitude de Weyl-Heisenberg exprime le fait qu’on ne peut avoir
une faible dispersion à la fois en position et en impulsion.

Théorème 10.6.3 (Principe d’incertitude de Weyl-Heisenberg)
Si X et Y sont deux vecteurs aléatoires associés de covariances KX et KY , on a

au sens des formes quadratiques

(10.23) 16π2KY −K−1
X > 0 et de façon symétrique 16π2KX −K−1

Y > 0.

Une démonstration fait appel à une inégalité de Pitt (voir [Bec95]), qui elle-même
découle de l’inégalité de Young (théorème 10.5.1).
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Le célèbre principe d’incertitude de Heisenberg s’écrit en dimension 1 comme
suit :

2πσXσY > h,

où σX (resp. σY ) désigne l’écart type de X (resp. de Y ) et h la constante de Planck.
Il correspond à une normalisation différente dans la définition des variables associées.
Avec la normalisation adoptée ici, il s’écrirait 4πσXσY > 1. Enfin, signalons que
d’autres principes du même type, correspondant à différents couples de grandeurs
physiques associées, peuvent être énoncés de la même manière.

Un résultat dû à Stam, dans [Sta59], affirme que si X et Y sont associés, de
matrices de covariance KX et KY , alors on a

(10.24) 16π2KY − J(X) > 0 et de façon symétrique 16π2KX − J(Y ) > 0,

avec égalité lorsque la fonction correspondante ϕ (symétriquement ψ) est d’argument
constant. Le cas d’égalité est facile à traiter car la transformée de Fourier est une
isométrie et échange dérivations et moments. Les inégalités (10.24) permettent de
passer du principe d’incertitude de Weyl-Heisenberg à celui de Cramér-Rao et
réciproquement.

10.6.3. Principe d’incertitude de Beckner-Hirschman. — Un troisième prin-
cipe d’incertitude célèbre est celui de Beckner-Hirschman, qui fait intervenir uni-
quement l’entropie exponentielle. Nous allons voir qu’il entrâıne à son tour une inéga-
lité (10.26) (ci-dessous) plus forte que la version euclidienne de l’inégalité de Sobolev
logarithmique gaussienne (10.11).

Théorème 10.6.4 (Principe d’incertitude de Beckner-Hirschman)
Si X et Y sont deux vecteurs aléatoires associés, alors

(10.25) 16π2N(X)N(Y ) > 1.

En utilisant le maximum gaussien à variance fixé (10.5), on en déduit que

16π2|KX |1/n|KY |1/n > 1,

qui entrâıne le principe d’incertitude de Weyl-Heisenberg en dimension 1.
Comme nous allons le voir, le principe d’incertitude de Beckner-Hirschman

découle de l’inégalité de Hausdorff-Young sur la norme de la transformation de
Fourier, qui affirme que

‖ϕ‖p′ 6 cn/2
p ‖ψ‖p,

où p et p′ sont des conjugués de Hölder avec 1 < p 6 2, et où cp est la constante
intervenant dans l’inégalité de Young (10.5.1). Cette inégalité permet d’ailleurs de
retrouver l’inégalité de Young (10.5.1) sur le domaine 1 6 p, q 6 2 et 2 6 r (voir
[Bec75]).

Preuve du théorème 10.6.4. — Notons |ϕ|2 la densité de X et |ϕ̂|2 celle de Y . Alors,
par l’inégalité de Hausdorff-Young, on a

log ‖ϕ‖p′ − log ‖ϕ̂‖p 6 log cn/2
p
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pour 1 < p 6 2, c’est-à-dire p′ > 2, et avec égalité en p = p′ = 2. On peut donc
dériver cette inégalité en p′ = 2. On a

∂p′=2 log ‖ϕ‖p′ = −1
4
H

(|ϕ|2) = −1
4
H(X) ,

et de même

∂p′=2 log ‖ϕ̂‖p = −∂p=2 log ‖ϕ̂‖p =
1
4
H(Y ) .

De plus, ∂p′=2 log c
n/2
p = −n(1 − log 2)/4. On obtient alors l’écriture additive du

principe d’incertitude de Beckner-Hirschman :

H(X) + H(Y ) > n(1− log 2).

Nous allons voir que le principe d’incertitude de Beckner-Hirschman (10.25)
implique l’inégalité suivante, valable pour tout vecteur aléatoire X à densité :

(10.26) N(X) |J(X)|1/n > 1.

Cette inégalité est plus forte que la version euclidienne (10.11) de l’inégalité de So-

bolev logarithmique gaussienne, puisque |J(X)|1/n est la moyenne géométrique des
valeurs propres (réelles positives) de J(X) alors que J(X) /n est leur moyenne arith-
métique. Cela dit, il suffit d’appliquer l’inégalité de Sobolev logarithmique standard
(10.11) au vecteur aléatoire J(X)1/2

X pour obtenir immédiatement la version forte
(10.26) (cet argument est dû à [Dem90]). Ainsi, même si à X fixé, l’inégalité forte
(10.26) est plus fine que (10.11), ces deux inégalités fonctionnelles sont équivalentes.

Pour prouver l’inégalité (10.26), il suffit de choisir la fonction d’onde d’argument
constant ϕ =

√
f , puis le vecteur aléatoire Y associé à X par ϕ, dont la matrice de

covariance KY est exactement (16π2)−1J(X) par (10.24). Le maximum gaussien de
l’entropie à variance fixée (10.5) permet de faire la majoration

16π2N(Y ) 6 16π2|KY |1/n = |J(X)|1/n
,

et enfin le principe d’incertitude de Beckner-Hirschman (10.25) permet d’obtenir
(10.26).

Nous allons encore renforcer le lien entre l’inégalité de Sobolev logarithmique et
le principe d’incertitude de Beckner-Hirschman. Ce principe d’incertitude (10.25)
concerne la mesure de Lebesgue. En notant |ϕ|2 la densité de X, il s’écrit de façon
additive par

H
(|ϕ|2) + H

(|ϕ̂|2) > n(1− log 2).

En faisant le changement de fonction ϕ(x) = 2n/4e−π|x|2f(x), on obtient directement
la traduction du principe d’incertitude de Beckner-Hirschman pour la mesure gaus-
sienne (voir [Car91]). Elle s’écrit

(10.27) EntN (0, In
4π )

(
|f |2

)
+ EntN (0, In

4π )

(
|W(f)|2

)
6 1

2π
EN (0, In

4π )

(
|∇f |2

)
,
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où W désigne la transformation de Wiener, conjuguée unitaire de la transformation
de Fourier. Elle est définie par

Wf(x) = eπ|x|2 ̂e−π|·|2f(·)(x).

Dans l’inégalité (10.27), on reconnâıt un renforcement de l’inégalité de Sobolev
logarithmique gaussienne (10.7), avec l’apparition d’un terme supplémentaire.

Pour terminer cette section, nous récapitulons dans un tableau les liens entre les
divers principes d’incertitudes que nous avons exposés.

Beckner-Hirschman Inég. de Sobolev log. forte

16π2N(X)N(Y ) > 1 −→ N(X) |J(X)|1/n > 1

l
Inég. de Sobolev log.

en dim 1
↓ N(X)J(X) > n

en dim 1
↓

Weyl-Heisenberg Cramér-Rao

16π2KY > K−1
X

P.I. de Stam←→ KX > J(X)−1

Comme pour le schéma précédent, ces inégalités sont toutes vraies, et les flèches
désignent des passages mathématiques clairs.

10.7. Notes

La théorie de l’information, appelée également théorie de la communication(1),
semble puiser sa source dans les travaux des ingénieurs Nyquist [Nyq24] et Hart-
ley [Har28] des années 20, dont l’objectif était d’étudier la capacité de transmission
des moyens de télécommunication modernes comme le télégraphe et le téléphone.
On peut également mentionner les travaux de Fisher [Fis22, Fis25] dans un tout
autre domaine, celui de la statistique. Le fil de la recherche ne semble reprendre
qu’après guerre avec les travaux de Shannon [Sha48, SW49](2) et Wiener [Wie48]
sur l’entropie, rejoignant ainsi la notion d’entropie thermodynamique comme mesure
du ® désordre Ż, introduite au milieu du 19e siècle par Carnot et Clausius et déve-
loppée ensuite principalement par Maxwell, Boltzmann, Gibbs et Kelvin dans le
cadre de la théorie cinétique des gaz et en mécanique statistique. On pourra consulter
par exemple [Bri64], [Jay83, Jay89], [Zin96] et [ME81] pour les liens entre les deux
entropies. On peut également évoquer les travaux d’après guerre sur l’entropie de Von
Neumann, l’un des pères fondateurs de l’informatique. L’entropie de Shannon H est,

(1)Shannon lui même semblait préférer cette désignation.
(2)Halphen aurait devancé Shannon, mais n’aurait publié son travail que beaucoup plus tard [Juš74].
On peut également évoquer les travaux en théorie du signal du physicien Gabor, datant de la fin
des années 1940, et redécouverts depuis une vingtaine d’années [FS98].
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au signe près, la fonction qui apparâıt dans le célèbre ® théorème-H Ż de Boltzmann
(voir par exemple à ce sujet [EE90]).

L’article fondateur de Shannon, malgré ses imperfections mathématiques, donne
alors naissance à toute une littérature autour des notions d’entropie, d’information,
de source et de canal de communication.

Un certain nombre d’auteurs(1) se sont intéressés alors, dans les décennies qui ont
suivi, aux aspects mathématiques de ce que l’on appelle aujourd’hui ® théorie de
l’information Ż. Parallèlement, de nombreux travaux scientifiques ont été consacrés
aux connexions entre cette théorie en plein développement et l’informatique (théo-
rie des codes, compression de données, complexité de Kolmogorov), la statistique
(estimation paramétrique, tests d’hypothèses) et la physique (principes d’incertitude,
thermodynamique, mécanique statistique), disciplines où la mathématisation rigou-
reuse de la notion (un peu vague) d’information ou de désordre joue précisément un
rôle important.

Le travail précurseur de Stam [Sta59] a été poursuivi par de multiples auteurs,
dont on peut citer parmi les plus connus Hirschman, Blachman, Lieb, Beck-
ner, Carlen et Dembo. Divers liens ont alors été établis entre les inégalités inter-
venant en théorie de l’information et d’autres inégalités fonctionnelles importantes
en analyse comme celles de Brunn-Minkowski, de Sobolev logarithmique et de
Young, ou encore avec les principes d’incertitude. L’inégalité de Young (théorème
10.5.1), par exemple, permet de donner une preuve unifiée, donnée par Dembo dans
[Dem90], de l’inégalité de l’entropie exponentielle de shannon et de l’inégalité de
Brunn-Minkowski. On trouvera dans [CT91] et surtout [DCT91] une présentation
relativement récente des liens entre ces différentes inégalités.

L’inégalité de l’entropie exponentielle (10.13) de Shannon a été établie pour la
première fois (de façon peu rigoureuse) par Shannon lui même en utilisant une mé-
thode variationnelle [Sha48]. La démonstration la plus connue est sans doute celle de
Stam [Sta59], basée sur l’inégalité de l’information de Fisher (10.12), et dont l’ex-
tension multidimentionnelle est due à Blachman [Bla65]. Une preuve plus générale
que celle de Shannon a été donnée par Toscani dans [Tos91]. On trouvera égale-
ment une généralisation due à Zamir et Feder dans [ZF93]. Enfin, dans [Zam98],
Zamir montre comment obtenir l’inégalité de Blachman-Stam (10.12) à partir de
l’inégalité de Cramér-Rao.

L’identité de DeBruijn, essentielle pour lier les quantités H et J, peut s’étendre
à un cadre abstrait, puisque sa preuve utilise uniquement l’équation de la chaleur et
le semi-groupe associé. En probabilités libres, c’est l’équation de Burgers complexe
qui permet d’échanger la dérivation en temps et la dérivation en espace. Dans ce
domaine également, l’identité de DeBruijn permet de faire le lien entre l’entropie
libre et l’information libre. L’entropie libre est, elle aussi, sous additive. Elle vérifie
l’analogue du maximum gaussien à variance fixée ; la loi gaussienne étant remplacée
par la loi circulaire et la notion d’indépendance par la notion de liberté. Voiculescu

(1)On peut citer, parmi les plus connus, par ordre alphabétique : Blachman, Fano, Feinstein,
Khintchine, Kolmogorov, Kullback, Mac Millan, Pinsker, Slepian et Stam.
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a établi les analogues des inégalités de Sobolev logarithmique (version euclidienne),
de Stam et de Cramér-Rao. Pour ces résultats, nous renvoyons à [Voi98].

L’inégalité de Hausdorff-Young a été établie avec sa constante optimale par Be-
ckner. On pourra consulter [Lie90] pour les cas d’égalité. Le principe d’incertitude de
Beckner-Hirschman a été prouvé avec la constante 4π2e2 par Hirschman [Hir57],
qui a également donné en conjecture la constante optimale 16π2. Cette constante n’a
été obtenue que beaucoup plus tard par Beckner [Bec75]. Signalons également que
le principe d’incertitude de Beckner-Hirschman a permis à Lieb de prouver une
conjecture de Wehrl sur l’entropie, qui est également liée à l’inégalité de Sobolev
logarithmique gaussienne optimale (voir [DCT91] à ce sujet).

Le caractère relativement ancien de la théorie de l’information explique en partie le
grand nombre de travaux s’y rapportant, mais aussi l’existence de très bons ouvrages
comme [Khi57], [CT91], [Gra90], [Rom92, Rom97], [Fan61], [Fei58], [App96], [Kul97]
et [KKK87], et articles de synthèse comme par exemple [DCT91], [Ver98], [CGG89]
et [Ber74, Sle74].
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Version post-publication réservée aux auteurs - Compilée le 27 septembre 2002. c© Société Mathématique de France.



BIBLIOGRAPHIE 193

[Car79] R. Carmona – ® Regularity properties of Schrödinger and Dirichlet
semigroups Ż, J. Funct. Anal. 33 (1979), no. 3, p. 259–296.

[Car91] E. A. Carlen – ® Super-additivity of Fisher’s information and lo-
garithmic Sobolev inequalities Ż, J. Funct. Anal. 101 (1991), no. 1,
p. 194–211.

[Ces00] F. Cesi – ® Quasi-factorization of the entropy and logarithmic sobolev
inequalities for gibbs random fields Ż, à parrâıtre in Probab. Theor.
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revisited Ż, prépublication, 2000.

[CT91] T. M. Cover & J. A. Thomas – Elements of information theory,
John Wiley & Sons Inc., New York, 1991, A Wiley-Interscience Publi-
cation.

[Dav83] E. B. Davies – ® Hypercontractive and related bounds for double
well Schrödinger Hamiltonians Ż, Quart. J. Math. Oxford Ser. (2) 34
(1983), no. 136, p. 407–421.

[Dav90] , Heat kernels and spectral theory, Cambridge University Press,
Cambridge, 1990.
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2ème éd., Springer-Verlag, Berlin, 1990.

[Gli68] J. Glimm – ® Boson fields with the : Φ4 : interaction in three dimen-
sions Ż, Comm. Math. Phys. 10 (1968), p. 1–47.

[GM83] M. Gromov & V. D. Milman – ® A topological application of the
isoperimetric inequality Ż, Amer. J. Math. 105 (1983), no. 4, p. 843–
854.

[GM96] W. Gangbo & R. J. McCann – ® The geometry of optimal trans-
portation Ż, Acta Math. 177 (1996), no. 2, p. 113–161.
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rage de l’édition originale de 1983, avec une introduction de R. D.
Rosenkrantz.
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minaire de Probabilités, XVI, Lecture Notes in Math., Springer, Berlin,
1982, p. 95–133.
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exemple Ż, Séminaire de Probabilités, XXIII, Springer, Berlin, 1989,
p. 324–325.
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irréductible, 146
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de l’inégalité de Sobolev, 57
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136, 138

Kondrakov-Sobolev, théorème de, 54
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des inégalités de Sobolev, 44, 56
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