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Sur R consid�erons le noyau markovien Q(x; dy) = 1I

]

x�

1

2

; x+

1

2

[

(y) dy r�eversible par

rapport �a la mesure de Lebesgue dy. A partir de celui-ci on e�ectue une transformation

de type M�etropolis pour obtenir un noyau P (x; dy) r�eversible par rapport �a la loi de

densit�e proportionnelle �a e

�U(x)

relativement �a la mesure de Lebesgue dx o�u U est

une fonction convexe r�eguli�ere v�eri�ant lim

x!�1

U(x) = +1 et une autre hypoth�ese

de croissance.

Le but de cette note est de prouver l'existence d'un trou spectral pour l'op�erateur

positif Id � P (o�u Id d�esigne l'identit�e), la di�cult�e r�esidant surtout dans la non-

compacit�e du mod�ele.

Nous introduirons tout d'abord plus en d�etail les objets utilis�es avant de r�eduire le

probl�eme et de le r�esoudre, nous utiliserons principalement une technique de multiots.

1 Introduction

L'existence d'un trou spectral permet d'avoir des �evaluations quantitatives de la

vitesse de convergence vers l'�equilibre d'algorithmes stochastiques comme par exemple

ceux de M�etropolis. Ce sont ces estimations qui motivent notre �etude.

Plus pr�ecis�ement, on se donne surR le noyau markovienQ(x; dy)=1I

]

x�

1

2

; x+

1

2

[

(y) dy

r�eversible par rapport �a la mesure de Lebesgue dy et U une fonction convexe v�eri�ant

lim

x!�1

U(x) = +1.

Sous cette hypoth�ese et par convexit�e, on montre facilement qu'il existe deux r�eels

a et � strictement positifs tels que pour tout jxj � a;

U(x) � �jxj et jU

0

(x)j � � :(1)

On d�e�nit la mesure

�(dx) = K

�1

e

�U(x)

dx avec K =

Z

R

e

�U(x)

dx
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K < 1 par d�e�nition de a, et on construit par un proc�ed�e de type M�etropolis le

noyau

P (x; dy) = e

�(U(y)�U(x))

+

Q(x; dy) + a

x

�

x

(dy) = f

x

(y) dy + a

x

�

x

(dy)

o�u

x

+

d�ef.

= max(x; 0); a

x

= 1�

Z

R

f

x

(y) dy et f

x

(y) =

�

e

�(U(y)�U(x))

+

si jy � xj �

1

2

0 sinon

:

Par construction, P est r�eversible par rapport �a � et est irr�eductible. On pourra donc

se servir du semi-groupe markovien (e

t(P�Id)

)

t�0

pour approximer �.

On suppose alors de plus sur U qu'il existe une constante C > 1 telle que :

(H)

�

8x 2 [a;1[ U

0

(x+ 1) � CU

0

(x)

8x 2]�1;�a] jU

0

(x� 1)j � CjU

0

(x)j

On remarque que l'hypoth�ese (H) n'est pas tr�es restrictive car tout polynôme convient.

En particulier, la loi gaussienne rentre dans le cadre de notre �etude. En revanche, des

fonctions \trop rapides" comme e

x

2

ne conviennent pas. On peut �egalement noter que

cette hypoth�ese est technique et que l'intuition nous invite �a penser qu'elle n'est pas

n�ecessaire.

Le but de cette note est de montrer que sous ces hypoth�eses, le trou spectral de

Id� P est strictement positif :

�

d�ef.

= inf

f2L

2

(�)nVect(1I)

�(f(Id� P )f)

�((f � �(f))

2

> 0

Par ce biais, nous pourrons �evaluer la vitesse de convergence de e

t(P�Id)

pour t grand

vers � car nous savons que cette convergence est exponentiellement rapide dans L

2

(�),

de taux �.

Nous montrerons tout d'abord dans les deux sections suivantes qu'il existe un trou

spectral sur ] � 1;�a], [�a � 1; a + 1] et [a;1[ pour le noyau P et la mesure �

restreints �a ces di��erents intervalles, o�u a est d�e�ni plus haut. Par sym�etrie autour de

0, il nous su�ra de traiter les cas [�a�1; a+1] et [a;1[. Nous commencerons par nous

int�eresser �a l'intervalle [a;1[ qui repr�esente la plus grosse di�cult�e, on y d�eveloppera

une technique de multiots due �a Sinclair (voir [12]), nous nous placerons ensuite sur

[�a � 1; a + 1] o�u l'existence d'un trou spectral strictement positif est relativement

ais�ee �a obtenir. Dans la quatri�eme section, nous recollerons en�n les morceaux pour

obtenir le r�esultat g�en�eral sur R tout entier.

Puis dans une derni�ere section, nous discuterons des propri�et�es similaires dans le

cas o�u l'on s'int�eresse plutôt aux châ�nes de Markov en temps discret admettant P

pour noyaux de probabilit�es de transition.

Comme nous l'a pertinemment rappel�e le rapporteur, il existe en temps discret

d'autres mani�eres d'obtenir une convergence exponentiellement rapide vers la proba-

bilit�e invariante. Par exemple si P �etait quasi-compact (cf. [9]), on saurait qu'unifor-

m�ement en x 2 R, la variation totale kP

n

(x; � )� �k

vt

converge vers 0 pour n grand,

mais ceci n'est pas possible ici (consid�erer des points initiaux x tr�es grands). Une

2



approche alternative consiste �a trouver une fonction mesurable de Lyapounov, V � 1,

qui satisfait en dehors d'un compact P (V ) � �V , avec 0 � � < 1, car ceci assure tout

d'abord que V 2 L

1

(�) puis qu'il existe deux constantes K > 0 et 0 < e� < 1 telles

que

8 x

0

2 R; sup

ff2L

1

(�) : jf j�V g

jP

n

(f)(x

0

)� �(f)j � Ke�

n

V (x

0

)(2)

(voir le chapitre 16 du livre de Meyn et Tweedie [6], en notant que dans notre situation

les ensembles compacts sont des (( petite sets ))).

De telles applications V existent pour les cas trait�es dans cet article (car on peut

toujours prendre V ( � ) = exp(� j � j =2), avec � la constante intervenant dans (1),

ceci fournissant d'ailleurs des exemples o�u V 62 L

2

(�), en consid�erant U( � ) = � j � j),

toutefois l'existence d'un trou spectral permet d'obtenir des r�esultats de convergence

uniforme en un sens di��erent. Par exemple on peut remplacer dans (2) l'ensemble sur

lequel est consid�er�e le maximum par

ff 2 L

2

(�) : f(x

0

) � K

1

; �(f

2

) � K

2

g

o�u K

1

;K

2

� 0 sont deux constantes (pour plus de pr�ecisions, voir la �n de l'article).

Cependant l'importance de cette uniformit�e (et le fait que le trou spectral est relative-

ment stable par perturbations born�ees de U sur tout R) apparâ�t plutôt pour des

châ�nes de Markov inhomog�enes en temps. Mais ce gain se paye, car l'�etude du trou

spectral est plus d�elicate que l'obtention d'une bonne fonction de Lyapounov V .

D'autre part la dimension 1 est certainement trop restrictive, cependant notons

que le r�esultat pr�esent�e s'�etend imm�ediatement par comparaison et tensorisation sur

R

n

, n � 2, pour des potentiels de la forme

8 x = (x

1

; � � � ; x

n

) 2 R

n

; U(x) = U

1

(x

1

) + � � � + U

n

(x

n

)

o�u les U

i

, 1 � i � n satisfont les hypoth�eses consid�er�ees ici, en utilisant les in�egalit�es

(U(y)�U(x))

+

�

P

1�i�n

(U

i

(y

i

)�U

i

(x

i

))

+

, valables pour tous x = (x

1

; � � � ; x

n

); y =

(y

1

; � � � ; y

n

) 2 R

n

(on peut d'ailleurs s'interroger sur un r�esultat plus g�en�eral pour des

fonctions U : R

n

! R satisfaisant une bonne condition de stricte convexit�e en dehors

d'un compact, �a l'instar des travaux connus pour les di�usions, voir [2] ou [1]). Mais

nous pensons que le cas r�eel donne une bonne illustration de l'utilit�e des multiots

pour palier la non-bornitude des mod�eles.

2 Existence du trou spectral sur [a;1[

On restreint le noyau P et la mesure � �a [a;1[ pour obtenir le noyau

P

1

(x; dy) = f

x

(y) 1I

[a;1[

(y) dy + a

1;x

�

x

(dy)

avec

a

1;x

= 1�

Z

1

a

f

x

(y) dy ;

et la mesure

�

1

(dx) = K

�1

1

e

�U(x)

dx o�u K

1

=

Z

1

a

e

�U(x)

dx:
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On a toujours P

1

r�eversible par rapport �a la mesure �

1

, on veut montrer :

�

1

d�ef.

= inf

f2L

2

(�

1

)nVect(1I)

�

1

(f(Id� P

1

)f)

�

1

((f � �

1

(f))

2

> 0 :

Il n'existe que peu de r�esultats donnant des estimations satisfaisantes du trou

spectral d'un noyau �evoluant sur un ensemble continu, sauf si celui-ci provient d'un

semi-groupe de di�usion consid�er�e par exemple au temps 1. Ainsi pour cette �etude,

on a commenc�e par chercher �a faire des comparaisons avec le processus d'Ornstein-

Uhlenbeck, mais sans v�eritablement y arriver. Rosenthal (voir [10, exemple 5.4 pages

69-71]) s'int�eresse par exemple au cas U(x) = x

2

(cas gaussien), par ses m�ethodes,

il obtient une borne du trou spectral sur [�M;M ] qui explose lorsque M tend vers

l'in�ni. La di�cult�e provient essentiellement du caract�ere non compact de R (ou de

l'intervalle [a;1[).

Aussi, nous allons chercher, par discr�etisation, �a nous ramener �a un noyau sur N

o�u les r�esultats sont plus nombreux. Le noyau sur [a;1[ (et donc le trou spectral

correspondant sur [a;1[ ) sera vu comme une limite en un certain sens de noyaux

sur N. L'id�ee directrice du choix de la discr�etisation est principalement le souci de

simpli�er les transitions tout en gardant des comportements proches du noyau initial.

Proche �etant pris au sens o�u les trous spectraux sont comparables.

2.1 R�eduction du probl�eme

On e�ectue une discr�etisation non homog�ene de [a;1[ :

Par convexit�e et par construction de a, il existe une suite croissante (x

k

)

k2N

de

[a;1[, d�e�nie par

x

0

= a et U(x

k+1

) = U(x

k

) + � o�u � 2]0; 1[ est �x�e:

Par convexit�e �a nouveau, �

k

d�ef.

= x

k+1

� x

k

est une suite d�ecroissante et x

k

k!1

�! 1.

On introduit alors

la tribu A

�

= �(I

k

d�ef.

= [x

k

; x

k+1

[ ; k 2 N) ;

la mesure ~�

�

(i) = �

1

(I

i

) ; pour i 2 N ;

et la probabilit�e de transition

~

P

�

(i; j) =

1

~�

�

(i)

Z

I

i

�I

j

P

1

(x; dy)�

1

(dx) :(3)

On se ram�ene ainsi �a N, car en posant pour � > 0,

~

�

�

d�ef.

= inf

f2L

2

(~�

�

)nVect(1I)

~�

�

(f(Id�

~

P

�

)f)

~�

�

((f � ~�

�

(f))

2

)

(4)

il est bien connu que lim

n!1

~

�

2

�n
= �

1

(ceci d�ecoule du fait que les tribus A

2

�n

convergent en croissant pour n 2 N grand, vers la tribu bor�elienne de [a;+1[, pour

plus de d�etails voir par exemple [7]).

En vue d'estimer

~

�

�

, cherchons �a mâ�triser ~�

�

et

~

P

�

:

Par construction de (x

k

)

k2N

et par d�e�nition de �

k

,

K

�1

1

(x

k+1

� x

k

)e

�U(x

k+1

)

� ~�

�

(k) = K

�1

1

Z

x

k+1

x

k

e

�U(x)

dx � K

�1

1

(x

k+1

� x

k

)e

�U(x

k

)
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d'o�u

K

�1

1

e

�1

�

k

e

�U(x

k

)

� ~�

�

(k) � K

�1

1

�

k

e

�U(x

k

)

(5)

On pose alors

�̂

�

(k) = Z

�1

�

�

k

e

�U(x

k

)

o�u Z

�

est la constante de renormalisation (qui a priori d�epend tr�es peu de � > 0,

car elle v�eri�e K

1

� Z � K

1

e), et on note que �̂

�

(k)#~�

�

(k), o�u # signi�e un en-

cadrement �a des constantes ind�ependantes du niveau d'approximation � pr�es. Par

un calcul analogue, on montre que

~

P

�

(i; j)#�

j

e

�(U(x

j

)�U(x

i

))

+

, pour i et j v�eri�ant

ji� jj � b

1

2�

i^j

� 1

c, on pose donc

^

P

�

(i; j) =

8

<

:

�

j

e

�(U(x

j

)�U(x

i

))

+

; si i et j v�eri�ent 0 < ji� jj � b

1

2�

i^j

� 1

c

1�

P

k 6=i

^

P

�

(i; k); si i = j

0 sinon

o�u b c d�esigne la partie enti�ere.

Par d�ecroissance de �

k

, la condition ji�jj � b

1

2�

i^j

� 1

c assure que x

j+1

�x

i

�

1

2

et x

i+1

�x

j

�

1

2

. Ce qui permet de r�ealiser plus pr�ecis�ement que pour tous i 6= j 2 N, on

a

~

P

�

(i; j) � e

�2

^

P

�

(i; j). Tenant compte de (5) et de r�esultats g�en�eraux de comparaison

(voir par exemple [11]), on obtient que

~

�

�

� e

�3

^

�

�

o�u

^

�

�

d�ef.

= inf

f2L

2

(�̂

�

)nVect(1I)

�̂

�

(f(Id �

^

P

�

)f)

�̂

�

(f � �̂

�

(f))

2

Ce dernier r�esultat et (4) montrent que le trou spectral �

1

sera strictement positif

si nous arrivons �a minorer

^

�

�

ind�ependamment de � (c'est l'objet de la section 2.2).

A�n de simpli�er les notations, introduisons les fonctions j

min

et j

max

de N dans

N d�e�nies par :

pour tout i;

^

P

�

(i; j) 6= 0 si et seulement si j 2 fj

min

(i); : : : ; j

max

(i)g

On v�eri�e facilement que i� j

min

(i) est croissante et j

min

(j

max

(i)) = j

max

(j

min

(i)) = i.

On remarque en�n qu'on connâ�t explicitement j

max

(i) car j

max

(i) � i = b

1

2�

i

� 1

c

et que j

min

(i) n'est d�e�ni qu'implicitement.

Au cours de la d�emonstration, nous aurons besoin des r�esultats suivants relatifs �a

ces fonctions :

Lemme 1 Si C d�esigne la constante d�e�nie dans l'hypoth�ese (H), pour � assez petit

et pour tout i,

j

max

(i)� i� 1 � 2C(i� j

min

(i)):

Lemme 2 Pour � assez petit et pour tout i,

1

i� j

min

(i)

� 4C�

i

:
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Demonstration du lemme 1 :

Soit j = j

min

(i), d'apr�es le th�eor�eme des accroissements �nis, il existe x

0

i

2 [x

i

; x

i+1

]

et x

0

j

2 [x

j

; x

j+1

] tels que

�

i

=

�

U

0

(x

0

i

)

et �

j

=

�

U

0

(x

0

j

)

:

D'apr�es l'hypoth�ese (H) on a

U

0

(x

0

i

) � CU

0

(x

0

j

)

)

1

2�

i

� C

1

2�

j

:

Par ailleurs U

0

� � sur [a;1[ d'apr�es (1), d'o�u

1

2�

j

�

�

2�

> 4 pour � petit:

Ainsi

1

2�

i

� 2C(

1

2�

j

� 2)

)

1

2�

i

� 1� 1 � 2C(

1

2�

j

� 1 � 1)

) b

1

2�

i

� 1c � 1 � 2Cb

1

2�

j

� 1c

ce qui donne le r�esultat puisque par d�e�nition

b

1

2�

i

� 1c = j

max

(i)� i et b

1

2�

j

� 1c = i� j

min

(i) :

D�emonstration du lemme 2 :

On pose ici aussi j = j

min

(i).

D'apr�es la d�emonstration pr�ec�edente on a le r�esultat interm�ediaire

1

2�

i

� 2C(

1

2�

j

� 2)

donc

1

2�

i

� 2Cb

1

2�

j

� 1c

il vient

1

i� j

min

(i)

= b

1

2�

j

� 1c

�1

� 2C

1

1

2�

i

� 4C�

i

:
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2.2 Minoration de

^

�

�

Pour montrer que

^

�

�

est minor�ee par une constante ind�ependante de �, on va

utiliser un r�esultat de Sinclair (voir [12, section 4]).

Sur N on construit un graphe o�u les sommets sont les points et e = (u; v) est

une arête si et seulement si �̂

�

(u)

^

P

�

(u; v) > 0. Pour tout x di��erent de y, on note

�

xy

l'ensemble des chemins joignant x �a y. Sur �

xy

, on choisit une probabilit�e �

xy

,

�

xy

(

xy

) repr�esente la probabilit�e de choisir le chemin 

xy

parmi l'ensemble des chemins

joignant x �a y. On notera souvent  au lieu de 

xy

pour ne pas alourdir les notations.

Sous cette construction, la borne de Sinclair est

�

�

(�) = sup

e=(u;v)

�

�

(�)(e) = sup

e=(u;v)

1

�̂

�

(u)

^

P

�

(u; v)

X

x;y : 

xy

3e

�̂

�

(x)�̂

�

(y)�

xy

() :

Le th�eor�eme s'�enonce alors :

^

�

�

�

1

8�

2

�

(�)

La clef de la d�emonstration repose sur le choix de � :

Soit x < y (si x > y on prendra le chemin construit �a partir de celui allant de y

�a x �a l'envers, ce qui est permis par r�eversibilit�e). Partant de y, on choisit y

1

tel que

y � j

min

(y) � y

1

< y avec probabilit�e p

y

d�ef.

=

1

y�j

min

(y)

puis on choisit y

2

de mani�ere

�equiprobable, y

1

� j

min

(y

1

) � y

2

< y

1

, avec probabilit�e p

y

1

et ainsi de suite jusqu'�a

d�epasser x, y

n+1

� x < y

n

, on pose alors y

n+1

= x. Le chemin ainsi construit est form�e

des arêtes (x; y

n

); (y

n

; y

n�1

); : : : ; (y

1

; y):

On va majorer explicitement �

�

(�). Pour cela, on peut par construction se restrein-

dre aux arêtes e = (u; v) avec u < v. Soit e = (u; v) une telle arête �x�ee (u < v), on

doit calculer en premier lieu

1

�̂

�

(u)

^

P

�

(u; v)

=

1

�

u

�

v

e

U(x

v

)

(6)

et en deuxi�eme lieu, la somme

X

x;y : 

xy

3e

�̂

�

(x)�̂

�

(y)�

xy

() =

X

x�u

�̂

�

(x)

X

y�v

�̂

�

(y)

X



xy

3e

�

xy

()

Le dernier terme

P



xy

3e

�

xy

() est �a comprendre comme la somme, �a x et y �x�es, sur

tous les chemins  2 �

xy

tels que  3 e.

D'apr�es le choix de �, on doit distinguer les cas x < u et x = u :

On pose

X

x;y : 

xy

3e

�̂

�

(x)�̂

�

(y)�

xy

() =

X

x=u

�̂

�

(x)

X

y�v

�̂

�

(y)

X



xy

3e

�

xy

()

+

X

x<u

�̂

�

(x)

X

y�v

�̂

�

(y)

X



xy

3e

�

xy

()

= Q

1

+Q

2

+Q

3

+Q

4

7



avec

Q

1

= �̂

�

(u)�̂

�

(v)

X



uv

3e

�

uv

()

Q

2

= �̂

�

(u)

X

y>v

�̂

�

(y)

X



uy

3e

�

uy

()

Q

3

= �̂

�

(v)

X

x<u

�̂

�

(x)

X



xv

3e

�

xv

()

Q

4

=

X

x<u

�̂

�

(x)

X

y>v

�̂

�

(y)

X



xy

3e

�

xy

()

Consid�erons chacun des cas s�epar�ement :

Pour Q

4

:

On doit s'int�eresser �a

P



xy

3e

�

xy

() qui repr�esente, �a x < u et y > v �x�es, la

probabilit�e globale (sous �

x;y

) d'emprunter l'arête e = (u; v), elle aussi pr�ealablement

�x�ee, en allant de y �a x. Soit m le premier point par lequel le chemin passe entre v

et j

max

(v) (�a partir de ce point, le chemin peut directement sauter en v). A partir

de m, le chemin va passer par n points x

1

; x

2

; : : : ; x

n

puis par v et par u et en�n

continuer vers x. Pour se rendre de m �a x

1

puis de x

1

�a x

2

; : : :, on a une probabilit�e

p

m

; p

x

1

; : : : A chaque �etape les probabilit�es v�eri�ent par croissance de la fonction

id� j

min

, p

m

� p

x

1

� � � � � p

v

.

Ainsi on a, �a x et y �x�es, en sommant sur les chemins  joignant x �a y

X



xy

3e

�

xy

() �

m�v�1

X

n=0

C

n

m�v�1

(p

v

)

n+1

p

v

;(7)

o�u C

n

m�v�1

est le nombre de choix de n points entre m et v, p

n+1

v

est une majoration

de la probabilit�e de passer par ces n points puis par v et o�u le dernier p

v

repr�esente

la probabilit�e de choisir u une fois en v.

Or, d'apr�es le lemme 1, j

max

(v)� v � 1 �

2C

p

v

, donc

m�v�1

X

n=0

C

n

m�v�1

(p

v

)

n+1

p

v

= (1+p

v

)

m�v�1

(p

v

)

2

� (1+p

v

)

j

max

(v)�v�1

(p

v

)

2

� e

2C

(p

v

)

2

(8)

Pour �nir d'estimer Q

4

, il faut calculer

X

y>v

�̂

�

(y) =

X

y>v

�

y

e

�U(x

y

)

� e

Z

1

x

v+1

e

�U(x)

dx :

(l'in�egalit�e provient de (5)).

Il vient

X

y>v

�̂

�

(y) � e e

�U(x

v+1

)

Z

1

0

e

�(U(x+x

v+1

)�U(x

v

))

dx

� e

e

�U(x

v

)

�

(9)

8



car par convexit�e et par l'hypoth�ese (1),

U(x+ x

v+1

) � U(x

v+1

) �

1

�

(x+ x

v+1

� x

v+1

) U

0

�

1

�

et U(x

v+1

) � U(x

v

):

En regroupant les calculs de (7), (8) et (9) et en majorant grossi�erement

P

x<u

�̂

�

(x)

par

P

x2N

�̂

�

(x) = 1, on obtient

Q

4

� e

�U(x

v

)

e

�

e

2C

p

v

2

(10)

Pour Q

3

:

On majore le terme

P



xv

3e

�

xv

() par p

v

car dans Q

3

, on a x < u, le chemin doit

directement sauter de v en u (avec probabilit�e p

v

) puis se rendre en x. De même que

pr�ec�edemment on majore grossi�erement

P

x<u

�̂

�

(x) par 1, il vient

Q

3

� �

v

e

�U(x

v

)

p

v

(11)

Pour Q

2

:

On doit s'int�eresser �a

P



uy

3e

�

uy

(). Ici, x = u, le chemin se rend de y �a v puis

saute directement de v �a u = x. En reprenant les calculs du cas Q

4

, les majorations

(7) et (8) restent valables sinon le dernier p

v

qui ici n'apparâ�t plus :

X



uy

3e

�

uy

() �

m�v�1

X

n=0

C

n

m�v�1

(p

v

)

n+1

� e

2C

p

v

:

Ce dernier calcul et (9) nous donne

Q

2

� �

u

e

�U(x

u

)

e

�

e

�U(x

v

)

e

2C

p

v

(12)

Pour Q

1

:

On a

X



uv

3e

�

uv

() = �

uv

() � 1

o�u  est ici l'unique chemin joignant u et v en passant directement par l'arête e =

(u; v).

Ainsi

Q

1

� �̂

�

(u)�̂

�

(v) = �

u

�

v

e

�U(x

u

)

e

�U(x

v

)

(13)

Avant de regrouper les calculs, remarquons que d'apr�es le lemme 2,

p

v

=

1

v � j

min

(v)

� 4C�

v

Si on pose K

0

= sup

x2R

(e

�U(x)

) (K

0

< 1 par hypoth�eses sur U), d'apr�es (10),

(11), (12), (13) et (6), on a

�

�

(�)(e) � K

0

+

4CK

0

e

�

e

2C

+ 4C +

e

�

e

2C

(4C)

2

:(14)

o�u on a utilis�e

�

v

�

u

� 1 par croissance de �

k

.

9



Ainsi, �

�

(�)(e) est born�ee par une constante ind�ependante de u; v donc de e = (u; v)

et de �, en prenant le sup sur les arêtes et en passant �a la limite en �, on a l'existence

du trou spectral sur [a;1[,

�

1

> 0:

On remarque que la constante trouv�ee dans (14) tend vers l'in�ni lorsque C tend

vers l'in�ni, ainsi nos r�esultats ne sont pas g�en�eralisables par cette d�emonstration �a

des densit�es par exemple de la forme e

�e

x

2

o�u U(x) = e

x

2

ne v�eri�e pas l'hypoth�ese

(H). Cependant, l'intuition nous laisse penser que plus U croit rapidement vers l'in�ni

en l'in�ni et plus le trou spectral a des chances d'être grand, aussi, l'hypoth�ese (H)

n'est-elle pas tr�es naturelle.

3 Existence du trou spectral sur [�a� 1; a + 1]

Comme pr�ec�edemment, on restreint le noyau P et la mesure � �a [�a� 1; a + 1],

pour obtenir le noyau

P

2

(x; dy) = f

x

(y) 1I

[�a�1;a+1]

(y) dy + a

2;x

�

x

(dy)

o�u

a

2;x

= 1�

Z

a+1

�a�1

f

x

(y) dy

et la mesure

�

2

(dx) = K

�1

2

e

�U(x)

dx avec K

2

=

Z

a+1

�a�1

e

�U(x)

dx :

Pour montrer que le noyau P

2

, r�eversible par rapport �a la mesure �

2

sur [�a �

1; a+1], admet un trou spectral non nul, on va utiliser des arguments tr�es simples de

comparaison et d'analyse de Fourier. On aurait �egalement pu reprendre une m�ethode

due �a Rosenthal ([10, th�eor�eme 5]), qui g�en�eralise sur un ensemble continu la borne

de Sinclair expos�ee dans la section pr�ec�edente.

Soit f 2 L

2

(�), on cherche donc �a minorer

R

[�1�a;1+a]

2

�

2

(dx)P

2

(x; dy)(f(y)� f(x))

2

R

[�1�a;1+a]

�

2

(dx)(f(x)� �

2

(f))

2

�

R

[�1�a;1+a]

2

�

2

(dx)P

2

(x; dy)(f(y)� f(x))

2

R

[�1�a;1+a]

�

2

(dx)(f(x)�

R

[�1�a;1+a]

f(y) dy=(2(1 + a)))

2

� exp(�A)

R

[�1�a;1+a]

2

1I

[x�1=2; x+1=2]

(y)(f(y)� f(y))

2

dxdy

R

[�1�a;1+a]

�

f(x)�

R

[�1�a;1+a]

f(y) dy=(2(1 + a))

�

2

dx

avec A = max

[�1�a;1+a]

U �min

[�1�a;1+a]

U .

Soit

e

f la fonction d�e�nie sur T = R=Z(aussi identi��e avec [0; 1[) par

8 0 � t < 1;

e

f (t) =

�

f(�1� a+ 4t(a+ 1)) , si 0 � t � 1=2

e

f(1 � t) , si 1=2 < t < 1

10



En consid�erant s�epar�ement les interactions entre des couples de points de T de part

et d'autre de 1=2 et de 0 (qui est identi��e avec 1 dans T ), il apparâ�t sans di�cult�e

que

Z

[�1�a;1+a]

2

1I

[x�1=2; x+1=2]

(y)(f(y)� f(x))

2

dxdy

� 4(1 + a)

2

Z

T

2

1I

[x�1=(8(1+a));x+1=(8(1+a))]

(y)(

e

f(y)�

e

f(x))

2

e�(dx)e�(dy)

o�u e� est la mesure de Lebesgue sur T , et

Z

[�1�a;1+a]

�

f(x)�

Z

[�1�a;1+a]

f(y) dy=(2(1 + a))

�

2

dx

= 4(1 + a)

Z

T

(

e

f(x)� e�(f))

2

e�(dx)

Ainsi le trou spectral de P

2

dans L

2

(�

2

) est minor�e par celui de

e

P dans L

2

(e�),

multipli�e par exp(�A)=8, o�u

e

P est le noyau de convolution d�e�ni sur le tore T par

8 x 2 T;

e

P (x; dy) = 4(1 + a)1I

[x�1=(8(1+a));x+1=(8(1+a))]

(y) e�(dy)

le segment ci-dessus �etant toujours compris modulo 1.

Or il est facile d'obtenir par une d�ecomposition en s�erie de Fourier (voir [7]) une

minoration du trou spectral �(

e

P ) de

e

P

�(

e

P ) � 1 �

jexp(i4�=(8(1 + a))� 1j

4�=(8(1 + a))

> 0

d'o�u le r�esultat annonc�e.

4 Existence du trou spectral sur R ou comment

recoller les morceaux

A�n de montrer l'existence du trou spectral sur R, on va chercher �a se ramener �a

5 points. On introduit pour cela les intervalles

I

1

=]�1;�a]; I

2

= [�a� 1; a+ 1]; I

3

= [a;1[;

et une partition de R en 5 ensembles

A

1

=]�1;�a�1]; A

2

=]�a�1;�a]; A

3

=]�a; a[; A

4

= [a; a+1[; A

5

= [a+1;1[

qui seront repr�esent�es par les 5 points auxquels on veut se ramener.

Sur chaque I

i

on dispose du noyau P

i

(x; dy) = f

x

(y)1I

I

i

(y)dy+a

i;x

�

x

(dy) r�eversible

par rapport �a la mesure �

i

(dx) = K

�1

i

�(dx) avec K

i

=

R

I

i

�(dx). D'apr�es les sections

pr�ec�edentes, sur chaque I

i

, le noyau P

i

admet un trou spectral �

i

> 0 sous �

i

, on a

donc pour tout i = 1 �a 3, les in�egalit�es

�

i

(f(Id� P

i

)f) � �

i

�

i

(f � �

i

(f))

2

:(15)
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Le recollement des morceaux s'e�ectue en plusieurs �etapes. La premi�ere d'entre

elles consiste �a construire une nouvelle forme �a partir de laquelle on se ram�enera �a 5

points (deuxi�eme �etape). On �nit la d�emonstration en montrant que notre nouveau

noyau sur 5 points admet un trou spectral, on utilisera pour cela un r�esultat de

Cheeger.

Premi�ere �etape : construction d'une nouvelle forme

Il est bien connu que la forme de Dirichlet E

P;�

(f; f)

d�ef.

= �(f(Id�P )f) s'�ecrit sous

la forme E

P;�

(f; f) =

1

2

R

R

d�(x)

R

R

P (x; dy)(f(x)� f(y))

2

, on montre alors facilement

E(f; f) =

1

2

Z

R

d�(x)

Z

R

P (x; dy)(f(x)� f(y))

2

=

1

2

5

X

i=1

Z

A

i

d�(x)

Z

R

P (x; dy)(f(x)� f(y))

2

�

1

4

3

X

i=1

Z

I

i

�I

i

d�(x)P (x; dy)(f(x)� f(y))

2

=

1

4

3

X

i=1

Z

I

i

�I

i

K

i

d�

i

(x)P

i

(x; dy)(f(x)� f(y))

2

=

1

2

3

X

i=1

K

i

E

P

i

;�

i

(f

i

; f

i

) o�u f

i

= f1I

I

i

�

1

2

3

X

i=1

K

i

�

i

�

i

((f

i

� �

i

(f

i

))

2

)

Pour la troisi�eme in�egalit�e, on compte au plus deux fois chaque passage de A

i

�a

A

j

(j 6= i), pour la derni�ere in�egalit�e, on utilise l'in�egalit�e (15) trois fois.

On construit alors la nouvelle forme

~

E(f; f)

d�ef.

=

1

2

3

X

i=1

K

i

�

i

�

i

(f

i

� �

i

(f

i

))

2

:

Il existe un g�en�erateur de sauts L, vu comme un noyau d'intensit�es de transition

L(x; dy), tel que

~

E(f; f) = ��(fLf):

Un calcul �el�ementaire o�u l'on d�ecompose

~

E(f; f) en

P

5

i;j=1

R

A

i

R

A

j

�(dx)L(x; dy)f(y),

et une identi�cation nous donnent

L(x; 1I

Rnfxg

(y)dy) =

1I

A

1

(x)

1

2

�

1

�

1

(dy) + 1I

A

2

(x)

�

1

2

�

1

�

1

(dy)1I

A

1

(y) +

�

1

2

�

1

�

1

(dy) +

1

2

�

2

�

2

(dy)

�

1I

A

2

(y)

+

1

2

�

2

�

2

(dy)1I

A

3

(y)

�

+ 1I

A

3

(x)

1

2

�

2

�

2

(dy) + 1I

A

4

(x)

�

1

2

�

2

�

2

(dy)1I

A

3

(y)

+

�

1

2

�

2

�

2

(dy) +

1

2

�

3

�

3

(dy)

�

1I

A

4

(y) +

1

2

�

3

�

3

(dy)1I

A

5

(y)

�

+ 1I

A

5

(x)

1

2

�

3

�

3

(dy)
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et

L(x; fxg) = �L(x;Rnfxg)

Le g�en�erateur s'�ecrit

L(x; dy) = L(x; 1I

Rnfxg

(y)dy) + L(x; fxg)�

x

(dy)

En r�esum�e, on a montr�e

E

P;�

(f; f) �

~

E(f; f) :(16)

On va d�esormais travailler avec cette nouvelle forme.

Deuxi�eme �etape : on se ram�ene �a 5 points

Soit maintenant F = �(A

1

; A

2

; : : : ; A

5

) et F = �(f jF) (si x 2 A

i

; F (x) =

�(f1I

A

i

)

�(A

i

)

).

Notons �egalement, pour 1 � i � 5, F

i

= 1I

A

i

(f � F ) et l

i

= �L(x; fxg) > 0, qui est

une quantit�e ne d�ependant pas du choix du point x 2 A

i

.

On calcule alors que

e

E(f; f) =

e

E(F;F ) +

X

1�i�5

l

i

�(F

2

i

)

et que

�((f � �(f))

2

) = �((F � �(F ))

2

) +

X

1�i�5

�(F

2

i

)

Il apparâ�t ainsi que

� � inf

f2L

2

(�)nVect(1I)

e

E(f; f)

�(f � �(f))

2

= �

�

L

^ min

1�i�5

l

i

o�u

�

�

L

d�ef.

= inf

f2L

2

(F;�)nVect(1I)

e

E(f; f)

�(f � �(f))

2

Ceci nous ram�ene au calcul du trou specral pour un processus irr�eductible �a valeurs

dans un ensemble �a 5 points (d'autant plus qu'en consid�erant l'indicatrice de A

i

, pour

1 � i � 5, on se persuade facilement que l

i

� �

�

L

), et on va rappeler dans l'�etape

suivante une mani�ere de minorer cette quantit�e par un nombre strictement positif, ce

qui nous permettra de conclure.

Troisi�eme �etape : existence du trou spectral sur les 5 points

Sur les 5 points A

1

; A

2

; : : : ; A

5

, on dispose d'une matrice

�

L; 5 � 5, tridiagonale,

sym�etrique dans L

2

(��) o�u �� est la mesure d�e�nie sur A

i

par ��(A

i

) = �(A

i

) pour tout

i = 1 �a 5 . Les coe�cients de cette matrice nous sont donn�es explicitement par L.

Il est bien connu que ce noyau d'intensit�es irr�eductible admet un trou spectral.

Pour l'�evaluer, on a choisit d'utiliser la constante de Cheeger (voir [3], [5], ou [8])

I(

�

L; ��)

d�ef.

= inf

0 < ��(A) �

1

2

A connexe

A

c

connexe

��(1I

A

�

L1I

A

c

)

��(A)
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o�u la connexit�e est celle relative �a la matrice d'incidence de

�

L. On sait que dans le

cas d'un espace d'�etat �a 5 points, le trou spectral �

�

L

du noyau

�

L associ�e �a la mesure

�� est directement li�e �a la constante de Cheeger par la relation

2I(

�

L; ��) � �

�

L

�

I(

�

L; ��)

5

La connexit�e de A et A

c

r�eduit l'�etude �a

A = [A

1

; A

i

] et A

c

= [A

i+1

; A

5

] ou A

c

= [A

1

; A

i

] et A = [A

i+1

; A

5

]

On en d�eduit imm�ediatement

I(

�

L; ��) � min

i;j :

�

L(A

i

;A

j

)>0

�

L(A

i

; A

j

) = min

i;j :�(1I

A

i

L(1I

A

j

))>0

�(1I

A

i

L(1I

A

j

))

�(A

i

)

5 Temps discret

Comme on l'a d�ej�a mentionn�e, le trou spectral � fournit une vitesse de convergence

vers l'�equilibre � du processus de Markov de sauts associ�e au semi-groupe qui admet

P � Id comme g�en�erateur. Mais on peut aussi s'int�eresser en temps discret �a la châ�ne

de Markov qui admet P pour noyau de probabilit�es de transition. Il est bien connu

(cf. par exemple [4]) que pour une telle châ�ne, une vitesse de convergence exponen-

tiellement rapide en le temps (dans L

2

(�)) est notamment impliqu�ee par l'existence

d'un trou spectral

e

� non nul pour Id � PP

�

(o�u P

�

est l'adjoint de P dans L

2

(�)),

cette constante permettant d'expliciter une minoration du taux : plus pr�ecis�ement,

pour tout f 2 L

2

(�), on a

kP

n

(f)� �(f)k

2

� �

n

p

�(f

2

)� �(f)

2

avec � =

p

1 �

e

� et o�u k � k

2

d�esigne la norme dans L

2

(�).

Par r�eversibilit�e, on a ici P

�

= P , et

e

� est donc le trou spectral de Id� P

2

. Sans

vouloir non plus pr�esenter une minoration quantitative, on va se contenter d'indiquer

le r�esultat suivant :

Proposition 3 Sous les hypoth�eses pr�ec�edentes, on est assur�e que

e

� > 0.

En e�et, remarquons que pour x � a, on a

a

x

= 1�

Z

[x�1=2;x+1=2]

exp(�(U(y)� U(x))

+

) dy

�

1

2

�

Z

[x;x+1=2]

exp(��(y � x)) dy

=

1

�

(exp(��=2) � 1 + �=2)

De même pour x � �a, ce qui nous conduit �a poser

�

d�ef.

=

1

�

(exp(��=2) � 1 + �=2) > 0
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Comme dans la section 2, consid�erons R

1

la restriction du noyau P

2

�a [a;+1[, et

rappelons que P

1

et �

1

d�esignent respectivement la restriction de P et la renormalisa-

tion de la restriction de � �a cet intervalle. Pour tout f 2 L

2

(�), on constate imm�ediate-

ment que

Z

�

1

(x)R

1

(x; dy)(f(y)� f(x))

2

�

Z

�

1

(x)P

2

1

(x; dy)(f(y)� f(x))

2

� �

Z

�

1

(x)P

1

(x; dy)(f(y)� f(x))

2

ainsi d'apr�es les calculs de la section 2, le couple r�eversible (R

1

; �

1

) admet un trou

spectral strictement positif.

De la même mani�ere, on traite la restriction de P

2

�a ] � 1;�a]. Le fait que la

restriction de P

2

�a [�1�a; 1+a] admette �egalement un trou spectral se prouve comme

dans la section 3, et on conclut de mani�ere identique aux consid�erations de la section

pr�ec�edente, �a l'existence d'un trou spectral

e

� strictement positif.

Voyons maintenant comment �a partir de la stricte positivit�e de

e

�, on peut obtenir

les estim�ees indiqu�ees �a la �n de l'introduction :

Soit x

0

2 R �x�e, et notons m la probabilit�e admettant la densit�e

e

f

x

0

( � )

d�ef.

= Kf

x

0

( � )

exp(U( � ))=(1 � a

x

0

) (sous-entendu par rapport �a �).

Pour n � 0, la probabilit�e mP

n

admet alors pour densit�e P

�n

(

e

f

x

0

) = P

n

(

e

f

x

0

).

Soit une fonction g 2 L

2

(�) telle que �(g) = 0, il apparâ�t que pour tout n � 0,

P

n

(x

0

; g) =

X

1�k�n

a

n�k

x

0

(1 � a

x

0

)(mP

k�1

)(g) + a

n

x

0

g(x

0

)

or d'apr�es les consid�erations pr�ec�edentes, pour k � 1,

(mP

k�1

)(g) = �(P

k�1

(

e

f

x

0

)g)

= �[(P

k�1

(

e

f

x

0

)� �(

e

f

x

0

))g]

�

q

�[(P

k�1

(

e

f

x

0

)� �(

e

f

x

0

))

2

]

p

�(g

2

)

� �

k�1

q

�(

e

f

2

x

0

)� �(

e

f

x

0

)

2

p

�(g

2

)

� �

k�1







e

f

x

0







2

kgk

2

Notons par ailleurs que

�(

e

f

2

x

0

) =

K

(1 � a

x

0

)

2

Z

[x

0

�1=2;x

0

+1=2]

exp(�U(x) + 2U(y) � 2(U(y) � U(x))

+

) dy

ainsi il apparâ�t facilement que pour x

0

� 1 + a,

�(

e

f

2

x

0

) �

K

(1� a

x

0

)

2

exp(U(x

0

))

Il en d�ecoule qu'il existe une constante A � K telle que

8 x

0

2 R; �(

e

f

2

x

0

) �

A

(1� a

x

0

)

2

exp(U(x

0

))
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d'o�u en fait

jP

n

(x

0

; g)j � A exp(U(x

0

))

X

1�k�n

a

n�k

x

0

�

k

kgk

2

+ a

n

x

0

g(x

0

)

�

8

<

:

A exp(U(x

0

))a

x

0

a

n

x

0

� �

n

a

x

0

� �

kgk

2

+ a

n

x

0

g(x

0

) , si � 6= a

x

0

(An exp(U(x

0

)) kgk

2

+ �g(x

0

))�

n

, si � = a

x

0

ce qui permet d'�etablir le r�esultat annonc�e, en rempla�cant g par g � �(g), pour g 2

L

2

(�) quelconque.

Un autre avantage du trou spectral par rapport aux choix d'une fonction de Lya-

pounov est que le taux de convergence est plus explicite, ici a

x

0

_ � � (1=2) _ �.

Ainsi par exemple avec U : R 3 x 7! x

2

=2, en it�erant les noyaux P on �nit par

approximer la loi gaussienne standard relativement vite.
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