FORME HERMITIENNE SUR LE RESEAU DE BRIESKORN
EXPOSE A NICE, MAI 2006

Claude Sabbah

Introduction

Soit f : U — A! une fonction réguliere sur une variété affine lisse U de
dimension n 4+ 1. On suppose f a singularités isolées et modérée (par exemple,
un polynéme de Laurent commode et non dégénéré sur le tore U = (C*)"1).

Le réseau de Brieskorn
Go = Q”H(U) [z]/(zd —dfN)Q"(U)[7]

est un C|[z]-module libre de rang p (somme des nombre de Milnor) muni d’une
connexion avec un pole double en z = 0, définie, par extension grace a la regle
de Leibniz, par la formule

Vw € QTN U),  2%0.[w] = [fw].

Le quotient jacobien Q"™(U)/df A Q"(U) = Gy/2Gy est muni d’une forme
bilinéaire non dégénérée induite par le résidu :

w1 N\ wa
Res([wi], [ws]) = $ " res, [ }
3;] vt So dug Ao N duy,
ol uy, . . . , U, sont des coordonnées locales en x (seuls les points critiques contri-

buent & un résidu non nul, de sorte que la somme est finie).
On peut relier cette forme bilinéaire a la dualité de Poincaré dans les fibres
de f. Je vais rappeler comment. Soit M le systeme de Gauss-Manin

QD)0 (d — df A @) (U)[9)],

qui est naturellement un C[t](0;)-module. La dualité de Poincaré dans les fibres
de f provient (vie de Rham) d’un unique morphisme de C[t](0;)-modules,
DM — M, si DM désigne le module dual de M. Le noyau et le conoyau
de ce morphisme sont chacun isomorphes & une puissance de C[t]. Par trans-
formation de Laplace, on en déduit un isomorphisme /*GY — G, ou G" est la
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connexion méromorphe duale de G = C[z, 27! ®¢[,] Go. Autrement dit, on a un
accouplement C[z, z~!]-linéaire non dégénéré compatible & la connexion V :

G 117G — Clz, z1.

Alors (higher residue pairings, K. Saito), cet accouplement induit un accouple-
ment C[z]-linéaire non dégénéré compatible a la connexion :

(%) Go ®cp) i* Gy — 2" Clz].
On en déduit, par restriction modulo z, un accouplement C-linéaire non
dégénéré

Q") Jdf AN (U) @c QTHU) Jdf A QY (U) — C,

qui n’est autre que 'accouplement induit par le résidu.

1. Twisteurs

On cherche maintenant a construire un accouplement sesquilinéaire sur
QUL U) Jdf A QY(U), induisant, a l'aide de la dualité par résidu, une struc-
ture réelle. La difficulté, si on veut donner un analogue sesquilinéaire de la
formule (%), est de trouver un C|z]-module dont la fibre en z = 0 soit ’espace

vectoriel conjugué de QU /df A Q" (U), et d’étendre la formule ().

l.a. Accouplement sesquilinéaire (I). — Au lieu de partir d’un isomor-
phisme DM — M, on aimerait partir de 1’accouplement sesquilinéaire k :
M ®@c M — (Al (distributions tempérées) « défini » par

Vwi,we € Q"TH(U), Y € F(A), (k([wl],@),gpﬁdt/\dﬂ:/gQOf-wl/\wz.
U

Malheureusement, cette définition n’a pas de sens, car 'intégrale n’est pas bien
définie. Mais si tel était le cas, la formule de Stokes nous dirait que I'accouple-
ment k satisfait a

Oik(m!,m") = k(0ym',m") et Oik(m',m") = k(m' m”).
On note F; la transformation de Fourier de noyau exp(tT —¢7)s=dt Adt, qui est
un isomorphisme de ./ (A!) sur .#’(Al) : par définition, si u est une distribution

tempérée sur Al et 1 une (1, 1)-forme C™ dans la classe de Schwartz sur Al, on
pose

(Fu, ) = (u, (Fr)=dt AdE)  avec Frip = /e””w.

Alors Fyok : M ®@c i*M — .#'(Al) est encore un accouplement sesquilinéaire,
et on en déduit un accouplement sesquilinéaire

Fk:G®ciG — S (A%).
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Deux questions naturelles se posent alors, au vu de la formule (%) :

(i) que dire de I'image de Gy Q¢ i*G ?

(ii) comment induire un accouplement sesquilinéaire non dégénéré sur le quo-
tient jacobien ?

Je ne vais pas répondre a la premiere question directement, et je vais d’abord
expliquer comment obtenir une réponse a la seconde question. Il faut remarquer
que Fik induit, en restriction au systeme local .Z des sections horizontales de
G sur A¥ un accouplement sesquilinéaire

(Ek)p: L ®ci 'L — Ci..

1.b. Conjugaisons. — Soit ¢ 'application antilinéaire z +— Z et ¢ : Z +— 2
sa conjuguée. Si f(z) = Y anz" est un germe de fonction holomorphe de z,
alors le germe f oc¢(z) est aussi holomorphe et ses coefficients sont conjugués
des coefficients de f.

Si 2 est un C{z}-module libre, je note 7 le C{Zz}-module libre égal & %
comme R-espace vectoriel et sur lequel I'action de g € C{Z} est définie par
g-h=7gh.Sionpose H= /20, alors 7 |z = H.

D’autre part, ¢*7 est un C{Z}-module libre, de fibre en 0 égale a H. Par
conséquent, ¢* 7 est un C{z}-module libre dont la fibre en 0 est H.

Je considere la variante suivante avec l'application o : z — —1/Z. Soit £y un
voisinage du disque unité de coordonnée z dans C et . son inverse dans P!.
Si ## est un Og,-module libre de fibre H en 0, alors 0*7Z est un Oq_-module
libre de fibre H en oco. Je noterai o*7# = .

1.c. Accouplement sesquilinéaire (II). — Je noterai S le cercle unité (glo-
balement invariant par o). Un accouplement sesquilinéaire C' sur J# est une
forme linéaire

C . Jqﬁs ®ﬁlsz7js—> ﬁ|s

ou 'indice |g désigne la restriction faisceautique au cercle S. Je dirai que C' est
non dégénéré si le morphisme induit g — %fg est un isomorphisme. Dans ce

cas, je dirai que (2,C) est un twisteur et je noterai A le fibré obtenu par
recollement entre . et S via I'isomorphisme induit par C' au voisinage de S.

Je dirai que (J,C') est pur de poids 0 si de plus A est trivial. Alors on a
un isomorphisme H —— H, et donc une forme sesquilinéaire non dégénérée
h:H® H — C. Elle est hermitienne si et seulement si C' I'est (au sens ). Je
dirai alors que (7, C') est polarisé si de plus h est définie positive.

Proposition. — Soit (7€,C') un twisteur hermitien. Alors (7,C) est pur de
poids 0 si et seulement si il existe une I'(Qy, O)-base € de T'(Qy, H) pour laquelle
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la matrice C(g,€) (qui est une matrice de fonctions holomorphes au voisinage
de S) est constante.

De plus, (7,C) est pur de poids 0 et polarisé si on peut choisir € de sorte
que la matrice C(g,€) soit l'identité. O

1.d. Deux exemples. — Je vais développer 'approche esquissée au §1.c.

(i) Soit M le C[t](0;)-module « masse de Dirac en ¢ », i.e., M = C[t](0y)/(t—c).
Je note m la classe de 1 dans M, M le transformé de Laplace de M (avec
=9, 220. =t), G = M][z], Go = C[z""] - m.

Soit ¢, la distribution de Dirac en ¢, qui est définie par le fait que, pour toute
fonction test ¢, on a (4., 5= dt A dt) = ¢(c).

Tout accouplement sesquilinéaire k : M ®@c M — .'(Al) qui satisfait &

Oik(m/,m") = k(O;m/,m") et Ok(m',m") = k(m/,om”).

est de la forme k(m,m) = . a une constante pres. De plus, k est hermitien si
et seulement si la constante est réelle. Son transformé de Fourier est

Fik(m,m) =7~ = e/> />,

En restriction a |z| = 1 on peut aussi I’écrire sous la forme

C(m\S7m|S) _ 6Ezfc/z _ 0z, Cz
Si on pose w = e~ “m, alors C(ws,Wjg) = 1.
(ii) On pose M = CIt](0;)/(t0; — a) avec a € | — 1,0[, m est la classe de 1.

—

Ici, M = G et Gy = C[z71] - m. Alors k(m,m) = [t|** & une constante pres, et

[(a+1) ‘T|—2(a+1) _ [(a+1) ‘Z|2(a+1)

EFk(m,m) =
k(m. ) = 7= 5 T(—a)
En restriction a z = 1, on trouve
_ ['(a+1)
C(m|s,m|s) = m > 0.

Ici, on peut prendre w = /I'(—a)/T'(a + 1) m pour obtenir un twisteur pola-
risé.

l.e. Le cas intégrable. — Je dirai que le twisteur (7, C) est intégrable si
¢ est muni d’une connexion V a pole double en 0 et sans autre pole, et de plus
C' est compatible aux connexions (# est muni d’une connexion & pole double
en oo déduite de celle de 7). Si .Z est le systeme local des sections de J# sur
25, la donnée de C' est équivalente a la donnée d'un accouplement sesquilinéaire
non dégénéré

C: Zs Qcs J_ly‘s — Cg.
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On remarque que, sur S, on a o(z) = —z. Si on note ¢ I'involution z — —z, on
obtient donc :

La donnée d’un twisteur intégrable (7, C,V) est équivalente a la donnée de
(A, V) et d’un accouplement sesquilinéaire non dégénéré

C: %S Ry L_lyﬁ — Cg.

2. Structure de twisteur intégrable sur le réseau de Brieskorn

Je reviens au réseau de Brieskorn GGy muni de sa connexion V a pole double.
Pour construire une forme hermitienne non dégénérée h sur Q" (U) /df NQ*(U),
il suffit donc de construire un accouplement hermitien non dégénéré sur le
systeme local £ associé, et montrer que cet accouplement définit une struc-
ture de twisteur intégrable de poids 0.

2.a. Définition de ’accouplement. — On a un accouplement naturel non
dégénéré (accouplement de dualité de Poincaré, rendu sesquilinéaire)

P: Rfi’Cy ®c Rf,PCyy — Cpian [2],

ou on note PCy = C[dim U]. Les transformés de Laplace topologiques des deux
complexes RfiPCy et Rf,’Cy coincident avec le systeme local .Z, et P induit,
par transformation de Laplace topologique un accouplement sesquilinéaire non
dégénéré

ﬁ . ‘iﬁs ®(CS 0_1% E— (Cs,

d’ou la structure de twisteur cherchée. On pose

(_1)n(n+1)/2 R

(21'77-)714-1

C =

Théoréeme. — Le twisteur intégrable (Gy, V,C) est pur de poids 0, et la forme
hermitienne h induite sur Q" U)/df A Q" (U) est définie positive.

La construction de C' peut se faire en famille, et on en déduit, sur le germe
de déploiement universel de f, via I'application de périodes infinitésimale, une
métrique hermitienne définie positive sur le fibré tangent, en supplément de la
forme bilinéaire non dégénérée induite par le résidu, et conduit a une structure
tt*. C’était la motivation de Claus Hertling pour conjecturer le théoreme ci-
dessus.
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3. Esquisse de démonstration du théoreme

On a un diagramme

avec F' projective, de sorte que F' n’ait pas de cycles évanescents a l'infini
relativement au complexe de faisceaux Rk.Cy. Soit

M = Q"YU 8,/ (d — df A @8,)Q™(U)[8]

le systeme de Gauss-Manin de f. En général, M est sous-jacent a une variation
de structure de Hodge mixte polarisable, mais celle-ci n’est pas pure. Il existe un
module de Hodge polarisable M’ dont la fibre générique M'/(t—c)M' s’identifie
a la cohomologie d’intersection de la fibre générique de F', et on a un morphisme
naturel M’ — M.

Lemme. — Le noyau et le conoyau de M' — M sont isomorphes a des puis-
sances de C[t].

On en déduit que G’ = G. Soit FHM' la filtration de Hodge définie par
M. Saito, et F,M' = FE(nH)M’. On définit aussi Gj = F,M'+ 0, (F,M') +- - -
pour p > 0 (ceci ne dépend pas de p assez grand).

Lemme. — On a G = Go.

On remplace enfin M’ par sa partie primitive PM' (relativement a un fibré
en droites sur X, ample relativement a F). Par le théoreme de décomposition
de M. Saito, on sait que (PM', F,PM’) est facteur direct de (M’', F,M'), et on
montre que l'autre facteur est isomorphe a une puissance de C[t]. Ainsi, Gy =
PG|, peut aussi étre calculé a I'aide d’un C[t](0;)-module de Hodge polarisable.
On applique alors un résultat général sur les transformés de Laplace de modules
de Hodge polarisables (cf. exposé du 13 janvier 2005 & Nice). O
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