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Introduction

Soit P = {p1,...,pr,Drs1 = 00} un ensemble fini non vide de points sur
la spheére de Riemann P!. Soit (V,V) un fibré holomorphe & connexion sur
X*:= P!\ P. Nous notons ¢ la coordonnée sur la droite affine Al = P! \ {oo}.
On peut associer a (V, V) un unique C[t](0;)-module M, holonome régulier (y
compris a I'infini), qui est une extension minimale sur Al (caractérisé par le fait
que son complexe de de Rham sur A'* est j, kerV, si j : X* — A" désigne
I'inclusion).

Supposons maintenant que (V, V) sous-tende une variation de structure de
Hodge complexe polarisée d’un certain poids w € Z. Je vais considérer la ques-
tion suivante :

Question. — Quel type de structure existe-t-il sur le transformé de Fourier-
Laplace M de M ?

Soit 7 la coordonnée sur le plan de Fourier AL Tl est connu que M n’a de
singularité qu’en 7 = 0 et 7 = 00, celle en 0 étant réguliere mais celle a I'infini est
en général irréguliere. En particulier, M définit un fibré holomorphe a connexion
(V,V) sur X*:= Al < {0}

La variation de structure de Hodge complexe fournit une bonne filtration F, M
de M. En général, il n’y a pas moyen d’en déduire une bonne filtration sur le
transformé de Fourier. Par suite, il ne faut pas s’attendre a ce que M sous-tende
une variation de structure de Hodge complexe polarisée au sens usuel. Ceci est
également exclu a cause de la singularité irréguliere a I'infini.

Supposons pour simplifier que le poids w soit nul. La variation de structure
de Hodge polarisée induit un Z-module avec structure de twisteur polarisée
de poids 0 sur P! : c’est une conséquence des résultats de Schmid [5]. On
introduit une nouvelle variable z. Alors, un tel objet est décrit par la donnée
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d'un C[t, 2](8;)-module — ici le module de Rees RpM := @& F,M=z" — ou d;
agit par z0;, et d’'un accouplement sesquilinéaire C' qui est construit a l'aide de
la métrique hermitienne sur V' (la polarisation de la variation de structure de
Hodge).

Le transformé de Fourier d’un tel objet est un objet du méme type (si on
ne fait pas attention au point 50 a l'infini dans le plan de Fourier) : plus
précisément, c’est un Z-module avec structure de twisteur polarisée de poids 0
sur X (cf. [3]). il peut ne pas étre z-gradué, comme Ry M, mais cette gradua-
tion est transformée en une propriété similaire, I'intégrabilité (cf. [4, Chap. 7]).
Sur X* I’'objet que 1’on obtient peut étre appelé variation de tt* structure com-
plexe (C. Hertling [1] demande aussi une structure réelle, que I'on ne considere
pas ici). Dans cette variation, la fibre en 7 # 0 sous-tend une structure de Hodge
polarisée de poids 0 mais, en général, la famille ne sous-tend pas naturellement
une variation de structure de Hodge polarisée.

La fibre en 7 = 1 du transformé de Fourier est une structure de twisteur
polarisée de poids 0. Elle consiste d’'un C[z]-module muni d’un accouplement
sesquilinéaire (au sens de [4, §2.1]). Ce C[z]-module est obtenu a partir de la
filtration F,M (cf. lemme 4.1) par un procédé de saturation par 0; .

1. Transformé de Fourier et accouplements sesquilinéaires

Conjugaison. — Soit X une variété complexe de faisceau structural Oy, et
soit Xg la variété O™ sous-jacente. Je note X la variété Xg muni du faisceau
structural Oy := Ox. La conjugaison complexe est un isomorphisme de variétés
complexes (X, 0x) — (X, Ox) et I'image inverse par ce morphisme est un
foncteur que j’appelle aussi “conjugaison”.

Etant donné un &x-module .7 , son conjugué est noté .7 : c’est un O~-module.
Si V est une connexion plate sur .%, alors V est une connexion plate sur F et
ker V est le systéme local conjugué a ker V (correspondant a la représentation
conjuguée du groupe fondamental).

De méme, la notion de conjugaison est bien définie pour les Zx-modules.

Accouplements sesquilinéaires. — Un accouplement sesquilinéaire entre les -
modules .Z', . #" est un morphisme Zx Q¢ Px-linéaire A" @c M" — Dby,
(le faisceau des distributions sur Xg).

En dimension 1, j”en utilise aussi une version affine : soit C[t](J;) 1'algebre
de Weyl de la variable ¢ et soit .#/(Al) I'espace de Schwartz des distributions
tempérées sur la droite complexe. Si M’ M" sont des C[t](0;)-modules, je vais
considérer des accouplements sesquilinéaires M’ @c M” — .#'(Al).
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Si M' = M" =: M, on dit qu'un accouplement sesquilinéaire k : M ®¢
M — Z'(A) est hermitien si k(m,n) = k(n,m) pour tous m,n € M (et une
définition analogue pour 'analogue faisceautique).

Transformé de Fourier d’un accouplement sesquilinéaire. — Si M est un
C[t]{0¢)-module, je note M son transformé de Fourier-Laplace : c’est le C-
espace vectoriel M muni de la structure de C[r]|(0;)-module suivante : 7 agit
par 9, et 9 par —t. Etant donné un C[7](8;)-module N, je note ¢* N le C-espace
vectoriel N muni de la structure de C[7](0;)-module suivante : 7 agit par —7
et 0; par —O0;.

La transformation de Fourier de noyau exp(#7 —¢7) est un isomorphisme entre
Z'(A) (plan des t) et 5”’(1&1) (plan des 7). Si k: M' @c M” — #'(Al) est un
accouplement sesquilinéaire, je note kle composé de k et de la transformation de
Fourier des distributions tempérées. Alors k est un accouplement sesquilinéaire

k: M @c o M" — '(AY).

Le cas des Cl[t){0r)-modules holonomes réguliers. — Supposons maintenant que
M'; M" sont desC|t](0;)-modules holonomes qui on une singularité réguliere a
Pinfini. Alors M’ ,W n’ont de singularité qu’'en 7 = 0 et 7 = oo. Notons
G'™ G"*™ les fibrés vectoriels holomorphes & connexion ¥ obtenus en restrei-
gnant M , M7 ar #0, et &', 2" les systemes locaux ker v correspondants.

L’accouplement sesquilinéaire k induit un accouplement sesquilinéaire k
G'™ Q¢ *G"n — 0, dont la donnée est équivalente a celle de 'accouple-
ment sesquilinéaire

g/ ®(C L—lg// N CT#O;

et, en notant S! le cercle |7| = 1, ce dernier est équivalent & la donnée de
accouplement sesquilinéaire restriction

(1.1) iﬁigl Qc Lil‘,?ilsll — Cgqr.

2. Conjugaison twistorielle et
accouplements sesquilinéaires twistoriels

Je considére maintenant la droite projective P! munie de deux cartes affines
Qg et Qo, et je note z (resp. 2’) la coordonnée dans la carte €y (resp. ) avec
2=1/z.

Conjugaison tuistorielle. — Je note maintenant ¢ le foncteur de conjugaison
considéré plus haut et, si o : P! — cP! ou P! — P! est I'application z
—1/c(2) ou ¢(z) — —1/z, je note le foncteur o*cque jappelle foncteur de
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conjugaison twistorielle ou géométrique. Par exemple, si .77 est un 0g,-module,
alors 7 est un Og_-module.

Dans la suite, je note S le cercle |z| = 1 et Og la restriction faisceautique
Oq,ls (qui peut étre identifiée au faisceau des fonctions analytiques réelles sur S
a valeurs complexes).

Accouplement sesquilinéaire twistoriel et objets de Z%-Triples(pt). — Soient
H', A" deux Og,-modules. Un accouplement sesquilinéaire (twistoriel) entre
ces modules est par définition un morphisme Os-linéaire

Ci%/®y—>ﬁs.

Dans [4, §2.1.b], j’ai noté Z- Triples(pt) la catégorie de tels triplets (", 7", C).

Je dis qu'un tel triplet est intégrable si 7', 7" sont munis d’une connexion
méromorphe ayant un pole d’ordre au plus 2 en z = 0 et pas d’autre pole (i.e.,
si ils sont munis d’une action de 220.) et si 'accouplement sesquilinéaire C
satisfait a

(2.1) 20,C(m/,m") = C(z0.m',m") — C(m’, z0.m”),

ot l'action de 20, sur g est celle de z71. 220,. Je note Z int-Triples(pt) la
catégorie des triplets intégrables.

Soient &' C | ! 0 <z C | ;’#O les systemes locaux ker z20,. Le systeéme
local associé & " sur z # 0 est alors o0 'c.Z”. On remarque qu’en res-
triction & S, o est égal a ¢ (introduit plus haut) et que, en restriction aux
systemes locaux, I'accouplement sesquilinéaire C' prend ses valeurs dans le fais-
ceau constant Cg = ker z0/0z. Par suite, I'accouplement sesquilinéaire d’un
objet de Z int-Triples(pt) est déterminé par le morphisme C-linéaire (sa res-
triction aux sections horizontales) :

(2.2) C: Lﬁ’s Qc L_lcﬁg — Cs.

Structures de twisteur polarisées de poids 0. — Soient S, 7" deux fibrés vec-
toriels (de méme rang) sur €. Je dis que Uobjet (7, 5", C') de %- Triples(pt)
est une structure twistorielle de poids 0 si C' définit un recollement entre .#"'V
(fibré dual) et sZ” (en d’autres termes, C' est non dégénéré) et si le fibré vec-
toriel sur P! ainsi obtenu est trivial (le poids est 0).

Une polarisation est alors une identification (qu’en général je choisis égale a
I'identité) entre 57" et " (cf. [4, §2.1.c]) telle que, si je pose & = ' =
A", Iaccouplement sesquilinéaire C' : g ®gy ?TS — Og soit hermitien (i.e.,
C(m, ) = C(p, m) pour des sections locales m de g et p de o' Hs) et défini
positif, i.e., il existe un C-espace vectoriel H C I'(£2y, 7) tel que
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— H = ﬁgo Kc H,_
— C envoie H ®c H dans C C I'(S, Og) (donc est une forme hermitienne
sur H),

— et est définie positive en tant que telle.

3. Transformé de Fourier d’un C[t](0;)-module filtré muni d’un
accouplement sesquilinéaire

Supposons que le C[t](d;)-module M soit muni d’une bonne filtration F,M et
d’un accouplement sesquilinéaire k : M @c M — #'(Al). Je vais lui associer un
objet (€, ,C) de Z int-Triples(pt).

Saturation d’une filtration d’un C[t](0;)-module holonome. — Soit M un
Clt](0¢)-module holonome et F,M une bonne filtration de M (en particulier,
chaque F}, est un C[t]-module de type fini). Je suppose pour simplifier que 0 est
un indice tel que 'on ait Fj, = Fy +--- + 6fF0 pour tout k > 0 (Je dirai alors
que F,M est engendré par FyM). Je pose M[0; '] = C[t](dy, 0, ") @cpiay M (il
est connu que M[9; '] est aussi holonome en tant que C[t](d;)-module) et je
note loc : M — M [0, 1] le morphisme naturel (le noyau et conoyau duquel sont
isomorphes a des puissances de C[t] avec sa structure naturelle de C[t](0;)-
module & gauche). Soit Go = > ;- (9;j17)\(:(F0). Cest un sous C[9; ']-module de
M|9;"]. De plus, & cause de la relation [t,9; '] = (9;')?, il est naturellement
muni d’une action de C[t]. Si M a une singularité réguliere a I'infini, alors Gy
est de type fini sur C[0;'] (¢f. [2, Th. V.2.7)).
Pour tout £ > 0 on a donc

(3.1) Gy =Y _ 9, loc(Fy) = 9} Gy.

J=0

Définition 3.2 (La correspondance fondamentale). — Considérons (M, F,M, k),
ol

— M est un C[t](0;)-module holonome qui est régulier en oo,
— I, M est une bonne filtration qui est engendrée par FyM,
—k:M®cM — #'(A) est un accouplement sesquilinéaire.

On associe a ces données un objet (2, 2, C ) de Z int-Triples(pt) défini comme
suit :

—on pose S = G en renommant z la variable 77! = 9, et on définit
Paction de 220, comme étant celle de ¢ (on remarque que Gojrz0 = Mjr.2),
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— L’accouplement sesquilinéaire (1.1) induit par & est maintenant vu comme
un accouplement sesquilinéaire (2.2), et donc définit un accouplement sesqui-
linéaire intégrable C' : Hfg ®gg s — Os.

Remarque 3.3. — Dans une telle correspondance, si k£ est hermitien, alors C
I’est aussi.
Théoreme. — Si (M, F,M,k) est lextension minimale d’une variation de

structure de Hodge polarisée sur X*, alors l'objet associé (F, I, 6) est une
structure de twisteur polarisée intégrable de poids 0.

4. Explication de la correspondance

Renommer 71

en z signifie changer le type de conjugaison que 'on veut
considérer. Cela peut paraitre un peu mystérieux. On le comprends mieux si on
introduit la variable z des le début, avant la transformation de Fourier. Je vais
associer aux données (M, F,M, k) un objet de £ int-Triples(Al). Je travaillerai

d’abord de maniere algébrique dans les coordonnées ¢ et z.

Le module de Rees d’une bonne filtration. — Soit (M, F,M) comme avant et
Ry M le module de Rees @, F), M 2*, o1l z est une nouvelle variable. On a RpM C
Clz, 27!l ®c M et de plus Clz, 27! ¢ ReM = Clz, 27! @¢ M. Cest un
Clt, 2]{0;)-module (d; agit par z ® ;). Il est intégrable, I'action de 220, étant
I’action naturelle.

La conjugaison est d’une part la conjugaison naturelle par rapport a la va-
riable ¢ et d’autre part la conjugaison twistorielle par rapport a la variable z.

En particulier, le conjugué C[z, z2~1] ®c M est C[z, 27!} ®c M avec la structure
twisteur-conjuguée de C[z, 2~ ]-module.

Si k est un accouplement sesquilinéaire sur M, alors on I’étend par C[z, z71]-
linéarité en

C: ((C[z, z ' ®c M) ®Clz,2-1] (C[z, z 1 ®c M) — Clz, 27 ®c 7' (A).

De maniere évidente, C satisfait a la condition d’intégrabilité analogue a (2.1).

4.a. Transformé de Fourier-Laplace du module de Rees d’une bonne fil-
tration

Le transformé de Fourier-Laplace m de RpM est par définition le C[z]-
module RpM muni de laction de Clr, z](3;) ou 7 agit par O; et O, par —t. Le
noyau correspondant est exp(—it7r/z).



TRANSFORMATION DE FOURIER-LAPLACE 7

Lemme 4.1. — Le transformé de Fourier localisé C[t, 77", 2] Q¢ m sa
structure naturelle de Clr, 771, 2](9,) est isomorphe a C[r, 77 @c Gy muni de
la structure suivante :

— la C[r, 771]-structure naturelle,

— la multiplication par z est donnée par z - (T ® g) = 7" @ (0,
2o =(r@d7),

— laction de 0, est donnée par 3.(7% @ g) = 7F @ [(k0; ' —t)g], i.e.,

1g), i.e.,

0, =2-(0,®1)-1@t=70,®0;, ' —1®t.

En particulier, la fibre de RpM en 7, # 0 est G avec I'action de C[z] définie
par z - g = 7,0; 'g. Autrement dit, le Gy avec action renommée utilisé dans
la correspondance de base n’est autre que la fibre en 7 = 1 du transformé de
Fourier-Laplace de RpM.

Remarque 4.2 (Intégrabilité). — Comme RpM est naturellement muni d’une
action de 220, (mkzk — kmkzkﬂ), son transformé de Fourier-Laplace m est
muni d’'une action tordue action myz* — kmiz*t! + Otm;2"*. Le transformé
de Fourier localisé a aussi une telle action. Sur le modele C[r, 771] @¢ Gy, ou
la multiplication par z est donnée par ’action de 7 ® 0, I laction de 220, est
donnée par celle de 7 ® t.

On voit donc que la fibre de RpM en 7, # 0, en tant que C[z](220,)-module,
est identifiée & Gy sa structure naturelle (multipliée par 7,) de C[0](620y)-module

(0 =0;1, 020y = t) : 2 agit par 7,0 et 220, par 7,0%0,.

Remarque 4.3 (Localisation par rapport a z). — Je localise maintenant par
rapport a z le module considéré au lemme 4.1. Si je localise d’abord R/FM
par rapport a z, j'obtiens le module Clz, 27!] ®c M. Si je localise ensuite par
rapport & 7, jobtiens C[z,27!] ®c M[9;']. Jai aussi une description de ce
module sous la forme C[r,77'] ®¢ G si je pose G = M[0;']. Il est muni d’une
action de C[r, 771, 2, 271](0,, 8.) par localisation de celle sur m

Notons # = 77! et posons = 0; ' agissant sur G, de sorte que ¢ agit par
n?0,. Donnons la forme explicite de 'action sur C[r, 77! @c G = C[f, 67| @c G.
L’action de z est par 67! @7, celle de 9, est par § ® 9,. D’autre part, I’action
de 6 est par 0 @ 1 et celle de p est par R 1+60'@nd, =1+ 2(1®09))
(car Oy = —720,).

Considérons le morphisme p : C* x C* — C* défini par (0, z) — n = 26. Alors
le module C[f, 07| ®¢ G n’est autre que I'image image (au sens des Z-modules)
ptG, si G est vu comme un Cln, n~1](9,)-module.
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En particulier, si .Z désigne le systeme local associé G*" sur C*, on voit que
le systeme local associé a RpM sur C* x C* est p*.Z.

4.b. Identification des accouplements sesquilinéaires

Soit u une distribution tempérée sur Al (coordonnée t). On considere sa trans-
formée de Fourier F,u avec parametre z € S et noyau exp —2iIm(t7/z). Elle
appartient a l'espace .’ (1&1 X S/8S), i.e., est une distribution tempérée sur le
produit Al x S qui dépend continfiment de z € S.

Soient m,p € M et u = k(m,) € '(Al). Alors, restreinte & 7 # 0, la
distribution F,u est C'™ par rapport a (7, z) (c¢’est une composante d'une section
horizontale d’une connexion intégrable). Si on travaille dans la variable § = 771,
on voit que F,u est I'image inverse wvia 'application p : (0,2) — n = 20 de la
transformée de Fourier usuelle de la distribution u restreinte & n~! # 0 (le noyau
est exp — Im(¢/n)).

L’accouplement sesquilinéaire k : M ®@c M — .#'(A!) s’étend en un accouple-
ment sesquilinéaire (ou la conjugaison est prise au sens twistoriel par rapport
a la variable z)

Rk : ReM ®cp, .-y ReM — Clz, 27" @c S'(A"),

My @ gal s 2Pk(my, 77) = (1)1 k(m,, 7).

En restreignant & S on définit ainsi Rpk : R/FM|S R 6 R/FM‘S — .7'(Al x S/S)
par composition de Rrk avec la transformation de Fourier &F,. En restreignant
aussi a 7 # 0, un tel accouplement sesquilinéaire prend ses valeurs dans les
fonctions C'°.

Rappelons que l'on a posé S' = {|7| =1} = {|§] = 1} et S = {|z| = 1}. La
restriction aux sections horizontales sur S* x S de I’accouplement ﬁ\pk est un
accouplement sesquilinéaire (p*.£)gixg @c 0 1e(p*L)s1xs — C, puisque p*.&
est le faisceau des sections horizontales de m sur C* x C*. Rappelons aussi
que, sur S, on a o(z) = —1/¢(z) = —=z.

Si on utilise I'involution ¢ : n — —n, on voit que Eﬁq sixs est p* de 'accou-
plement sesquilinéaire k Zis1 ®c flﬂ — Cg1. La restriction a 6 = 1 (ou

7 =1) de Rpk coincide donc avec k au niveau des sections horizontales.

5. Indications sur la démonstration du théoreme

Dans un premier temps, on applique les résultats de Schmid sur les variations
de structures de Hodge polarisées d’'une variable pour associer a toute telle
variation une filtration sur ’extension minimale du fibré plat sous-jacent et un
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accouplement sesquilinéaire sur celle-ci. A ces données on peut donc associer
un Zpi-module holonome régulier avec structure de twisteur polarisée. Cette
structure est de plus intégrable.

On a maintenant un résultat général :

Théoreme. — Le transformé de Fourier-Laplace d’un Ppi-module holonome
réqulier avec structure de twisteur polarisée en est aussi un (hors de o0). La
transformation de Fourier-Laplace préserve [intégrabilité.

La démonstration de ce théoreme est obtenue en analysant la dégénérescence
quand 7 — 0 du transformé de Fourier-Laplace et en comparant la limite a
la limite, quand ¢ — oo, du Z-module avec structure de twisteur associé a la
variation de structure de Hodge polarisée. D’apres Schmid, cette derniere est
une structure de Hodge mixte polarisée.
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