Une conjecture de M. Kashiwara

Conjecture

Les propriétés de®-modules de Hodge polarisables qui ne font pas intervenir
explicitement la filtration de Hodge sont encore vraies dorsn y remplace
«D-module de Hodge polarisable » parR-module holonome semi-simple ».

Trois sources d’'idées :

— la théorie desnodules de Hodge polarisablee M. Saito,

—la notion devariation de structure de twisteyrintroduite par C. Simpson
(d'apres une suggestion de Deligne),

— |'utilisation desdistributions et deformes hermitiennesur lesD-modules,
d’apres D. Barlet et M. Kashiwara.
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Théoreme principal

SoitF un faisceau localement constasgmi-simplesur une variété projective
lisse X et f : X — S une application holomorphe a valeurs dans une
surface de Riemann compac$e Alors le complexe image direciR f.F se
decompose, dans la catégorie dérivee, en somme directesdedax pervers
(convenablement décalés) irreductibles sur



Metrigues harmoniques et fibrés de Higgs

Théoremeg(C. Simpson)

Soit (V, V) un fibré holomorphe muni d’une connexion plate sur une variét
kahlerienne compactX'. Alors (V, V) admet une métrique harmoniqa&esi

et seulement si le faisceau localement consfartte ses sections horizontales
estsemi-simple

/ 14
Dy = Dy, + Dy,
la connexion plate sur le fibré

H=C3Q®V
X
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obtenue a partir d¥, de sorte que

(V, V) = (Ker Dy, Dy,).

Soit h une métrique suf . On peut alors trouver une unigue connexion
Dy =Dy, + Dy sur H
qui préserve la métriquéx de sorte que, si on pose
0, = D}, — Dy, 0% = Dy, — Dy,
la (0, 1)-forme 6%, a valeurs dan¥nd(H) soit I'adjointe, relativement &,
de la(1, 0)-forme 67,
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La métriqgueh estharmoniquerelativement au fibré holomorphe plg¥/, V)
Si
(D} +0)? = 0
c’est-a-dire
D=0, DY) =0, 0,A0,=0.

E=KerD},:H — H
E est un fibré holomorphe muni d’'urieforme 6%, a valeurs dan&nd(E),
gui satisfait
0, N0, =0
07, est unchamp de HigggpourE.
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La platitude deDy, impose les relations
D;Ez = 0, D;E(H;E) = 0, DZ?(H;E{?) = 0.

Par conséquent, pour togf € C, 'opérateur
D7, + z,07%
est une structure complexe SHr.



Le fibré holomorphe associé
V., = Ker D7, + 2,07

est muni, siz, # 0, d’'une connexion holomorphe plate

/ 1 /
V. =D, + —0,.

Zo
Pourz, = 1 on retrouveg(V, V).

Si h est harmonique, les identités de la geométrie kahlerieapglguent aux
opérateurs mixtes
D' = D%, + 63, D" = Dy + 0%
Dy = D'+ D”
Ap, = 2Ap = 2Apn.
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Simpson en déduit lgfnéoreme de Lefschetz difficile

Famille de fibrés plat§V,, , V. ) pourz, # O.
On a aussi des opérateurs qui satisfont les identites demadgjée kahlerienne :
Dy., = (2D} + 8) + (D} + 2,8y) = 2D’ + D"
A., = (1+ |2]")Ap, .
—> Tous les faisceaux localement constahts, z, # 0, ont méme cohomo-
logie.



Variations de structures de Hodge polarisées

H un fibré vectorielC>® muni d’'une décomposition

H = &b HPY—P (’LU & Z),
PEL

d’une connexion plate
Dy = Dy, + Dy,

et d’'une forme hermitienne non dégénekeeelles que
— la décomposition edt-orthogonale
— (—1)Pk sur HP~P estdéfinie positive
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et (relations de transversalitée Griffiths)

D%/(Hp,’w—p) C (Hp,w—p 2 Hp—l,w—p+1) R0y Q}X

Dg(Hp,’w—p) C (Hp,w—p D Hp+1,'w—p—1) ®OY QlY
ou X est la variété complexe conjuguée. On dit que I'on a umeation de
structures de Hodge complexes polarisées de pads

h=(—1)?k sur HP"™P
Décomposition
Dy, = Dy + 64, Dy, = D%, + 65.

La métriqueh estharmonique
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Variations de structures de twisteur polarisées

C. Simpson présente cette notion en énoncant le

Meta théoremdC. Simpson)

Si les mots«< structure de Hodge » sont remplacés pak structure de twis-
teur » dans les hypotheses et les conclusions de tout theoremeenmetlle
Hodge, on obtient encore un énonceé vrai, dont la preuve eslbgoe a celle
de son modele.

La notion de structure de twisteur est une
« déshomogénéisation »
de celle de structure de Hodge, qui conserve neanmoinsitanraepoids
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Conjugaison géomeétrique

La sphére de Riemarit munie des deux cartes
Uy et Uy
7 la conjugaison usuelle et I'involution
o: 7Pl — P! o:P! — 7P!
T(2) — —1/z z+— —1/7(2)
SiU est un ouvert d®! et f(x, z) est une fonction suX x U,
f(z,2) = f(z,0(2)),
qui est une fonction holomorphe sXr x o7 (U). Par exemple,
z=-—1/z
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est une fonction swrT(Up) = U.

SIF estunOx xy-module, alorsF est unOx, . )-module etF € o*rF
est unOx, ., )-Module.
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Structure de twisteur polarisée

Unestructure de twisteur de poida sur H consiste en la donnée de
— deuxOy,-modulesH’, ‘H" localement libres de rang
—// . .
— et d’'unrecollemententreH”* et’H  sur une couronnd invariante paor

C:T(A,H) ® T'(A,H") — O(A).
O(A)
Le recollement définit un fibré{ surP! isomorphe a0p:(w)? tel que H =
r'(PY, H(—w)).
Une polarisation est un isomorphisme

Y

S:H' — H



tel que

Co(S®Id):T(A,H") ® T(A, H") — O(A)
O(A)

induise undorme hermitienne definie positivé sur
HRH.
C

15
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R-modules

Le faisceau d'anneauR x x 7, est localement isomorphe au faisceau d’anneaux
Oxxv,(z0z,,...,20,,). C'estl’'anneau de Rees associPa et sa filtration
F,Dx par l'ordre des opérateurs

RyDx = @ F.(Dx) - 2"
kEN
gue I'on a déshomogéneisé.

Rxxv, = Oxxu, C@[@] RrDx.
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R x x U,-modules holonomes stricts

On dit quUUNR x x 7, eststrict s'il n'a pas deOy;,-torsion.

Exemple
Un RgDx-moduleM est strict si et seulement si il est de la fordRg-M
pour unD x-moduleM muni d’'une filtrationF' compatible avec celle dPx.

On dit quU'unR x x 7, €stholonomesi sa variete caractéristique, contenue dans
(T*X) x U, est contenue dans un ensemble de la foAme Uy, oUA C
T*X est lagrangienne homogene.
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Variations de structures de twisteur polarisées

Unevariation de structures de twisteur de poids consiste en la donnée de
— deuxOx xy,-modules localement librekl’, H” de rangd munis d’unez-
connexion platei,e. d’'une structure d&R x x7,-module,

— et d’un recollement

C:maH ® waH' — CE(O(A))
O(A)

qui estR ® R-linéaire, de sorte que la restriction a chaque fibre soi
structure de twisteur de poida.

Unepolarisationest un isomorphism®-lineaire

Y

S:H' — H



19

qui induit une polarisation en restriction a chaque fibre.

Le fibré H surP? que I'on obtient par recollement d&¢’* et H” estC> par
rapport aux variables dX et holomorphe par rapport a la variablelle Si H
est le fibréw*ﬁ(—w), la polarisation permet donc de définir umetriqueh
surH.

Le fibré’H|,_, est un sous-fibré holomorphe @ avec une structure dPx -
module,i.e. muni d’'une connexion holomorphe plate.

Le fibré H| _, est un sous-fibré holomorphe dd avec une structure de

erfDx = Ox[T X]-module,i.e. muni d’'un champ de Higgs.
Théoremeg(C. Simpson)

La métrigue ainsi obtenue est harmonique. Réciproquenteute métrique
harmonique sui{ s’obtient de cette maniere. Xi est kdhlerienne compacte,
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la restriction az = 1 induit une équivalence entre la catégorie des variations
de structures de twisteur polarisées de pdidx celle des représentations semi-
simples der; (X).

On peut reformuler le théoreme de Lefschetz montré par SImps

Théoreme

Si X est kdhlerienne compacté, 'opérateur de Lefschetz, et 6H’, C) est
une structure de twisteur polarisée de poigssur X, alors pour toutk, la
partie primitive

(PH*(X,H"), (—1)**-D/2C o (L* ® 1d))

est une structure de twisteur polarisée de paids- k.
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Distributions méromorphes

On remplace le faisceau des fonctidi®® de X a valeurs dan® (A) par celui
des distributions suX a valeurs dan©(A).
Si o est un nombre complexe, on pose

axz=zRéa+i(z—1) " Ima/2
=z(Réa+i(z+1/z)Ima).

La fonction
Qo *x Z

0# 2z
7 . . . Z
est « réelle »i.e. invariante par le changement

t+— —1 et z+——2z=—-1/z.
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On veut pouvoir considérer la distribution d’une variabte
£/ (log |t])".
Cette distribution est a valeurs daf¥ A ) si on la multiplie par
I'(1+ (a*z)/z)" D,
Les pbles par rapportasontimaginaires purs

Faisceal® b%’*m)



23

Structure de twisteur sur un D x-module

Une structure de twisteur de poids sur unDx-module M consiste en la
donnée de
— deuxR x xy,-modulesholonomes strictsmM’, M,

|z=1 — |z=1

—et d’'un accoupleme®R Ko (a) R-linéaire

C:maM ® mp M7 — Do
O(A)

On suppose de plus quet’, M” sontspécialisablede long de tout germe de

fonction holomorphe et que les spécialisés sont des ohjatsgane type et que,
en dimensiord on obtient unestructure de twisteur de poida + - - - .



Spécialisation daC' .

'(:bt,ac . ’(:bt,aM,A O%) wt,aMx — Q:%i;zR)

(m, ) —

o (o) Résuc oy = (Clma 1), 0 17 x(1))].

Une polarisation est un isomorphismeRe « ,-modules

Y

S: M' — M’
qui induit une polarisation sur les objets spécialisés.
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Théoreme

La catégorie desD x-modules holonomes réguliers munis d’une structure de
twisteur polarisee estemi-simple

Sif : X — Y estun morphisme entre variétés projectives lisses, I'enag
directe d’'un module holonome régulier muni d’'une structdestwisteur po-
larisée se decompose enmme directede ses modules de cohomologie, qui
sont desDy-modules holonomes réguliers munis d’'une structure dedwis
polarisée (le poids est obtenu de la maniere usuelle).
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Conjecture

Si X est projective lisse, le foncteur de restrictior &= 1 est une equivalence
entre la catégorie de® x-modules holonomes réguliensunis d’une struc-
ture de twisteur polarisée de poidsO et celle desD x-modules holonomes
regulierssemi-simples

Il résulte des travaux de C. Simpson que cette conjecturgaéstaite dans les
cas suivants :

—Les D x-moduleslisseset les faisceaux localement constants.

— X est une surface de Riemann compacte.
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Conclusion

Ceci permet d’obtenir le théoreme principal.

Le cas général devrait s’appuyer sur les travaux de Josteetgaméralisant en
partie ceux de Simpson en dimension plus grande.

Le cas dedD-modules holonomes irréguliers est encore tres ouvernidéms,

il y a des résultats en dimensian la construction d’'une métrigue harmonique
associée a une connexion meromorphe (irreguliere) irtddecur une fibré
sur une surface de Riemann compacte.



