Variétés de Frobenius



Varietés susceptibles de porter une structure de Frobenius

Exemples de type B
Il s’agit essentiellement de variétés de parametres weler
espaces dmodules espaces dééformations universelles
— Le complémentaire des hyperplans diagonaux dzhs
c'est 'ensemble de6z4, ..., 2z,) € C"tels quez; # z; Si¢ # J.
— f : C™*1 — C un polyndéme a point critique isolé énet f(0) = 0.
p(f,0) = dim C{ug,...,u,}/(0f/Oug,...,0f/0u,).
Base: po = 1,015 .. @u—1.
M = (C*,0) muni de coordonnées, ..., z,_1.
Le déploiementst le polynGme

F(u,z) = f(u) + szgoj(u).

Exemple :n = 0 et f(u) = u?*! (singularitéAy), p = d, p; = u’.



— Méme constructionlobale:

p(f) = dim Clug, . .., u,]/(0f/0ug,...,0f/O0uy)
si on impose 'absence de singularité du polynome « a I'infini
— On peut aussi considérer unarieté affineplus générale et dessus, une fonc-
tion algébrique.
Exemple :

f(u) =up+:-+-~4+u, surletore X ={ug---u, =1} ~ (C*)".

1
flu) =uy+ -+ +up, + :
Uy *** Uy

Points critiques: ug = u; = + -+ = u,, = ¢, avec¢" ! = 1.

p(f) = dim Cluq, ul_l, ooy Up, ugl]/((ul — Uy ey (Upy — uo))
Base: 1, ug, ..., ug.

F(u,z) =ug + -+ +up+ 20 + (1 4 z1)uo + z2ug + - - - + zpug.
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— Les espaces de Hurwitzqui parameétrent les revétements ramifiésRle
c’est-a-dire les fonctions méromorphes sur une surfacei@adhn de genre
fixé, dont les ordres des pdles sont aussi fixés.

Exemples de type A_a variéte M est un voisinage de l'origine dans I'espace
vectoriel H*( X, C) : cohomologie d'uneariété kahlérienne compacte



Pourquoi s’intéresser aux structures de Frobenius ?

— Le développement récent de la théorie s’est fait en péealiec le dévelop-
pement de laymetrie miroir, qui prend sa source dans des théories de champs
en physique.

— Néanmoins, on peut dire que la structure avait été decteuparkyoji Saito
a lafin des années 70, sur les exemples de type B.

— Une variété projective lisse donne lieu a un objet de typ&adn « miroir »
serait un objet de type B donnant la méme varieté de Frobenius

— C’estB. Dubrovin qui a développé la géometrie sous-jacente des variétes de
Frobenius.

— Ce type d’approche de la symétrie miroir a eté développé p&@ivental

— Par exemple, dans un article récéhtBarannikovassocie a I'espace projectif
complexeP” la fonction f = uwg + u; + -+ + u, Sur le toreX =
{uouy - -+ u, = 1} C C**1L



Approche geometrique

Structure de Frobenius

Deux champs de tenseurs holomorphes sur le fibré tafigat:

—une forme bilinéaire symétriqug non dégénérée (a valeurs complexes),
gu’on appelle encore métrique» ;

— unproduit associatif et commutaté muni d’'unchamp unitée.



Relations
—la « métrique »g est plate : il existe, localement suiM, des coordon-

neesty,...,t,, telles que les champd,,, ..., 8;, forment une basg-
orthonormée. L'unigue connexiosans torsions, associée a la metrique,

l.e. telle que
dg(€17 52) — g(VEla 52) — g(Ela V€2)
pour tous champs de vectefs &», est donc aussians courbure

— Le champ unité estorizontal poursy : e = 0.
— Le produit estauto-adjoint relativement ag, c’est-a-dire que, pour tous

champs de vecteu&, &5, £3, 0N a
déf

g(&1 % &2,83) = g(&1, &2 % &3) = c(&1,42,83).

— Le 4-tenseuryc estsymétriqueen ses quatre arguments.



8

Ecriture dans des coordonnées plates

(t1,...,t,) des coordonnées locales telles @ug . . . , 9;,, soientg-orthonormés.
8tj * 8tk: = Z CJ(;L% ati.

1

Condition de symétrie sue :

ac'’)
la fonction 6—;'“ est symetrique em, 3, k, £.
e



Conditions d’homogénéite

Il existe un champ de vecteués (champ d’Euler) et un nombre complex2
soumis aux conditions suivantes :

— 'endomorphismey € de® ), est une sectiony-horizontale d€Endp,, (Onr) ;

—on aLle(g(§,m) — g(Le€,n) — g(& Len) = D - g(&,m) pour tous
champst, n ; autrement dit,

Le(g)=D-g

—onaLle(E*xm) — Le&*xn — & x Len = & x n pour tous champ§, n;
autrement dit,

ﬁqg (*) = %
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Pourquoi attribuer ces structures a Frobenius ?

— Dérivation des fonctions elliptiques par rapport aux @ees de la courbe el-
liptique.
Connexion « désauss-Manin» sur I'espace des modules des courbes ellip-
tiques.

— Notion dalgebre de Frobeniusntroduite dans la théorie des représentations
des groupes finis (algeb€G|). Sur les variétés de Frobenius, chaque espace
tangent est une algebre de Frobenius associative et cotnrauta
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Approche potentielle

Dans des coordonnées plates, . . . , t,,), la condition de symétrie suréqui-
vaut a I'existence d’'une fonctioR'(t4, . . . , t,,), appeléeotentiel de Gromov-
Witten de la structure, telle que

O*F o
ot 01,01 = ¢(Oy;, O, Or,) pourtouss, j, k.
Réciproquement
le tenseuic défini par une fonctio® (¢4, . . . , t,,) provient d'une structure de
Frobenius seulement si la fonctidn satisfait auxequations d’associativité
O3F O3 F

estsymeétriqueenz, 7, k, £.

'expression |

m

Ot;0t;0t,, Ot 0t,0t,
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Conditions d’homogénéité sur le potentiel
On suppose gue 'endomorphisme

VE:0)y — Oy
£ — ve€
estsemi-simpleet on choisit des coordonnées plates telles que
Oy, = e, V%QS = J;¢.

La condition d’homogénéité s’exprime par
Le(F)= (D +1)F moduloun polyndbme de degré< 2,

c'est-a-dire que les seuls mondmgs - - - t%» intervenant dans le développe-
ment deF' sont ceux pour lesquels;; a;0; = D + 1si) .a; > 3.
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Exemple : la cohomologie quantique

Cohomologie quantiqual’'une variété projective lissX

-M = (H*(X,C),0), TM = M x H*(X, C),

— pour toutm € M, un produitk,, surT,,M = H*(X,C) avecxy =
cup-produlit.

— La dualité de Poincare définit une forme bilinéaire’BWI (« metrique »).

— Le produitx est défini par I'intermeédiaire dpotentiel de Gromov-Witten

— Les coefficients du développement du potentiel de GromiateMvVdans des
coordonnées plates sont calculés les espaces de modules d’applications
stablesde P! marqué de points verX .

— Leséquations d’associativitéefletent les relations geomeétriques liant ces es-
paces de modules (en fonction du nombre de points marqués).
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Approche «isomonodromigue »

—P:0Oy — Oy Q}W correspondant au produt;
—Ry:0Opy — Opp, E— E X E;

— Ry : Opr — Opp, § — €.

— Nouvelle coordonnée € C.

-7 : M x C — M la projection.

Relation de compatibilité

Surm*T M (fibré surM x C), la connexion

P Ry dr

T T T
estintégrable c’est-a-diresans courbure
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Exemple 1 : Structures de Frobenius semi-simples

Théoremeg(Dubrovin)

Il y a correspondance bijective entreariétés de Frobenius simplement

connexes semi-simple@.e. pour lesquellesk, est semi-simple régulier en

tout point) et les quadrupletsB, B, w?, U), ou

— Bg est une matrice semi-simple réguliere,

— B satisfait aB?_ 4+ B, = wld avecw € Z,

—w? est un vecteur propre d&,, dont aucune des composante sur la base
propre deBg n'est nulle et

— U est un ouvert (étale) simplement connexee-~. O ..

— X, : revétement universel dg? < diagonales
— ©,0 : hypersurface d&, dependant de la condition initia{@B{, Boo, w°).
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Exemple 2 : Structures de Frobenius et singularités

— f(ugy - .., uy) : (C*1,0) — (C, 0) a point critique isolé,
M = (CH,0), F(u,z) = f(u) + zo + Y07 gilu)z.
— Application de Kodaira-Spencer— structure multiplicative su®,, :
@ : On — Oprycnt1/(0F/Oug, ..., 0F /duy,)
0., — [0OF/0zi]

—Champ d’Euler: & = o~ }([F])
— Fibré deGauss-Manin: fibré a connexion plate.

Théoremeg(M. Saito). Il existe une section du fibré de Gauss-Maniforme
primitive, qui identifie le fiboré de Gauss-Manin et le fibré tand&M/ et munit
celui-ci d'une « métrique » et d’'une connexion plate sansitor Connexion
de Gauss-Manii. On en deduit unstructure de Frobeniusur M .
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Approche par les algebres différentielles de Gerstenhaber

(A, N, 0, A)
- (A = Ay @ A, N) une algebr,-graduée commutative sur un cops
-0,A : A — A k-linéaires impaires, telles que
—62=0,A%?=0,0A + A = 0,
— J§ est une derivation,
— pour touta € A,
b [asb] = A(aAb) — AaAb— (—1)%E% A Ab

est une dérivation de degté+ deg a.
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Théoreme(Barannikov-Kontsevitch, Manin)

Si(A, A, 4, A) est une algebre différentielle de Gerstenhaber telle que
—dimy H(A,Jd) < 400,

— il existe une formé-linéaire [ : A — k telle que

/(5a) Ab = (—1)+desa / a A (6b)
et idem pourA, induisant une forme bilinéair¢a,b) = [a A b non
dégénéresur H(A, J),
—~H*(Ker A, ) — H*(A,J) etH*(Ker A,§) — H*(A,J).
Alors on peut munirM = germe deH (A, d)* en 0 d'une structure de
Frobenius.

Application
X varietekahlérienne compactg( A, A) = (E°(X),A), 6 =d", A = d™,
M = voisinage dé dans le dual ddI* (X, C) = H},(X, C).
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Le spectre d’une variété de Frobenius

—Un des invariants numériques associés a une variéete deritusbest la
constante d’homogéneéii®.
— Le champ d’Euleg sur la variéeté de Frobeniu®l satisfait

Vv € € End(©®,,) estsy-horizontal.

Si cet endomorphisme estmi-simpledans chaque fibre dEM, 'ensemble
de ses valeurs propres est indépendant de la fibre :
c’est lespectre de la variété de Frobenius
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Exemples
— Structure universelle associé€B], B, w?’, U) avec
By + B, = wld et Bow’ = quw°,
D =2g+2—w et Spectre = Spectre(—B. + (1 + q) Id).

1 d }’ D_d—|—3

—SpeCtre(Ad) = {m, c oo d—_l_]_ B

Cd41

— Dans la construction dearannikov-Kontsevitch D est la dimension de la
varietéX et le spectre est formé d’entiers.



