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Résumé. Peu de choses sont connues en général sur les familles finies de matrices inversibles,
considérées a conjugaison pres. Je considérerai le cas de familles irréductibles (sans sous-espace
invariant commun) qui sont rigides. Je donnerai une version élémentaire de ’algorithme de N. Katz
(1996), due & M. Dettweiler et S. Reiter (2000), qui permet de ramener ces familles & des familles
finies de nombres complexes non nuls. Dans le cas particulier ou les valeurs propres des matrices
sont toutes de module égal a 1, je m’intéresserai & 1’existence d’une forme hermitienne invariante et
A sa signature. Cet aspect fait intervenir la théorie de Hodge et, de ce fait, I'analyse L? (Dettweiler-
CS 2012).

1. Introduction

Je vais considérer des familles finies (77,...,7,) de matrices inversibles de
taille n > 1, a équivalence pres :

(Ty,...,T,) ~ (T},...,T)) <= 3C € GL,(k), Vi€ {1,...,r}, T/ = CT,C".

Il est temps de préciser que k est un corps. Si k est algébriquement clos et si
r = 1, on classe les matrices a conjugaison pres par la forme de Jordan. On
se pose la question de trouver un analogue de la forme de Jordan simultanée
pour r > 2 matrices inversibles. Posée comme cela, la question n’a pas de
réponse connue. Elle est probablement mal posée. Je supposerai dans la suite
que les matrices T; n’ont pas de sous-espace invariant commun, et je dirai que
la famille (71,...,7}) est @rréductible. Il y a une différence entre les notions
d’irréductibilité sur différentes extensions de k. Par exemple, si r = 1 et k est
algébriquement clos, la famille (77) est irréductible si et seulement si n = 1. Pour
simplifier 'exposé, je vais supposer dans toute la suite que k est algébriquement
clos, par exemple k = C. Mais il y a des applications a I’existence d’extensions
de Q(z) de groupe de Galois donné ou il ne faudrait pas faire cette hypothese.

Echauffement avec les familles irréductibles. Commencons par un résul-
tat di a L. Scott.

Théoreme (Scott, [Sco77]). Soit r > 2 et (T1,...,T,) une famille irréductible
avec Too :="Ty--- T, =1d. Alors ¥}_;rg(T; — 1d) > 2n.
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Démonstration. On considere les applications

n:k™— k™" ¥ = T)|diagonale - k" — k™
(ug, ... up) — (11 — Id)ug, ..., (T, — Id)u,),
Y :Imn — K"
(vl,...,vr) — vy +Tve 4 -+ T T,
On veut montrer que dim Im 7 > 2n. Pour cela, on va montrer que dim Kery > n
et dimImy = n.
D’une part, Ker ¢ = N; Ker(7; — Id) est invariant sous les T;, donc Ker p =0

par irréductibilité (et du fait que r» > 2, au moins un des 7; est # Id) et par
suite dim Im ¢ = n. En utilisant I'identité

d-T T, = (1d=T1) + T,(Id =T3) + -+ T} - - T,_1(I1d =T},

on voit qu'un élément ((77 — Id)u, ..., (T, — Id)u) de Im ¢ est dans le noyau
de 1, c’est-a-dire Im ¢ C Ker 1, donc dim Ker v > n.
En utilisant un téléscopage, on a

(Tl — Id)u1 + Tl(TQ — Id)UQ + -+ T1 s Tr—l(Tr - Id)ur
= (Tl - Id) [ul + (T2 — Id)UQ + T2(T3 — Id)U3 + -+ T2 s Tr—l(Tr - Id)ur]

+ (T = D|us + (T = 1d)ug + - + Ty Ty (T, — ), |
...
+(7T, — Id)u,
ce qui implique Im = ¥ Im(7; — Id) C k". Ce dernier espace est I'orthogonal
de N; Ker(*T; — 1d), donc Im ¢ = k", ]

Rigidité. Cette notion est définie en considérant la matrice T, := (T} ---T;) L.

Si (Th,...,T,) ~ (TV,...,T'), alos (T, ..., T, To) ~ (TU, ..., T}, TL.)).
Soit donc une famille (7%,...,7,). On dit que cette famille est rigide si

toute autre famille (77,...,7)) telle que 7] soit conjuguée a T; pour tout
i = 1,...,r,00 est équivalente a (71,...,7,). Autrement dit, si pour tout
i=1,...,r00 il existe C; telle que T] = C;T;C;7t, alors il existe C telle que

pour tout ¢ on ait 7/ = CT,C~1.

Autrement dit, la famille (73,...,7}) est rigide si on ne peut pas déformer
les T; dans leur classe de conjugaison, sauf a conjuguer par une méme matrice C'.
D’ou 'appellation « rigide ».

L’exemple le plus simple est le cas ou n = 1, c’est-a-dire que les T; sont des
¢éléments de k*. La condition de rigidité est satisfaite de maniere tautologique.
Nous verrons que c’est « essentiellement » la seule situation possible.
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Indice de rigidité. Comment détecter qu'une famille (77, ...,7,) est rigide ?
Comment mesurer ’écart a la rigidité 7 N. Katz [Kat96] a introduit une mesure,
I’indice de rigidité défini comme suit :

rig(Ty, ..., ;) = 3. dim Z(T;) + dim Z(Ty.) — (r — 1)n?,

1

r
1=

ou Z(T;) est le centralisateur de T;, c’est-a-dire I'espace des matrices qui com-
mutent a T;. Par exemple, sin = 1, on trouve rig(71, ..., 7T,) = r+1—(r—1) = 2.
Nous admettrons le résultat suivant, di a N. Katz.

Théoréme. Soit (T1,...,T,) une famille irréductible. Alors rig(1y,...,T,) est un
entier pair < 2, et (T, ...,T,) est rigide si et seulement si rig(Ty,...,T,) = 2.

2. Convolution intermédiaire

Pour A € k*, on associe a (11, ...,T}) la famille (S{)‘), ..., 8W) dans GL,,(k) :

Id, 0 0

Ti—1dy ... AL MTwr —1dy) ... AT, — Id,)

0 Id,

et les deux sous-espaces de k™"

Ker(T; — 1d,,) .
H = : . LAo= N Ker(SY —1d,,).
Ker (T, — Id,,) =

Ces sous-espaces sont préservés sous l'action des Si(/\), donc les Sim induisent
des automorphismes de k" /(# + £)) que jappellerai TZ-(A). Cette famille est
appelée convolée intermédiaire de (11, ...,T,) avec A, et notée MCy(T1,...,T})
(M pour « middle », traduit par « intermédiaire », plutét que par « moyenne »,
car il n’y a aucune moyenne ici). J’expliquerai plus loin pourquoi ceci ressemble
a une opération de convolution.



4 C. SABBAH

Une (presque) évidence tout d’abord : Si (1y,...,7T,) ~ (11,...,T)), alors
MC\(Ty,...,T,) ~ MC\(T7,...,T)).

Quelques propriétés pour les familles irréductibles. On voudrait que
cette opération de convolution soit multiplicative par rapport a A, c’est-a-dire
que MCy, (MC,,(T1,...,T})) ~MCy, (T4, ..., T.). Commengons par considérer
le cas A = 1, pour lequel on aimerait donc avoir MCy(Ty, ..., T,)~(Ty,...,T}).

Si A = 1, on voit que £, = Ker(T1—1d,, ..., T,—1d,),ou (11 — Id,, ..., T, — Id,)
est considéré comme une application linéaire k™" — k". De plus, on a % C .&.

Pour avoir MCy(Ty,...,T,) ~ (T1,...,T,) il est donc nécessaire — et en fait
suffisant — que (71 —1Id,,, ..., T, —1d,) : K™ — k" soit surjective (pour des rai-
sons de dimension). Cette condition est réalisée des que la famille (71,...,7})

est irréductible, comme on l'a déja vu dans la démonstration du lemme de
Scott.
Plus généralement on a :

Proposition. Supposons la famille (T, ...,T,) irréductible. Alors

(1) pour tout A € k*, MC\(T1, ..., T,) est irréductible,
(2) pour tous A1, A2, on a MCy,(MCy,(T1,...,T,)) ~ MCy,»,(T1,...,T}),
(3) on a MCl(Tl, ce ,Tr) = (Tl, ce ,Tr>.

La démonstration n’utilise que des outils standard d’algebre linéaire et pour-
rait faire 'objet d’'un probleme d’agrégation (voir [DRO0O]). De la méme ma-
niere, certains invariants sont reliés :

Proposition. Supposons la famille (Ty,...,T,) irréductible. Alors

1) pourt=1,...,r, onar ™ Z1d) = 1 T, — 1d) et TN agissant sur
( 8(T; g i ag
Im(Tz-(/\) —1d) est équivalent a \T; agissant sur Im(7T; — 1d),

(2) on arg( ATV —1d) = rg(Th—A1d) et \TV —1d agissant sur Im( AT —1d)
est équivalent a T, — N1d agissant sur Im(Ty — A1d)

Démonstration. Voici I'idée de preuve pour le premier point, par exemple. Il
est d’abord clair que SZQ) —1Id: k"™ — K" a une image contenue dans le ieme
facteur k", et celle-ci est 'image de 'application k' — k" de composantes

(T —Tdy), ..., (Tier — Id,)), AT} — 1dn), M(Thsr — Idy), - .., M(T3 — 1d,)).

L’hypothese d’irréductibilité implique que cette application est surjective. Il
reste & voir que 'application naturelle (k"); — k' /(# + £\) a pour noyau
Ker(T; —Id), ce qu’on voit en regardant plus précisément comment est fait 4.

[]
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Corollaire. Soit (11, ...,T,) une famille irréductible. Alors pour tout A # 0, on a
rig MCy(Th, ..., T,) = rig(Ty,...,T,).

De plus, si Ty = Ao Id et s on choisit X = A\, on a TO(S‘OO) = (1/X0) Id et la
taille de MCy_(Ty,...,T,) est XI_, rg(T; — Id) — n.

Algorithme de Katz. Etant donné une famille irréductible, on dispose donc
de deux types d’opérations qui préservent l'irréductibilité : les convolutions
intermédiaires MC), (qui changent la dimension de I’espace ambiant, en général)
et les homothéties (qui ne changent pas la dimension de ’espace ambiant) :

H()q,---,)\r) : (Tl, e ,Tr) — ()\1T1, N )\rT,a), A\ € k*.

Ces opérations ne changent pas non plus l'indice de rigidité : c’est clair pour
Hy,,..a,) et c’est le corollaire vu plus haut pour MC,.

Théoreme (Algorithme de Katz, [Kat96]). Une famille irréductible (T, ...,T;)
avec Ty, scalaire est rigide si et seulement si il existe une suite d’opérations
MCy et Hyy, . x.) qui la rameénent d la famille triviale (1,...,1) de taillen = 1.

Si T, n’est pas scalaire, on remplace la famille de départ par la famille irré-
ductible (T1,...,T,,T,+1) avec T,y := Ty, et on applique l'algorithme a cette
famille.

Esquisse de l’algorithme. On suppose n > 2.

(1) On choisit une homothétie Hy, ) telle qu’apres cette homothétie, pour
tout ¢ = 1,...,r, la valeur &« = 1 de Tj réalise le minimum des rang de 7; — « Id.

(2) La condition rig(7},...,T,) = 2 implique que ¥;rg(7; — Id) < 2n. Le
théoreme de Scott vu en échauffement implique alors que T, (qui est scalaire)
ne peut étre égale a Id : T, = A\ Id avec A # 1.

(3) On applique MC,_, et on obtient une famille irréductible de taille < n,
avec T*=) scalaire. ]

Ce résultat peut étre utilisé pour fabriquer des familles irréductibles rigides
de taille n > 1 qui sont intéressantes.

Exemple (G5, [DR10]). Pour r = 4, en appliquant a la famille triviale (1,1,1,1)
de taille 1, la suite d’opérations (j = v/1)

Hf]-alj»*j © MC*J © Hlafjvfjal © MC*] © H*]-,l;*jj © MC*l ©

o HL—JT,—Ll O MC_1 o Hl,—l,—l,l o MC_J ©] Hl,—l,—l,l (©] MC—] (@) H_l’_i_j’_;’i,
on obtient une famille irréductible rigide de taille 7, qui telle que ’adhérence
de Zariski du groupe engendré dans GL7 est le groupe Gb.

Intérét pour Galois sur Q(x).
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3. Formes hermitiennes

Je suppose maintenant que k = C. Je vais considérer la question suivante :
a quelle condition existe-t-il, pour une famille irréductible (T1,...,T,) donnée,
une forme hermitienne non dégénérée h telle que les T; soient h-unitaires ?

Commengons par remarquer qu’'une telle forme, si elle existe (vue comme un
isomorphisme C" — C" transformant la famille des 7} en la famille des T’ ')
est unique a constante pres a cause de l'irréductibilité, par le lemme de Schur.

Comportement des formes hermitiennes par convolution intermé-
diaires. Je note d’abord le comportement des trois opérations utiles par convo-

lution intermédiaire.
o Transposition : MC,(*Ty, ... ,'T}) ~ (tTl()‘), LT,
o Inversion : MCy— (771, ..., 771 ~ (( 1(/\))*1, o (TN,

« Conjugaison : MCx(T1,...,T;) ~ ( fA), o T(A)).
« Alors, si h (forme hermitienne non dégénérée h telle que chaque T; soit

h-unitaire) existe pour (71,...,7,) et si |A| = 1, on peut définir une forme
hermitienne non dégénérée MC,(h) pour laquelle les TZ-(’\) sont unitaires. En
effet, on écrit d’apres les propriétés ci-dessus :

On a en fait une formule explicite donnée dans [DROO, Cor. 2.9].

Corollaire (de I’algorithme de Katz). Si la famille (11, ...,T,) est irréductible et
rigide, une telle forme hermitienne non dégénérée existe si les valeurs propres
desT; (i=1,...,r,00) sont de module 1.

Démonstration. Si les valeurs propres sont de module 1, on voit que les A ou les
A1, ..., A utilisés dans l'algorithme de Katz pour la famille (73, ...,T,,T,41)
sont de module 1, puisque ce sont des monomes en les valeurs propres des T;.
L’existence, ou la non-existence, d’une telle forme hermitienne se propage donc
tout le long de 'algorithme. Puisqu’a ’aboutissement (1, ..., 1) une telle forme
existe de maniere évidente, il en est de méme au départ. ]

On peut noter qu’a la fin de l'algorithme, la forme hermitienne est définie
positive. Néanmoins, elle ne le reste pas tout au long de 1’algorithme.
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Exemple (G5, suite). Le sous-groupe G2(R) C GL7(R) est le sous-groupe des
matrices qui préservent une forme trilinéaire (forme de Dickson) et une forme
bilinéaire non dégénérée de signature (3,4). On peut en déduire que la forme
hermitienne h de 'exemple G doit aussi étre de signature (3,4).

Par conséquent, il n’est pas clair que la réciproque du corollaire soit vraie.
Nous allons voir que la théorie de Hodge permet a la fois de calculer la signature
et de préciser quand la réciproque est vraie.

4. Interprétation géométrique : théorie de Hodge

Pour faire apparaitre la théorie de Hodge, il faut donner une interprétation
géométrique au probleme. Cette interprétation est en fait une des sources de
I'intérét pour les familles irréductibles de matrices inversibles. Il s’agit de la
correspondance de Riemann-Hilbert.

Systemes différentiels. On se donne r points zq, ..., 2z, du plan complexe C.
Je vais considérer I'espace & des fonctions holomorphes sur C\ {zy,..., 2.} et,
sur 0", un systeme différentiel linéaire (connexion)

V:0" — 0" (C-linéaire)

() — o (2) + ;1 . i‘z u(z),

pour certaines matrices constantes A; de taille n. Le théoréeme de Cauchy as-
sure l'existence locale des solutions du systeme différentiel Vu(z) = 0 : sur
tout disque centré D, en z, € C \ {z1,..., 2} l'espace des solutions Sol, est
un C-espace vectoriel de dimension n et on a un isomorphisme de restriction
O (D,, )-linéaire O(D, )" — O(D,,) ®c Sol,, tel que V sur le terme de gauche
corresponde a la dérivation usuelle sur (D, ) sur le terme de droite (voir
[Car61, Chap. VII]). D’autre part, par prolongement analytique le long d’un
chemin entourant une fois z; on obtient un automorphisme 7; de Sol, . La cor-
respondance de Riemann-Hilbert assure que toute famille (77, ...,7,) peut étre
obtenue de cette maniere.

Une forme hermitienne non dégénérée h sur Sol, compatible aux 7; induit
alors une forme hermitienne non dégénérée h: 0" @ 0" — €™ qui satisfait aux
propriétés :

P - -

5, Hulz), v(2)) = M(Vu(z), v(2)),
0 -
a5 1(ulz), v(2)) = hu(z), Vu(z)).
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Structure de Hodge. Une structure de Hodge (complexe polarisée de poids 0)
consiste en la donnée supplémentaire d’une décomposition C* : ()" = @, H?
avec HP ~ (€)™ telle que :

(1) (compatibilité de V) : F? := @, H” satisfait & VF? C FP~' et OFP C F?,

(2) la décomposition est h-orthogonale (si on étend h de maniere naturelle a
(€>)"),

(3) la restriction de h a HP est définie (—1)P-positive.

On voit que dans ce cas la signature de h sur le C-espace vectoriel Sol, est

(Zp pair Tp, Zp impair np) .

Théoréme. Soit (11,...,T.) une famille irréductible.

(1) (Deligne [Del87]) Si (T, ...,T.) admet une structure de Hodge compleze
polarisée de poids 0, celle-ci est unique.

(2) (M. Saito [Saill]) Dans ce cas, il en est de méme de MCy(T1,...,T,) si
Al = 1.

(3) (Dettweiler-CS [DS12]) Dans ce cas, on a des formules explicites pour
calculer divers invariants de Hodge (dont les n,) de MCy(T1,...,T,) en fonction
de ceux de (Ty,...,T),).

(4) (Borel 1973 voir [Sch73], Simpson [Sim90]) Si de plus (11,...,T,) est
rigide, alors (T1,...,T.) admet une structure de Hodge complexe polarisée de
poids 0 st et seulement si les valeurs propres des T; sont de module 1.

Conclusion. Soit (71, ...,T,) une famille irréductible et rigide. Supposons que
les valeurs propres des T; (i = 1, ..., r,00) soient de module 1. Comment calculer
la signature de I'unique forme hermitienne h non dégénérée pour laquelle les T;
sont h-unitaires ?

« On explicite 'algorithme de Katz (11,...,7;,) ~ (1,...,1).

« On munit (1,...,1) de la structure de Hodge triviale.

e On calcule les invariants de Hodge, et donc la signature, dans l'algorithme

pris dans autre sens (1,...,1) ~ (T1,...,T}).

Exemple (G5, fin). On retrouve la signature déja connue par ces calculs, et on
peut méme calculer les n,,.
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