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Introduction

® (Th,...,T,) fam. finie, T; € GL, (k).

9 (Tl,...,Tr,a) ~ (T{,,T,,f) <
3C € GLn(k), Vi € {L,...,7}, T/ = CT,C—.

DANS LA SUITE : k alg. clos.

DEFINITION (irréductibilité) : (T4, ..., T;) irréeductible <—-
7 ss-esp. non trivial invariant par tous les T;.
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Echauffement avec L. Scott

Y :Imn— k"
(’Ul,...,’vr)I—)’Ul—|—T1’Uz—|—"'—|—T1°°°Tr_1’Ur

A VOIR : dim ker 1) > n et 1 surjective.

® kery D {((Ty — Idp)u,..., (T — Idy)u) | v € k™}:
O:u—Tl---Tru
= (Id —T1)u —I— T1 (Id —Tz)’u, —|— ° o —|— T1 oo Tr_l(Id —Tr)u.

(Th—1d)ur+T1 (T2 —1d)ue+:--+T1 - Tr—1 (T —1d)u,
= (T2 —1d) [wr+ (T2 —1d)ua + T2 (Ts —Id)ua 4+ To-Tror (Tr—Id)u,
+ (T2—1) |uz+(Ts—Id)us+--+TsTooy (Tr—Id)u,
_|_ cee

}
|
+ (T-—1Id)u,
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Rigidité
(Ty,...,T,) donnée, on pose T, := (Ty ---T;.) " L.
DEFINITION (rigidité) :
(T, ..., Ty, [Tso]) rigide <— Vv (17,...,T.,[T..])
T) = C;T;,C; ' Vi = (T},...,T)) ~ (Tt,...,T;)

DEFINITION (indice de rigidité) :

rig(Ty,...,T,) := Y dim Z(T;) + dim Z(Ts) — (r — 1)n°
1=1

THEOREME (N. Katz 1996) : (T, ...,T,) irreductible. Alors
® rig(Ty,...,T,) < 2 et palr,

® (TIn,...,T,) rigide <— |rig(T1,...,T,) =2
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s _

(Idn 0

T]__Idn o o o

T

A(Tigp1—Idn) « oo AN(Tr—Idy)

Id..

Familles finies riagides de matrices invers

ibles — p. 6/24



Convolution intermédiaire

Aek*. SN _Idy, k™ = (k")

Familles finies riagides de matrices

inversibles — p. 7/24



Convolution intermédiaire
Aek*. SN _Idy, k™ = (k")

( 0 0 0

) Ti—Idn oo AT—Idn A(Tigy1—Idn) ... AN(T,—Idn)

Familles finies riagides de matrices inversibles — p. 7/24
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: , DB = ﬂ ker(Si()‘) — Idyp).
ker(T, — Id,,) =1
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Convolution intermédiaire

ker(Ty — Id,,) -
H = ; , A=) ker(SY) —1d,n).
ker(T, — Id,) =1

S,L-(A) (J{/) C X, S,L-(A) (cﬁ/ﬂ)\) C D, Ti()\) — ng)\)lk”“”/(%/—l-fx)

DEFINITION (convolution intermédiaire) :

MCA(Tla---aTr) -= (krn/(%+$A),T1(A),...,Tr()\))

Familles finies riagides de matrices inversibles — p. 8/24



Convolution intermédiaire

ker(Ty — Id,,) -
H = ; , A=) ker(SY) —1d,n).
ker(T, — Id,) =1

S,,:(A) (J{/) C X, S,L-(A) (cﬁ/ﬂ)\) C D, Ti()\) — ng)\)Ikm/(%/—l-o%\)

DEFINITION (convolution intermédiaire) :

MCA(Tla---aTr) -= (krn/(%—|-$)\),T1(>\),...,Tr()\)>

REMARQUE : (Ti,...,T}) ~ (T/,...,T") =

MCx(T1,-..,Ty) ~ MCx(TY,...,T")
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Convolution intermédiaire

MCy, (MCy,(T1,...,T;)) ~ MCxx, (T1, ..., T;) ?

MCy(Ti, ..., T) ~ (Th,y...,Tp) ?

A=1= 4 C %4 =ker |(T1—1d,...,T, —1d) : E""—k"|

OK <— surjective

I

(Ti,...,T,) irréd.
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Convolution intermeédiaire : cas irréd.

(Ty,...,T,) irreductible. Alors :
® V€ Ek* MCy(Ty,...,T,) irreductible,

© VA]_? >\2=
MC,, (MCh, (T4, ..., T))) ~ MCx,x, (T4, ..., T}),

o MCl(Tl,...,Tr) ~ (Tl,...,Tr,«).

o Vi=1,...,r, rg(T®V) —1Id)=rg(T; —Id) et

Im(T™N —1d) ~ Im(T; — Id)
O O
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Convolution intermeédiaire : cas irréd.
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K™ /(4 20) KT ( + 2)




Convolution intermeédiaire : cas irréd.

SN —1d
k"™ - » (k™);C > KT

TN —1d

K™ (4 2) KT (A + L)
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Convolution intermeédiaire : cas irréd.
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™~
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T(A) —Id \ ~
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Convolution intermeédiaire : cas irréd.

(k™) kT

| Im

T(A) —Id \ ~

K™ (4 Z) : KT (A + L)




Convolution intermeédiaire : cas irréd.

! ker(T; — Id,,)
<
(k™) L

/ﬂ;—Idn\
| Im
T(}\) N \

K™ (4 Z) : KT (A + L)




Convolution intermeédiaire : cas irréd.

! ker(T; — Id,,)
<
(k™) L

/ﬂ;—Idn\
| Im
T(}\) N \

K™ (4 Z) : KT (A + L)

7T <= (E"); N (H + L) = ker(T; — 1d,).
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Convolution intermeédiaire : cas irréd.

o rg(ATéé‘) —Id) = rg(T- — A 1d) et propriétés analogues.
® Alors, rig MCy(Ty,...,T,) =rig(Ty,...,T;).

9
Too = Ao Id €1 A = A

|

T2 = (1/A0) Id
et
taille MCy(Ty,...,T,) = > i, rg(T; — 1d,) — n.
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Algorithme de Katz

(Ty,...,T,) famille irréductible.

H(>\1,-.-,)\r) : (Tl, .« ,Tr) — (>\1T1, c oo )\rTfr)a \; € k™.
MC, et H(y,,....\,) Préservent rig.

THEOREME (N.Katz 1996) : (T4, ..., T;) irreductible avec
T, scalaire est rigide <—- 3 suite d’'opérations MC,, et
Hx,,...,x,) ~ famille triviale (1,...,1) de taille n = 1.
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Algorithme de Katz

(Ty,...,T,) famille irréductible.

H(>\1,-.-,)\r) : (Tl, .o ,Tr) — ()\1T1, c oo )\rTfr)a \; € k™.
MC, et H(y,,....\,) Préservent rig.
THEOREME (N.Katz 1996) : (T4, ..., T;) irreductible avec

T, scalaire est rigide <—- 3 suite d’'opérations MC,, et
Hx,,...,x,) ~ famille triviale (1,...,1) de taille n = 1.

REMARQUE : Si T, non scalaire, on remplace (Ty,...,T;)

par (Ty,..., Ty, Tr11) avec Ty 1 = (T ---T}.) 1. Alors
(Ty,...,T,.,T.+1) estaussiirred. et rigide.
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Algorithme de Katz : démonstration

Sin>2:

1. 3(A1,--5 ) tg.apres Hyy, 2y, Vi=1,...,7,
rg(7; — Id) = ming rg(T; — o Id).
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1. 3(A1,--5 ) tg.apres Hyy, 2y, Vi=1,...,7,
rg(7; — Id) = ming rg(T; — o Id).
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?
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1. 3(A1,--5 ) tg.apres Hyy, 2y, Vi=1,...,7,
rg(7; — Id) = ming rg(T; — o Id).

2. rig(Ty,..., T,) =2 — ng(T,,; — Id) < 2n.
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3. Scott = T = Ao Id avec A\ # 1.
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Algorithme de Katz : démonstration

Sin>2:
1. 3(A1,--5 ) tg.apres Hyy, 2y, Vi=1,...,7,
rg(7T; — Id) = ming rg(7; — o 1d).

2. rig(Ty,...,T,) =2 —= ng(Ti — 1Id) < 2n.

?

3. Scott = T = Ao Id avec A\ # 1.
4. On appliqgue MC,__. ~ fam. irréd. rigide, taille < n, avec
Tég“”) scalaire. []

Familles finies riagides de matrices inversibles — p. 15/24



Algorithme de Katz : démonstration

Sin>2:
1. 3(A1,--5 ) tg.apres Hyy, 2y, Vi=1,...,7,
rg(7; — Id) = ming rg(T; — o Id).

2. rig(Ty,..., T,) =2 — ng(T,,; — Id) < 2n.

?

3. Scott = T = Ao Id avec A\ # 1.
4. On appliqgue MC,__. ~ fam. irréd. rigide, taille < n, avec
Tég“”) scalaire. []

REMARQUE : Les H(y,,... ) et MC, utilisés tout au long de

'algo. sontt.g. A1,..., -, XA sont des monomes en les v.p.
deTy,..., T, T.
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Exemple : G5

M. Dettweiler et S. Reiter ont classé les familles
Ty,...,T3 € GLy(k) qui sont irréductibles, rigides, et t.q.
Zar(Tl, .« ,T3> = Gz(kﬁ) C GL7(I€).
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Exemple : G5

M. Dettweiler et S. Reiter ont classé les familles
Ty,...,T3 € GLy(k) qui sont irréductibles, rigides, et t.q.
Zar(Tl, . o ,T3> = Gz(kﬁ) C GL7(I€).

Exemple : On applique a la famille triviale (1,1, 1) de taille 1 la
suite d’opérations (j = v/1)

H—l,l,j oMC_jo Hl,—j,—j @ MC_JT oH_1.1,-;

o) MC_1 O Hl,—j,—j O MC_l O Hl,—l,—l

oMC_joH;,—1,—-1o0MC_j50H_4 5 3
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Formes hermitiennes

k =Cet (Ty,...,T;) irreductible.
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Formes hermitiennes

k =Cet (Ty,...,T;) irreductible.
» Transposition : MCA(*T1, ..., T,) ~ (T, ... tTM).
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Formes hermitiennes

k =Cet (Ty,...,T;) irreductible.

» Transposition : MCA(*T1, ..., T,) ~ (T, ... tTM).

# Inversion : \
— _ AN — _
MCy— (T; Y .o, T ~ (T, ().
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Formes hermitiennes

k =Cet (Ty,...,T;) irreductible.

» Transposition : MCA(*T1, ..., T,) ~ (T, ... tTM).

# Inversion : \
— _ AN — _
MCy— (T; Y .o, T ~ (T, ().

® Conjugaison : MCy (Tq,...,Ty) ~ (TN, ..., TM).
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Formes hermitiennes

k =Cet (Ty,...,T;) irreductible.

°

Transposition : MCy (*Ty, ..., T}) ~ (tTl(A), . ,thf)‘)).

Inversion : \
— _ AN — _
MCy— (T; Y .o, T ~ (T, ().

Conjugaison : MCy (T, . .., Ty) ~ (TN, ..., TM).

Soit h forme hermit. non degén. t.q. T; est h-unitaire V 1.
(3h = 3! h).
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Formes hermitiennes

k =Cet (Ty,...,T;) irreductible.

# Transposition : MC(*Ty, ..., 'T,) ~ (tTl(A), oty

# |nversion : \
— _ AN — _
MCy— (T; Y .o, T ~ (T, ().

® Conjugaison : MCy (T4, ...,Ty) ~ (T, ..., TV).
# Soit h forme hermit. non dégén. t.q. T; est h-unitaire V 1.
(3h = 3 h).

IA| =1 = IMCy(h) hermit. non dégen. t.q. les T,L.(A)
MC, (h)-unitaires.

On a en fait une formule explicite.
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#® Jhpour(1,...,1) (= aboutissement de l'algo. de Katz).
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Critere d’existence

(Ty,...,T,) fam. irréductible et rigide.

HYPOTHESE : Lesv.p.desT; (z = 1,...,r,00) de module 1.

® — Ildempourles H(y, . ), les MC, etles T,L.O‘) tout au
long de l'algo. de Katz.

#® Jhpour(1,...,1) (= aboutissement de l'algo. de Katz).
#® — 3J(!) h forme herm. non dégeén. t.q. les T; h-unitaires.

Probleme : Calculer sgn(h) ?
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Exemple &5 (suite)

G2(R) C GL7(R) sous-groupe des matrices qui préservent

# une forme trilinéaire (forme de Dickson) et
# une forme bilinéaire non dégénérée de signature (3, 4).

Ty, ..., T, de 'exemple de Dettweiler-Reiter définies sur R.
~ sgn(h) = (3,4).
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Systemes différentiels

Z1y...y2p € C,
2o € C{z1y...,2:},
D, C(C\{zl,...,zr},

O =0(C~{z1,...

Familles finies riaides de matrices

» Zr })-

inversibles — n. 20/24



Systemes différentiels

Z1y...y2p € C,
2o € C~{z1,...,2:}, O=0C~{z1,...,2:}).
D, C(C\{zl,...,zr},

o Systeme différentiel linéaire (connexion)

V:0" — 0™ (C-linéaire)

r Az .
u(z) — u'(z) + Z e u(z) (A; matrice cste),
=1

(4
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Systemes différentiels

Z1y...y2p € C,
2o € C~{z1,...,2:}, O=0C~{z1,...,2:}).
D, C(C\{zl,...,zr},

o Systeme différentiel linéaire (connexion)

V:0" — 0™ (C-linéaire)

r Az .
u(z) — u'(z) + Z e u(z) (A; matrice cste),
=1

(4

#® Sur D, , Cauchy — Sol._C-esp. vect. dim. n et
(0(D,, )", V) — (0(D.,) Qc Sol._,d).
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Systemes différentiels
Z1y...y2p € C,

2o € C~{z1,...,2:}, O=0C~{z1,...,2:}).
D, C(C\{zl,...,zr},

o Systeme différentiel linéaire (connexion)

V:0" — 0™ (C-linéaire)

(4

r Az .
u(z) — u'(z) + Z e u(z) (A; matrice cste),
=1

#® Sur D, , Cauchy — Sol._C-esp. vect. dim. n et
(0(D,, )", V) — (0(D.,) Qc Sol._,d).

# Prolong. analytique des sols =—- monodromie
T; : Sol,, — Sol,_.
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Systemes différentiels

Z1y...y2p € C,
2o € C~{z1,...,2:}, O=0C~{z1,...,2:}).
D, C(C\{zl,...,zr},

o Systeme différentiel linéaire (connexion)

V:0" — 0™ (C-linéaire)

(4

r Az .
u(z) — u'(z) + Z e u(z) (A; matrice cste),
=1

# h herm. non dégén. sur Sol,_ compatible aux T; <—
h:0"®C — % non dégén. t.q.

0,

ah(U(z), v(z)) — h(Vu(z), ’U(Z)),

2 n(u(z), 9(=) = h(u(=), Vo).
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Structure de Hodge

Structure de Hodge : donnée supplémentaire d’'une decomp.
C*> : (¢)" =P, HP avec HP ~ (¢°>°)"» t.q. !
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Structure de Hodge
Structure de Hodge : donnée supplémentaire d’'une decomp.
C*> : (¢)" =P, HP avec HP ~ (¢°>°)"» t.q. !

® (compatib.de V) : FP :=
VFPC FP~1 et 9FP C FP,

p/ . . N
p,>pH satisfait a
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Structure de Hodge

Structure de Hodge : donnée supplémentaire d’'une decomp.
C> 1 (¢>°)" = D, HP avec HP ~ (¢>°)"» t.q. :

» (compatib. de V) : FP := @, ,.. HP satisfait &
VFPC FP~1 et 9FP C FP,

# |a decomp. est h-orthogonale,

p'Zp
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Structure de Hodge

Structure de Hodge : donnée supplémentaire d’'une decomp.
C> 1 (¢>°)" = D, HP avec HP ~ (¢>°)"» t.q. :

» (compatib. de V) : FP := @, ,.. HP satisfait &
VFPC FP~1 et OFP C FP,

# |a decomp. est h-orthogonale,

p'Zp

# larestr. de h a HP est définie (—1)P-positive.
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Structure de Hodge

Structure de Hodge : donnée supplémentaire d’'une decomp.
C> 1 (¢>°)" = D, HP avec HP ~ (¢>°)"» t.q. :

» (compatib. de V) : FP := @, ,.. HP satisfait &
VFPC FP~1 et OFP C FP,

# |a decomp. est h-orthogonale,

p'Zp

# larestr. de h a HP est définie (—1)P-positive.
—> Sur Sol.,_,

sgn(h) = (Zp pair T'ps Zp impair np)
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Structure de Hodge

Structure de Hodge : donnée supplémentaire d’'une decomp.
C>:(¢>°)" = D, HP avec HP ~ (¢>°)"» t.q. :

» (compatib. de V) : FP := @, ,.. HP satisfait &
VFPC FP~1 et OFP C FP,

# |a decomp. est h-orthogonale,

p'Zp

# larestr. de h a HP est définie (-41)P-positive.
—> Sur Sol.,_,

sgn(h) = (Zp pair T'ps Zp impair np)
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o (Deligne, 1984) : Si (T, ...,T,) admet une struct. de
Hodge, elle est unique.
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Résultats sur les str. de Hodge

(Ty,...,T,) une famille irréductible.

o (Deligne, 1984) : Si (T, ...,T,) admet une struct. de
Hodge, elle est unique.

o (M. Saito 1990/2011) Dans ce cas, idem pour
MCx(T1,...,Ty) Si |A| = 1.
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(T1,...,T,) une famille irreductible.

o (Deligne, 1984) : Si (T, ...,T,) admet une struct. de
Hodge, elle est unique.

o (M. Saito 1990/2011) Dans ce cas, idem pour
MCx(T1,...,Ty) Si |A| = 1.

# (Dettweiler-CS 2012) Dans ce cas, formules explicites
pour calculer les invariants de Hodge (dont les n,,) de

MCx(Ty,...,T;) en fonction de ceux de (11, ...,T}).
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Résultats sur les str. de Hodge

(T1,...,T,) une famille irreductible.

o (Deligne, 1984) : Si (T, ...,T,) admet une struct. de
Hodge, elle est unique.

o (M. Saito 1990/2011) Dans ce cas, idem pour
MCx(T1,...,Ty) Si |A| = 1.

# (Dettweiler-CS 2012) Dans ce cas, formules explicites
pour calculer les invariants de Hodge (dont les n,,) de

MCx(Ty,...,T;) en fonction de ceux de (11, ...,T}).

# (Borel 1973, Simpson 1990) Si de plus (T, ...,T;) est
rigide, alors (T3, ...,T,) admet une struct. de Hodge
<— les val. propres des T; sont de module 1.
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Conclusion

(T, ..., T,) fam. irréductible et rigide.
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Conclusion

(T, ..., T,) fam. irréductible et rigide.

HYPOTHESE : Lesv.p.desT; (z = 1,...,r,00) de module 1.
— d!h forme herm. non dégeén. t.q. les T; h-unitaires.
Calcul de sgn(h) ?

o On explicite l'algo. de Katz (Ty,...,T;) ~ (1,...,1).

#® (1,...,1) avec la struct. de Hodge triviale.

o Calcul des inv. de Hodge dans l'algo. pris dans l'autre
sens (1,...,1) ~ (Ty,...,T},).
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Conclusion

(T, ..., T,) fam. irréductible et rigide.

HYPOTHESE : Lesv.p.desT; (z = 1,...,r,00) de module 1.
— d!h forme herm. non dégeén. t.q. les T; h-unitaires.
Calcul de sgn(h) ?

o On explicite l'algo. de Katz (Ty,...,T;) ~ (1,...,1).

#® (1,...,1) avec la struct. de Hodge triviale.

o Calcul des inv. de Hodge dans l'algo. pris dans l'autre
sens (1,...,1) ~ (Ty,...,T},).

—> Calcul inductif de sgn(h) par I'algo. de Katz.
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