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INTRODUCTION

R. Mac Pherson a résolu le probléme suivant dans [M] : Associer a
toute fonction constructible a valeurs entiéres o sur un espace analytique
réduit X une classe d'homologie c,(a) € H,(X,Z) telle que si f: X > Y

est un morphisme propre, on ait £, (c,(a)) = cy (fy (o)) dans H,(Y,Z) , ou
-1
fi(a) est la fonction constructible sur Y définie par f, {a) (y) = x (£ " (y).o

(caractéristique d'Euler de f_l(y) pondérée par o) (voir {m])y .

Si on considére une famille f: X - S, et si la fonction constructible

définit une famille (alx ) de fonctions constructibles (c'est-a-dire
%s ses
si o vérifie la condition d'Euler locale (voir [F.M.] §6 ou ci-dessous §1))

la uestion se ose de savoir si les classes c, (o ) se mettent en famille
q p * X
S

Pour poser ce probléme correctment, W. Fulton et R. Mac Pherson ont int
dans [F.M.] la notion de théorie bivariante (voir aussi [F] chap. 17). Il s'
alors de construire une transformation naturelle c, de la théorie bivariant

des fonctions constructibles F dans 1'homologie bivariante.

Ce probléme a été résolu par J.P. Brasselet [Br] (et dans le cas ou dimS§S

par J-L. Verdier [V 2]) en utilisant les techniquesde M.H. Schwarz développé

dans [Br -s].

Dans cette note, j'aborde le probléme en utilisant le point de vue de [
(ou plus exactement la légére modification qui en est faite dans [s1]).
Je construis une théorie bivariante Z de cycles relatifs et un isomorphisme
d'Euler entre les théories bivariantes 7 et F. La construction de 7 se fait
en considérant des espaces conormaux bivariants, et les démonstrations sont
analogues a celles données dans [s1] . La construction d'une classe de Chern
se raméne alors a celle d'une classe de Chern -Mather (voir [M],[G-v],[s1])
gui se raméne elle-méme & celle d'une classe fondamentale relative pour les

cycles conormaux bivariants.



Je ne sais pas démontrer l'existence d'une classe fondamentale
pour les cycles conormaux bivariants (définis au § 2) en général. Quand
les cycles sont & coefficients positifs, ou quand dim S =1, l'existence
d'une telle classe est connue : A coefficients complexes, cela résulte par
exemple de [B 2], on peut aussi utiliser [V1]. Il est cependant probable

(au vu de [Br]) qgu'une telle classe fondamentale existe.

De plus, l'existence d'une telle classe supposée connue, je ne sais
pas montrer non plus que la classe de Chern ainsi construite coincide avec

celle de J-P. Brasselet [Br].

Je tiens A remercier J-L. Brylinski, W. Fulton et R. Mac Pherson pour
les conversations que j'ai eues avec eux a ce sujet, au cours d'un séjour

4 1l'Université de Brown.

1. La théorie bivariante des fonctions constructibles.

On rappelle ici la définition du groupe F (X-—S) donnée dans [Fr-M]

chap. 6 (voir aussi [Br]).

Soit X un espace analytique réduit. On note T (X) le groupe des
fonctions constructibles sur X, a valeurs entiéres. Soit f: X-> S un

morphisme analytique.

f
(1.1) Définition : Le groupe T (X -»S) est le sous groupe de T (X)
formé des fonctions constructibles o qui vérifient la propriété suivante,

dite condition d'Euler locale

Pour tout xo(EX , si on choisit un plongement local au voisinage de X

n
S x €

X
e v/
S

et si BE est la boule de mn centrée en 0, de rayon €, alors, pour tout

€ > 0 aseez petit, et tout s€S assez proche de f(xo) , la caractéristique

d'Euler pondérée par a

1 -1
x ({s} x B_ 0 £ (s), a) ne dépend pas de s,

et vaut donc X ({f(x )} xB rlf_l(f(x Yy, o) = odx )
o £ o o



Rappelons que si o est une fonction constructible sur un espace
analytique z,x(Z,a) se calcule en considérant une stratification de Whitney

(Zk) de 7 sur les strates de laquelle o est constante, et on a

x(Z2,0) = I a\ x(z,) , (voir M]) .
SN

On peut définir les opérations suivantes sur les fonctions constructibles

. Changement de base
Soit h: S'- S un morphisme et o € F (X). Soit g le morphisme induit
par h,g: (X % S‘)red > X. Alors h*a:0° g est une fonction constructible
S

sur X xS’ .
( S )red

. Image directe par un morphisme propre
Soit ® : X~>Y¥ un morphisme propre et o € F(X) .

On pose (voir M]) : f*a(y) = X(f_l(y),a) pour y€ Y.

. Produit

tp
coit X - Y un morphisme propre. et 0 € F(X), BeTF(Y)-

I

Oon pose o . B: a.(RBot) €T (X)

(1.2) Propositiqgv([F.M],chap.6) . Les opérations précédentes font de F une

théorie bivariante.

Cela signifie que si o € TF (X » S), h*a € I (x> 8'=+5'"), etc
S
Le théoréme (4.1) fournira une autre démonstration de ce résultat.

(1.3) Remarque

on dit gu'une application £. X>S est une application d'Euler si la
£
fonction constructible constante RX est dans TF (X > S). Cela implique que
X (f_l(sn est localement constant sur S .

gi f est un éclatement, il n'existe aucune fonction o € F (X = S) généri-
gquement égale a 1 sur X . Par contre, si f est plat, ou si f définit une
famille analytique de cycles ([B1]) , une telle fonction existe au moins localement
puisque f est composé jocalement d'un morphisme fini et d'un morphisme lisse

on utilise alors le produit pivariant pour trouver G.



(1.4) Remarque :

Soit F un complexe borné de faisceaux, & cohomologie constructible sur X.

Soit X(F°) € F (X) la fonction définie par X(F")(x) = Z(~1)l dim Hl(F')X .
i

La condition d'Euler locale pour a = X¥(F') se traduit par

pour toute courbe analytique vy : (D,0) - (S,so), considérons le complexe
Y (F7) sur (X E I”red' Alors x(R@>(Y_1(F'))) =0 .
Ici RO(Y " (F")) désigne le complexe des cycles évanescents (voir [D]) pour
le morphisme (X é JD)red ~D sur la fibre (Xs )red

o
2. La théorie bivariante Z .
Dans ce paragraphe, nous définissons le groupe Z (X - S). Les opérations bi-

variantes associées seront exhibées au §4 .

Soit f: X »8 un morphisme propre. On fixe un plongement relatif dans

une variété lisse de dimension n

X
« ]
S

t
On va définir le groupe Z(X - S) & l'aide de ce plongement, et on verra par la

CosxM

suite qu'il n'en dépend pas.

(2.1) Rappelons d'abord la définition du groupe Z(X - S) quand S est une

courbe lisse (voir [S11],§4).

Soit 2 = % niZi. un cycle de X, ou pour tout i, Zi est un sous-ensemble analy-
tique fermé irréductible de X . On dit que Z définit un cycle bivariant si la

restriction f‘z est un morphisme ouvert pour toute composante Zi de Z .
i

On note flz le cycle bivariart associé.

(2.2) Cas général.
Soit Z un sous-ensemble analytique fermé irréductible de X .

2.2.1) Définition : L'espace conormal relatif T;l M est l'adhérence dans SXT*M
Z

;l M, ou ZO est l'ouvert de Zariski dense de 2
V4

o

du fibré conormal relatif T




sur lequel f est de rang maximum. On note é(flz M) le projectifié dans

*
gx P (T M) de T*f‘ M. On a un morphisme naturel

2
£
o Te - T, £,
leM > Z > S , ou encore C(f‘Z'M) —» 2 — 5 .
Si 7 est un cycle de X, 2 =12 n, 2, , on pose T M:= n, T M
f i f ’
Z Z,
i

C'est un cycle de SxT*M .

Soit m: S - S une modification propre. On a alors un diagramme

commutatif
w
—_— —3> S XM

4

—
m

S M &= (Xx8)
s red

I

0l € =2

(2.2.2) Définition : Un slément de Z(X—> S) est un cycle Z de X, 2=%Ytn_.2,,
et ii

satisfaisant les propriétés suivantes

f(Zi) est une composante irréductible de S.

a) Pour tout i,
.S >s , ou S est

b) Il existe une modification propre et surjective T
A A
normal, telle que le transformé strict Z:=In 2, de Z par T vérifie
ii

bl) Pour tout i, le morphisme naturel

C(¥[A /M) ~3 est ouvert
lzi
b2) Si s et E'Ezﬂ-l(s), les fibres C(?\Q,M)N et
S
C(?\A,M)S sont égales.
Z
Z .

On notera f\Z le cycle bivariant défini par

(2.2.3) Remargues et exemples.

1) Puisque 'S est normal, la condition bl) signifie que pour tout i

~ *

C(f\A ,M) > S définit une famille analytique de cycles de P (T M), au sens
Zi

de [Bﬂ. De plus, en utilisant par exemple le théoréme d'aplatisse

ment

nt au méme de supposer dans bl) que le morphisme

d'Hironaka ([Hl])' il revie

est plat.



2) Quand S est une courbe lisse, lesdeux définitions coincident.

. . f
3) Soit sSE€S. On note ig: {s} > s 1'inclusion. A tout élément f!ze (X > 8)

on peut associer une famille de cycles j:(flz) de X paramétrée par S.

En effet, d'aprés [H2] ou [H.M.S.] Cor (4.2.3.), il existe pour 's€S un unique
~ Al ~

cycle 1., de £ K i

y 3 (S)red tel que l'on ait

C(E[pM), = C(T_,m).
S S

Par définition (b2) ce cycle ne dépend pas de ’;6 n (s) .
~ ¥ -1 -1
On note alors T_, = js(flz) eZ2(lf "(s)l) =2(f (s)l* pt)
S

4) Soit 2 un cycle positif de X . Alors 2 définit un élément

£

f| de 7(X » S) si et seulement si, quitte & remplacer la structure analytique

zZ
de S par la structure réduite maximale (celle rendant holomorphe les fonctions

continues génériquement holomorphes [Fi] p. 123) , le morphisme C(flZ , M) = S

définit une famille analytique de cycles de dimension dim M-1 de P(T*M),

paramétrée par S, au sens de [B1].

En effet, notons &(P(T*M)) 1l'espace analytique réduit des cycles compacts

de dimension dim M-1 de P(T*M) (voir [B1]). Alors le morphisme C(?IA ,M)-»E
4

~~o .

définit un morphisme analytique i : S &TP(T*M)), avec w(g) = C(?IA ;M)
Z S

I1 existe d'apreés (bz) une application continue ¢ (car m est propre) faisant

commuter le diagramme

s Ly bprtm
|
T w o
S
On en déduit le résultat.
On voit en particulier que dans ce cas la restriction le est sans

i
éclatement en codimension 0 ([H.M.S] §4) pour tout i. Ce n'est pas le cas
si 2 n'est pas a coefficients positifs.
3 2 . . défini
5) On pose X =2C et S =€, et on considére le morphisme plat défini

par £(x,y,2) =(x2—y?z,y). on sait (voir [S 2]) que ce morphisme a de 1'éclatement

c'est-a-dire que X ne définit pas un élément de l(X>9).



Soit ¥ < X défini par 1'équation x=0. On peut vérifier que le cycle
¥

Z = X-Y définit un élément fIZ de Z(X - S). En particulier j*fl est
o Z

1'axe ;fg comptée 2 fois. Expliquons ce phénoméne

Puisque le morphisme C(f!X +M) » S n'est pas plat, pour tout germe de

S

courbe analytique vy : (C,0) - (S,s) la fibre en 0 <« (f]| , M) 0 du transformé
'Y,

strict par vy de C(fIX,Dﬂ a des composantes mobiles (i.e. qui dépendent de Y)

et des composantes fixes (i.e. qui n'en dépendent pas).

Il en est de méme pour C(f‘Y,Dﬂ . Cependant, pour tout v, les composantes mobili

pour X et pour Y colncident et sont de multiplicité opposée. On applique alors

le résultat suivant

Critére valuatif : Un cycle Z =% nj2; définit un élément f[z de 7 (X~+98)

si et seulement si il satisfait la condition a) de (2.2.2) et il existe un ouvert
C o

de Zariski dense S de S tel que pour tout germe analytique Y: (€,0) - (S;s)

o
avec Yy(C~{0}) = S , 1le cycle transformé strict C(f]Z,M)

|
[ng]
o]
@}
Hh
=

ait une fibre au-dessus de 0O ne dépendant que de s et pas de Y.

6) Quand Z n'est pas a coefficients positifs, il se peut que la famille
j*(flz) ne soit pas la famille des fibres d'un cycle de X . Le graphe de cette
s

famille n'est pas nécessairement fermé.

7) On peut symétriser l'espace analytique ZPCP(T*DA)) en 1l'espace topologique
e(’(T*M)), espace des cycles de dimension dim M-1 de P (T*M) a coefficients
dans Z . Pour cela on considére la relation d'équivalence sur Eix Qfdéfinie par

(r.,r! +T. =T!'+T, .
(T1,T2)%\F1,T2)¢=ér1 F2 Fl F2
Le graphe de cette relation est analytique fermé, d'aprés [B1].
. ~ * éf W
Nous ne considérons que la structure topologique de 8ﬂﬂ>ﬂr M)) = x /v,
De méme qu'en 4), on voit que Z définit un élément f] €Z(X—>S) si et
Z

seulement si le morphisme C(le,M)-+S définit une application continue

©: s> BT M.



3. Obstruction d'Euler locale relative.

£
Soit fIZGZ(X»S) et soit x€X.

Soit f(x) e+ S 1l'inclusion. On a défini un cycle dans f_l(f(x))
Y

Ie (%) ed

v
noté (le). On pose Eu (x) : = EX (x) .

£l ¥ £l
Z ]f(X) Z

%
T (x)
Le terme de droite est défini par Ma Pherson ([M]) ainsi que Gonzalez-Verdier

[G-V] (voir [S1] pour la notation Ex) .

c s s s Vo e . .
(3.1) Proposition : L'application Eu définit un isomorphisme Z(X = S)- FF(X- S).

, N4 . .
On montre d'abord que si flze Z(X-> S), Eu est une fonction constructible

£l
sur X . 2

(3.2) Lemme : On suppose que 2Z est réduit et irréductible et que le morphisme

naturel C(flz,lﬂ -+ S est plat. Alors E&f| est constructible sur X .
Z

Preuve : Soit Yy X un sous-ensemble analytique fermé irréductible de X.

\' C
On montre que Eu est constant sur un ouvert de Zariski dense de Y. On peut

fIZ

supposer y CZ .
ler cas : f£(Y) =S.
On considére l'éclatement de l'image inverse de Y dans C(flz,bﬂ et on a

un diagramme ([T],[H-M-S]) :

e
E,c(£| M) —L= c(£] ,m
Y 2 VA

~
.. T
NF \\f Tf
~

2 v

E Z —— Z
€ f

Y |

S

o o
I1 existe alors un ouvert de Zariski dense S de S tel que pour tout s€S
- i -1
la fibre (fo Cffl(s) soit égale au transformé strict de (f o Tf) (s) par e,-
o .. < ez .
On considére un ouvert dense Y vérifiant les propriétés suivantes :

. YO est lisse et fl ° est de rang constant.
Y

. e 19

. Le morphisme ( Cf—l (YO) > Yo est a fibres équidimensionnelles

£ :



2lles

v o
Alors EufI est constant sur Y  (voir.par exemple [T] ou [H-M-S]).
Z

2éme cas : £(Y) # S .

On peut se ramener au cas précédent. Considérons le diagramme

C(E|, M) x ¥ > C(f], M)
. !
v
Y ——A—- ZXSY —_— 7
) e
)4 —?—-—7’ S
Y

A est l'inclusion diagonale. On remplace Z par la réunion des composantes

de Z XS Y d'image Y. On utilise alors [ H-M-S] cor.(4.2.3). o

On déduit facilement du lemme (3.2) la constructibilité de Eﬁfl pour
[
flz € Z7(x=+8s). Z

v
Pour montrer que Euf| € IF (X-»S) il suffit de méme de le montrer dans la
Z
situation du lemme (3.2). Cela résulte simplement de [S 1], théoréme (4.3).
L'injectivité de Ex se montre comme dans le cas absolu (voir [M]). Il reste

4 montrer la surjectivité.

Soit o € F (X+&). On peut écrire o = L n, ]_1Z
i€l i
Considérons les composantes (Z.) de dimension maximum, et qui se surject
jes

sur une composante de S .

~

I]l existe d'aprés [H!] une modification propre m: S-S, avec S normal, telle

que le transformé strict ?Ig de fIZ pour T satisfasse les propriétés a)

] ]

et bl) de la définition (2.2.2).
d, v

Soit R =w*a - (-1) ] n. Eu»f‘ , ou d. est la dimension relatis
jeJ J g J
A ~ £ o~ 3
de Z.. Alors B8 € F (X —>8).
J
Si on pose B=1 mk HT , la dimension maximum des composants Tk qui se
k
surjectent sur une composante de S a strictement diminué.
o ) Voo~ £ o *
On en déduit par récurrence que B € Eu(Z(X —> S)) , ainsi que W Q@ .

v
Par suite g € Eu(Z(X-+8)) . ©



10.

4. Opérations bivariantes pour les espaces conormaux

Dans ce paragraphe nous montrons le résultat suivant

(4.1) Théoréme

1) On peut munir de maniére naturelle Z d'opérations qui en font

une théorie bivariante.

2) L'isomorphisme d'Euler est compatible avec les opérations bivariantes

sur Z et F, et par suite, IF est aussi une théorie bivariante.

Preuve du Théoréme.

(4.2) Changement de base

On a déja défini le changement de base pour 1l'inclusion jS : {s} » s.

La définition est analogue dans le cas général d'un morphisme h: S'~>S.

On garde les notations de (2.2.2).

f ~
Soit flz € /(X —> S). On pose Z = J nizi' Soit S' le normalisé de

! § t o= S . : . N
(s X o )red et X D(xSS )red On a le diagramme commutatif suivant pour

tout 1

, M x S ——= c(Ela M
i S 25

' —_—— '§

~ A
et d'aprés [H-M-S] cor.(4.2.3), il existe un unique cycle Qi de X‘(Zi n'est

pas nécessairement irréductible) tel que C(EI% , M) x o S o= C(¥ IA, + M).
i s 2i
A > ] 1 !
On considére le cycle Z:ni Zi dans X', et on pose Z2' =1L n,l Zi , ou
Al 1 SI)
' 'i = (XX .
Zi est 1'image de Zi dans X ( S red

] f' ]
On vérifie facilement que 2' définit un élément f'IZ,G I(X'—>S8").

* - e
On pose h (fIZ) f lZ' .



11.

D'autre part, il est clair gque si s€S gt s'elfi(s), on a

3 (flz) = j;l(f'lz,) . Ceci impligque que pour tout x € X et tout x'e€ X'
\4
u

au-dessus de x on a E&fl (x) = E £

z

(x")
Zl

(4.3) Image directe

On considére la situation suivante

[} X __L/ Y

&
f\ _/g
N
S

. . £ e
avec go = f. Soit f|Z€ Z(X—>S). On va définir un cycle m*(fiz)e Z(X:17S).

Quand S est réduit & un point, on retrouve la définition de [M] ou [s1].

On suppose gu'on a des plongements

X & S XMXN ’ YCS XN , MetN lisses,

et que f,9,g sont induits par les projections naturelles.

ler cas : 2 est réduit et irréductible, et le morphisme naturel C(fIZ,M)-+S
est plat. On considére alors dans sSxT*(MxN) les cycles Tffl (MXN) et
Z

SxMxT N. Soit r la projection SXMXT N - S xT*N .

On montre, comme dans [s1], théoréme (2.2), gu'il existe un unique cycle
de S x T*N, relativement lagrangien, de classe fondamentale égale a

r (T*fl {(MxN) . (SxM T*N)) . Pour cela, il suffit de rendre relatifs les
*
2

lemmes (2.4.1) et (2.4.2) de [s1] en remplagant la condition a) de Whitney
par la condition Af de Thom. C'est possible puisque £ 7 est sans éclatement
en codimension O.

On définit (p*(flz) de sorte que

*

T N =r (TF
w*(flz) *

(M xN) . (SxMxT'N)) .
flz
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2éme cas : Cas général.

Soit flz € 7(X->8). On peut faire la construction précédente aprés un
changement de base 1 : S »5. Il faut alors vérifier que la condition b2) de
(2.2.2) est satisfaite pour w*(?lg). Ceci permettra de définir w*(flz).

Pour cela, il suffit de vérifier que la construction précédente est compatible
au changement de base jS : {s} - S. Cela montrera aussi par la méme occasion
la deuxiéme partie du théoréme (4.1) pour 1l'image directe. On se replace donc

dans le premier cas. On note ZS = j*(fIZ).
s

D'aprés [S1 théoréme (2.2), la fibre T* N et T* N ont leur
P (s 1. ' OuEl) | @42 )
support dans r(lT?z (MxN) | N ({s}xMxT*N)) , et il suffit de montrer 1'égalité

]
des classes fondamentales.

Supposons d'abord que S est lisse.

On considére les deux sous-variétés de S x T*(M x N) suivantes

{s} x T*(M><N) et SxMxT*N . Ces deux sous-variétés sont transverses.

Comme le morphisme TEI (MXN) - S est plat, on a
Z

*

*
T
[ Z

(MxN)] = T MxN) . {s} x T"(MxN) ,
S Z

l'intersection étant prise au sens de [F] (voir par exemple [S 1], appendice

ou [F]).
Tout revient donc & démontrer 1'égalité suivante dans

Hy (1T7 MMxN) | N {s] x M x T*N)
S

*

(Tfl

MxN) . {s}xT*MxN)) . ({s}xMxT*N) = (TF, MxN) .sxuxT N).({s}xT*M

Z Z
Cette commutativité de 1'intersection est démontrée dans [S 1], appendice ou [F]

théoréme (6.4 ) dans le cadre algébrique.

Quand S n'est pas lisse, l'assertion & démontrer étant locale en s, on

plonge localement S dans une variété lisse T . Il suffit alors de vérifier que

*
1l'intersection dans S XT (MXN)
*OomMxN) L (s xMxTN)
£l

Z
est égale a l'intersection dans T xT* (M X N)

1

T

tﬂfl(MXN).(TXMXTﬂU
z

ce qui est clair.
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(4.4) Produit bivariant

- . f
Etant donnés deux morphismes propres X - Y et Y g S induits par des

projections lisses

on va définir un produit

£
I(X 5 Y) XZ(YES)—> Z(XES)

cui correspond au produit des fonctions constructibles.
Soit d'abord 2 < X irréductible. On suppose que leEEZ(X-*Y) et que hIZEEZ(X-+S)

Soit T = f(Z). On suppose aussi que g\TEEZ(Y-as). On cherche a représenter

T*| N pour un cycle I n. T:| (M xN).
T Yip TRy
i
I1 est plus simple dans un premier temps de "décomposer" l'espace T;l (M X N) en
Z

1l'espace T;l M x
Z

* * - C s 1
en un cycle de la forme b} ni(Tfl M><T T N) . Cette décomposition repose

Z, i g'Ti
sur le résultat suivant.

(4.4.1) Lemme : Soit Z < X irréductible, T = £(2). On suppose que le et hIZ

sont sans éclatement en codimension 0. Soit ?72,N) le céne normal de

T*hl (MxN) N q*T*N dans Tﬁl (M xN), Zl une composante irréductible de‘ZTZ,N),
Z Z
Z son image dans Z, et Ti==f(Zi). Alors
i
1) ng est sans éclatement en codimension O.

2) Pour tout i, fIZ est sans éclatement en codimension O .

i
. . . *
3) Zﬁ est la composante de dimensicn maximum de Tf| M ><T T*I N .
* z i 9,
4) Le morphisme gIT : Ti - h(2Z) est ouvert.
i

Preuve : elle est analogue a celle [s 1], prop.(3.3.). g
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Pour définir le produit bivariant, on utilisera le résultat suivant

(4.4.2) Lemme : Soit 2Z < X iréductible et T = £(Z). on suppose gue
f{ZG I(X>Y) et nge 2(Y>S8). Il existe un unique cycle P de X vérifiant
les propriétés suivantes

1) h|P € 7(X-5S)

2) Au-dessus d'un ouvert dense S° de S on a 1'égalité
ZrE,N) =15 Mx_TF N.

De plus, hlP est l'unique cycle de Z(X-S) tel qu'on ait 1'égalité

Preuve : D'aprés le lemme (4.4.1), il existe un ouvert de Zariski dense

S° de S au-dessus duquel on a les propriétés suivantes

o o - | o ] o
hi,, € 2(x° > 59 , €@z,N I, =2 n, oo hlzi € 7(X° > S°) et ngi e 7(y° -

Par suite, il existe un cycle P tel que au-dessus de S° on ait

8%P,N)! o = *  Mx_T* N| o+ On le voit en effet par récurrence sur dim Z .
S £i T gl S
Z T —
De plus PIso définit un élément hIPOGEZ(X° - S°). On peut supposer que P =P s
~ A
On considére maintenant une modification propre mW: S - S telle que si 2
. * ~
est le transformé strict de Z par W, le morphisme naturel T gl (MxXN) - S
Z ~
est plat. On suppose aussi que pour toute composante Pi deP, T (MXN) -~ S est pl
h{A
P,
On a maintenant, d'aprés le lemme (4.4.1) : i
A * *
EE,N =12 Mx, T N,
ii/\ T gl/\
Z T
puisque 1'égalité a lieu génériquement sur 5.
- cy = Vv \ A ~
On va montrer 1l'égalité (*) Eu = Eu_ - (Bu_ ° f).
hiA £1A SiA
P IZ lT
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. v . .
Ceci prouvera que Eu NI est une fonction constructible qui provient d'une
hia i
P

fonction sur X . Par suite, d'aprés la définition (2.2.2), hIE)G (X » S), et

on aura aussi

puisque c'est la méme égalité que la précédente.

La preuve de (*) se fait en comparant différentes classes de cénes normaux

et en utilisant des arguments analogues & ceux développés dans [s 1]

On considére en effet les 4 sous-variétés suivantes de §><T*(MIXN)

~ * ~ * * * * 2
{s}xT*MxN) , SxT (MXN) , SxMx T*N , SXT.M XT'N , pour x€ 2z, et
x
'S = N(x), et les cénes normaux itérés de Ttu (MXN) le long de ces sous-—
hi A
P

variétés.

(4.4.3) Produit bivariant de deux cycles relatifs

Soit leeZ(x-»y) et g!TeZ(y—»S).
On peut d'abord par un changement de base T: S-S se ramener au cas ou
hIZ € Z(X-8S) et pour toute composante Ti de T, ng. € 2(Yy->S).
i
On peut d'abord par un changement de base 1 : S - S se ramener au cas oG
h|Z € 7(X->8) et pour toute composante Ti de' T, ng'e 2(Y->s).
On peut donc supposer T irréductible.
On considére l'inclusion iT :T->Y. On remplace alors flz par i;(flz).
On peut donc supposer que pour toute composante Zi de Z on a f(Zi) =T .
On suppose d'abord que Z est un cycle positif. Il existe un unique cycle hIP
satisfaisant les propriétés du lemme (4.4.2). Ce cycle existe avant tous les
changements de base faits. C'est le produit bivariant de f|Z et gIT.
Quand Z n'est pas positif, on considére un changement de base ToT
comme dans la définition (2.2.2), puis un changement de base T : 5" 55 tel
que le transformé strict %'Nj S' définisse un élément de Z(Y' » S').
'
On peut donc définir le prodgit %1~| par §1¥|. Il coincide avec le produit

attendu sur un ouvert de Zariski dense de T'. On peut alors continuer par

récurrence sur dim T .
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(4.5) Classes de Chern-Mather

Une classe de Chern-Mather est une transformation naturelle de la théorie
bivariante Z dans l'homologie bivariante, qui étend la classe de Chern-Mather

dans le cas o S est un point. L'existence d'une telle classe se raméne a

celle d'une classe fondamentale relative pour T*f| (M) si fIZEEZ(S XM - S)
Z

(voir par exemple [S1], lemme (1.2.1)).

Question : Soit flZ € Z(SxXM -» S). Existe-t-il une classe fondamentale relative
[t Mos]esn (T*M > s, =) 2

e - .,

£l 2dimH !
Z
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