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Géométrie algébrique/'AlgebraicGeometry

Caractérisationdes ^-modules hypergéométriques
irréductibles sur le tore
François LOESER et Claude SABBAH

Résumé — Dans cette Note on démontre une caractérisationdes ^-modules hypergéométriques
irréductibles sur le tore (Gm)p due à Katz quandp= 1.

Characterizationof irréductible hypergeometric^-modules on the torus
Abstract — In this Note we prove a characterization of irreducible hypergeometric ^-modules on

the torus {G^f due to Katz whenp=\.

Rappelons brièvement la définition de la transformation de Mellin algébrique et
certaines de ses propriétés. Nous renvoyons le lecteur à l'article [2] pour plus de détails.
On note (Gm)p le tore Spec C[x, x^1] avec x= (xl5 . .

.,xp) et 3) l'anneau des opérateurs
différentiels algébriques sur ce tore: 3> =C[x, x_1](D) avec D= (D1, . . .,Dp) etD;=Xj3x.. Posons st= —D, et xi = xl de sorte que C[x, x_1](D)= C[5,]<x, r- 1 ) est
l'anneau des opérateurs aux différences finies et x; est l'opérateur de translation relatif à
la coordonnée st {Le. xi.si= {si+l).xi). Soit Jl un ^-module (à gauche) holonome.
Notons SJi le module Ji lorsqu'on adopte ce point de vue (i. e. lorsque les variables sont
sx, . . .,sp). Il résulte du théorème de Bernstein que C(s) (g)C[s]2R [noté dans la suite
9W {s)] est de dimension finie sur C {s) : on vérifie en effet [2], lemme 1.2.2, que

oùp : SpecC {s) [x, x' 1] -» Spec C {s) est la projection.
Enfin nous notons x((Gm)p, Jl) la caractéristique d'Euler du complexe de de Rham

algébrique

(dans [1], il n'y a pas de décalage).
1. CARACTÉRISATIONDES ^-MODULESHYPERGÉOMÉTRIQUESIRRÉDUCTIBLESSUR Gm. — Nous

supposons ici que p=\. Nous allons démontrer l'énoncé suivant, dû à N. Katz [1],
th. 3.7.1, quand l{Gm, Jl)=l. Ta démonstration que nous proposons, contrairement
semble-t-il à celle de Katz, se généralise au cas p^2.
THÉORÈME 1. — Soit Jl un Si-module holonome sur Gm.
1. On a X{Gm, Jl)= dimC(s)Wl{s).
2. Supposonsque dimc (s) W. {s) = 1. Alors les conditionssuivantes sont équivalentes :
{a) 9TJi est irréductible;
{b) 5DÎ n'a ni sous-module ni quotient qui soit de C[s]-torsion;
(c) 9W est isomorphe à un module

où F et Q n'ont pas de zéro commun modZ.
Lorsque dimC(s)9JÎ(j)=1, nous dirons, suivant [1], que Jl est hypergéométrique.
Note présentée par Bernard MALGRANGE.
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Démonstration. — Montrons d'abord le point 2. U est clair que a => b. De plus, si 9K
n'est pas irréductible, soit W un sous-module propre. Alors ou bien W est de ex-
torsion, ou bien dimc (s)M' {s) = 1 et donc ffl/W est de C [^-torsion. Par suite b => a.
Montrons que c => b. Il résulte de [1], prop. 3.2, que si P et Q sont sans zéro commun

modZ, #c°P Q n'a pas de C [s]-torsion. En considérant le dual de J^P Q, on voit aussi que
sous cette hypothèse 3^P!Q n'a pas de quotient de torsion (car le dual d'un module de
torsion est de torsion).
Montrons enfin que a=z>c. Supposons donc 9W irréductible. Soit m un générateur de

9PÎ. Alors 9JÎ est contenu dans 90Î {s) et m est une base de 9Ji {s) sur C {s). On peut écrire
x.m=a{s).m avec a{s)eC{s). Soit m'=h{s).m une autre base. La matrice a'{s) de x
dans cette base est égale à {h{s+ l)/h {s)). a {s). On peut donc trouver h e C {s) — { 0 } telle
que a' {s) = —Q {s)/F{s) avec P et Q sans zéro commun modZ. Soit
W—C [s] ( x, x~ 1 ).m'e9W{s). On dispose d'un morphismesurjectifJfP Q -»W qui est un
isomorphismepuisque #t°v

Q n'a pas de C [.s]-torsion.Puisque 9JI et W sont irréductibles, si
on pose h {s)—p{s)/q {s), on a

Montrons maintenant le point 1. Par définition, %{Gm, Jl) est la caractéristique du
complexe

où le terme de droite est placé en degré 0. C'est-à-dire aussi celle du complexe

Li*SK= {0->2»ïAïK-+0}, si i: {0} ^ SpecC [5] désigne l'inclusion. Par ailleurs, si
ïtcïtî est un C [^-module de type fini tel que C{s) ®c [s) 91= 501 {s), on a
%{L i*9t)= dimc(s)9Jt{s). Il suffit donc de montrer que pour un tel module 91 on a
x{Li*yï)=x{Li*m).
Notons 9R0 = 9l et pour k>0, SDÎfc= £ TJ9Î. On obtient ainsi une filtration croissante

de iUl telle que pour tout k^O, 9Ks+i/iDîi soit de C[j]-torsion. Plus précisément,^+i/^=(^+1^+^"(t+1)^+ ^)/^etsiZ)(5).S«1/9W0= {0},alors
b(s+k)b(s-k).mk+1/Wlk= {0}.

Si k est assez grand, s est premier à b{s+k)b{s—k) et donc

sest bijective. On en déduit que le complexe 0 -* 9JI -» 9JJ -> 0 est quasi isomorphe au
scomplexe 0 -> 9Mt -» 3Rk -* 0, d'où le résultat. D

Remarques. - 1. Soit 5DÎ holonome et soit W=C[s](x,x~1 }/{Q{s)) avec QeC[s].
Une démonstration analogue à celle du premier point montre que

- dimcHoms (501', 93c) + dimcExtJ, {W, 9W) =degQ. dimc (s) 9JÏ {s)
et si 9JÎ n'a pas de C [s]-torsion, on a de plus Homa{W, iDÎ)= { 0 }

.2. On voit comme dans [1], section 5.3.2.1, que les systèmes holonomes hypergéomé-
triques irréductibles sont exactement les systèmes obtenus par produit tensoriel sur C[s]
à partir des systèmes élémentaires d'équation (x—c) ou x±(j+ a), ou {s+<x)x± 1, (oceC).
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En particulier, un produit tensoriel sur C[s] de systèmes holonomes hypergéométriques
irréductibles l'est encore.
2. CARACTÉRISATION DES ^-MODULES HYPERGÉOMÉTRIQUES IRRÉDUCTIBLES SUR (Gm)p. —

Nous supposons maintenant p^2. Soit L:CP->C une forme linéaire à coefficients
(/l5 ..., lp) dans Z premiers entre eux. Soit iL : Gm <^ (Gm)p définie par x;=9!"' pour
i= 1,

. . . ,p. Si Jl est un ^Gm-module holonome,ih+Jl est £$(Gm)I>-holonome.Le transforméde Mellin de i^+Jl n'est autre que L*5m=C[.ï] ®C[n]5DÎ, si o=T{s), avec la structure
d'équation aux différences donnée par x;(l (g) m)= 1 ® Q'im. En particulier L*9JÎ est
holonome.
De manière analogue, soient CP^CP_1XC un isomorphisme linéaire rationnel, L la

projection sur le facteur C et i:Cp_1 x {0} <^ Cp l'inclusion de l'hyperplan T{s)= 0.
Alors, si 9JÎ est holonome sur Cp, Li*M est à cohomologie holonome sur Cp_ 1 : si on
considère la décomposition(Gm)p~(Gm)p_1 x Gm correspondante, le transformé de Mellin
inverse de L i* 9JI n'est autre que l'image directe de Jl par la projection (Gm)p -> (Gm)p~ 1.
Enfin, si T : Cp -> Cp est une translation quelconque, et si 5DÎ est holonome, T* 50Î est

naturellementmuni d'une structure de C[s] (x, x- 1 )-module et est holonome.
Soient L : Cp -> C comme ci-dessus et J^P Q L= L* J^P Q.

On déduit des remarques
ci-dessus l'énoncé suivant :
LEMME 1. — Le module ^P>QJL est holonome sur C[s] (x, x- 1 ) et, si F et Q sont sans

zéro commun modZ, il est C [s]-plat {en fait limite inductive de C [s]-modules libres de
rang 1). // en est de même pour tout produit tensorielfini sur C [s] de tels modules. D
L'holonomie d'un produit tensoriel s'obtient en l'exprimant comme restriction à la

diagonale du produit tensoriel externe. Enfin nous utiliserons aussi :
LEMME 2. — Soit n : C -* C donnée par n {s0) = ns0 + P, n eZ— { 0 } et (3 6C Si 5UÎ est

holonome irréductible, n* 5DÎ l'est aussi.
Démonstration. — Ta translation ne posant pas de problème on se ramène au cas où

P= 0, et par la remarque du paragraphe 1 au cas où SOÎ est élémentaire. Si m est un
générateurde 5DZ satisfaisantpar exemple

0m= (a+ a) m
avec o-= s0, alors 1 ® m satisfait

«-i
d'où un morphisme surjectif$c°P Q —> TC* 9CR avec P=l, Q= Y\ {ns0 + a+k). Puisque J^P:Q

k= 0
est sans C [j]-torsion, ce morphisme est un isomorphisme. D
THÉORÈME2. — Soit Jl un 3>-module holonome sur (Gm)p.
1. On a X ((GJP, Jl)=dimc „, SW (*).
2. Supposons que dimc (s) 501 {s) = 1. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
{a) 50Î est irréductible;
{b) 50Î n'a ni sous-module ni quotient qui soit de C[s]-torsion;
(c) 50Î est isomorphe à un produit tensoriel sur C [s] d'un nombrefini de modules JlfP Q L,

où, pour chaque terme, F et Q sont sans zéro commun modZ.
Démonstration. — La démonstration du point 1 est similaire à celle du cas p = 1. Si

i : {Si = . . . = sp= 0} cj Spec C [s] désigne l'inclusion, on a x ((Gm)p, Jl)= %{L i* 9JÎ) et on
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est ramené à montrer que x {L i* 501)= % {L i* 5ft) pour un C [s]-module de type fini 9Ï<=50Î
tel que C(.?) ®C[s]5rt = 50C(s). On pose 50îk= £ xa.5R. et si b {s).mjW0 = { 0}, alors
[ Y, ^(s+°")]-^k+i/^={0}

-
En particulier, pour tout k assez grand, 50ifc+ 1/50îk est

un C [^-module de type fini dont le support ne contient pas {0}. La cohomologie de
Li* (5Dîfc+1/50îi) est donc nulle, de même que celle de Li* (50i/50ct) (par passage à la limite
inductive).
Montrons le point 2. L'équivalence de a et b est identiqueà celle du casp= 1. Montrons

que c => b. Soit 50Î comme dans c. Nous avons vu que 50Î est holonome et C [^]-plat, donc
sans C [.^-torsion. Montrons que 50Î n'a pas de quotient propre qui soit de C [s]-torsion.
Soit 501 -» 501" un morphisme surjectif avec 501" =/= { 0} de C [s]-torsion. Soit m" un généra-
teur de 50Î" sur C[s]<x, x- 1) et beC[s] tel que b{s).m"= 0. Soit D une droite donnée
par jI-=al-s0+ P,-(i= 1,

. .
.,p), avec a,eZ pour tout i. Nous pouvons supposer,.si les oc;

sont assez généraux, que D n'est contenue dans aucune hypersurface {,y|è(,s+a)= 0,aeZp} et que D rencontre le support de C[s].m". Soit ID:DQ Spec C [S] l'inclusion. Le
module z'£50c est produit tensoriel sur C[s0] des modules I'D^P,Q,L- Soit TCL:D->C
l'application L°iD. Nous pouvons supposer que pour toute L intervenant dans 50Î,
l'application nh n'est pas constante, si les oc; sont assez généraux. Alors n^ 3fP Q est munid'une structure de C [s0] < x0, xô 1 >-module holonome pour laquelle il est irréductible,
d'après le lemme 2, et on en déduit que iD50l n'a pas de quotient propre qui soit de
C [50]-torsion.
Par ailleurs, notons Wk' la filtration de 501" définie comme au point 1 à partir de

9l"=C[s].m". Alors pour tout k, i^W^ n'est pas nul et est de C[%]-torsion. Comme au
point 1 on vérifie que le support de ig (50ï£'+ i/50iî') tend vers l'infini quand k tend vers
l'infini et on en déduit que ig50î"#O.
Finalement, i£ 501 admet un quotient de torsion et non nul, ce qui est en contradiction

avec le fait que ig 50Î est irréductible.
Montrons enfin que a => c.
LEMME 3. — Soit 501 holonome avec dimc (s) 50Î {s)= 1. Alors 50? (s) est isomorphe à unproduit tensoriel sur C {s) de modules isomorphes à JfP Q L

{s), avec F et Q sans zéro
commun modZ et T à coefficientsdans Z premiers entre eux.
Ce lemme est dû à M. Sato (non publié, voir [2], prop. 1.1.4). Supposonsde plus que

50c" est irréductibleet soit 5DÏ' le produit tensoriel sur C [s] des termes 3fP> Qi L correspondantà la décomposition de 501(5). Nous avons vu que 50Z' est irréductible. La démonstration
s'achève alors comme dans le cas où p= 1. D
Note remise le 11 février 1991, acceptée le 27 février 1991.
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Géométrie algébrique/Algebraic Geometry

Caractérisationdes ^-modules hypergéométriques
irréductibles sur le tore, II

François LOESERet Claude SABBAH

Résumé — Danscette Notenouscorrigeonsla Note antérieure [2].

Characterizationof irreducible hypergeometric^-modules on the torus, H
Abstract — In this Note we correct the previousNote [2].

0. Gabber nous a signalé un certain nombre d'erreurs dans la Note [2]. Nous les
corrigeons ci-dessous.D'autresdémonstrationsnous ont aussi été donnéespar O. Gabber.
Nous l'en remercions.
La phrase 1.1 p. 737 est à supprimer. L'énoncé du théorème2 doit être remplacé par

le suivant :
THÉORÈME2. — Soit Jl un ^-module holonome sur (Gm)p.
1. On a x((Gm)p, J?)= dimC{s)Wl(s).
2. Supposons que dimc (s) 9JI (s)= 1. Alors les conditions suivantes sont équivalentes
(a) 99? est irréductible
(b) Tl n'a ni sous-module ni quotient qui soit de C [s]-torsion
(c) 3JÎ est isomorphe à l'unique sous-C[s] < t, x~1}-module holonome irréductible d'un

produit tensoriel sur C[s] d'un nombrefini de modules 34?P:(iL, où, pour chaque terme, P
et Q sont sans zéro commun modZ.
Remarques. — 1. La démonstration prouve aussi que tout C(s)-espace vectoriel de

rang 1 muni d'une action inversible de T contient un et un seul C[J]<T, x_1>-module
holonome irréductible et que tout tel module de rang générique égal à 1 est obtenu de
cette manière. Par suite, il y a correspondancebijective entre les classes d'isomorphisme
de modules holonomes irréductibles de rang générique égal à 1 et les éléments du groupe
hypergéométrique à p variables (voir [1]).
2. O. Gabber nous a donné un critère (corrigeant celui de [2]) permettant de vérifier

si un produit tensoriel de modules 34?v Q L est irréductibleet a démontré que tout module
irréductible comme ci-dessus est engendré par le produit des générateurs canoniques de
modules 34?v Q L pour des P, Q, L bien choisis.
Démonstration du théorème 2. — La démonstration du point 1 de [2] est incorrecte,

ainsi que celle de (a)o(c). Le point 1 se montre par récurrence sur p en utilisant le
théorème 1 de [2]. Soit i: {sx= .. . =jp=0} <5 SpecC[.s]l'inclusion. Nous devons montrer

Note présentée par Bernard MALGRANGE.
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Il existe une hypersurface {b= 0} telle que, après tensorisation par l'anneau
C[4=C[J; (b(s+ o)-\elP], on ait

Puisque 91 est de type fini sur C[s], on peut de plus supposer (quitte à changer b)
que ce C [j]^-module est libre de type fini et, quitte à faire un changement linéaire
entier de coordonnées, que, quel que soit aeZp, sp ne divise pas b(s+a). Soit
ip : {sp=0} c^ Spec C [s] l'inclusion. Comme cette inclusion est assez générale, on en déduit
que

(on a en fait déjà égalité par platitude en localisant hors de â8' = i*â&). Par récurrence
on a alors :

X (L i*M)= X (L i'* i*p 99?) = dimc (s,, i* 2R (s')= dimc (s) 90? (s),
la première égalité provenant du fait que, puisque 34?~x i i* SOÎ est holonome et de
C[5']-torsion, on a par récurrence %(Li'*(34?~1 Li*99?))= 0. D
Montrons (a)o(c). Soit d'abord 99Î' isomorphe à un produit tensoriel sur C[s] de

modules 34?f Q L avec P et Q sans zéro commun mod. Z. Alors 95?' est holonome et
90?'<=99?'(.s) ([2], lemme 1). De plus 99?' contient au moins un sous-module irréductible99?
non trivial (les modulesholonomessont de longueur finie) et celui-ci est de rang générique
égal à 1 sur C[s]. Un tel sous-module est unique : soient 99?! et 99î2 deux tels sous-
modules distincts; on a alors 9H1 n99î2= {0} d'où un morphisme injectif ÎRj ->99?799î2;
ce dernier module étant de torsion, la flèche est nulle et par suite STJÎj = { 0 }. Maintenant
(c) =>(a) est clair.
Inversement, si 99? est irréductiblede rang générique égal à 1, on a 99? c 99? (s). D existe

501' isomorphe à un produit tensoriel de modules 34?Py Q L (avec P et Q sans zéro communmod. Z) tel que 99? (s)=W (s) (voir [2], lemme 3). Soit alors 2Wi l'unique sous-module
irréductiblede 99?'. On voit comme dans la preuve de l'implication(a) => (c) du théorème 1
de [2] que l'on a 95?=WV D
Note remise le 2 mars 1992, acceptée le 12 octobre 1992.

RÉFÉRENCES BIBLIOGRAPHIQUES

[1] F. LOESER et C. SABBAH, Équationsaux différences et déterminantsd'intégralesde fonctionsmultiformes,
' Comment.Math. Helv., 66, 1991, p. 458-503.

[2] F. LOESER et C. SABBAH, Caractérisation des ^-modules hypergéométriques irréductibles sur le tore,
C. R. Acad. Sci. Paris, 312, série I, 1991, p. 735-738.

U.R.A. D 0169 du C.N.R.S.,
Centre de Mathématiques, Écolepolytechnique, 91128 Palaiseau.


