
Comment. Math. Helvetici 66 (1991) 458-503 0010-2571/91/030458-4651.50 + 0.20/0 
�9 1991 Birkh/iuser Verlag, Basel 

Equations aux differences finies et d~terminants d'int~grales de 
fonctions multiformes 

FRANCOIS LOESER ET CLAUDE SABBAH 

Rbsumb. Nous donnons une formule calculant le d6terminant d'une matrice dont les 616ments sont des 
int6grales de formes diffbrentielles algebriques multipli6es par un produit de polyn6mes 61ev6s h des 
puissances complexes. Cette formule fait intervenir le polyn6me caract6ristique de monodromies 
associ6es ~i la famille de polynfmes consid6r6e. 

Abstract. We give a formula which computes the determinant of a matrix whose entries are integrals 
of algebraic differential forms multiplied by a product of complex powers of polynomials. In this 
formula enters the characteristic polynomial of some monodromies associated with this family of 
polynomials. 
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Introduction 

Dans un article d6j~ ancien [2], Aomoto s'est int6ress6 aux int6grales du type 
suivant: 

I(sl . . . . .  sp) = f ~ l . . . p l c o  

off f~ . . . . .  fp sont des polyn6mes sur C n, co est une n-forme alg6brique sur C" et 
est un n-cycle fi coefficients dans un syst6me local dont la monodromie est telle que 
la fonction I soit uniforme. La remarque essentielle 6tait que ces int6grales sont 
solution d 'un syst6me iin6aire holonome d'6quations aux diff6rences finies (EDF) 
par rapport  aux variables s. Ce syst6me s'obtient alg6briquement (par une g6n6ra- 
lisation d'un r6sultat de Bernstein lorsque p = 1) comme la cohomologie du 
complexe (appel6 dans la suite complexe d'Aomoto) 

as 
�9 . ~ �9 " - , C ( s ~  . . . . .  sp) |  Q~ C(s~ . . . . .  sp) |  ~+1-, 

off ds est C(s)-lin6aire et 

ds(1 |176 = 1 |176 + i = l  Si ( ~ i  AO) 

et l 'action des op6rateurs de translation zi (i = 1 . . . . .  p) sur la cohomologie 
provient de celle sur C(sl . . . . .  sp). De plus, Aomoto a donn~ des exemples pour 
lesquels ce complexe n'a qu'un seul groupe de cohomologie, exemples qui seront 
rappel6s au w 

Plus r6cemment, Varchenko [ 19] a calcul~ le d&erminant d'une matrice dont les 
616ments sont de relies int~grales, lorsque f l  . . . . .  fp sont des formes lin~aires affines 
correspondant a un arrangement d'hyperplans r6els ou complexes. Nous nous 
proposons ici de donner une formule g+n6rale pour un tel d&erminant, sans 
condition sur les polyn6mes f .  Poursuivant l'id6e d 'Aomoto,  nous remarquons que 
le d6terminant ~i calculer est solution d 'un syst6me d 'EDF  de rang 1, ~i savoir le 
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d6terminant de la cohomologie  du complexe d 'Aomoto .  Par ailleurs, les solutions 

d 'un  syst6me d ' E D F  de rang 1 qui satisfont une certaine propri6t6 de croissance fi 
l'infini (v6rifi6e par le d&erminant  d'int6grales) peuvent s'6crire sous la forme 

h(sl . . . . .  sp) �9 rp(exp 2insl . . . . .  exp 2insp) . c~' �9 . .  c~d . 1-[ [ I  F(L(s )  - ~)~.~ 
L r 

avec c~ . . . . .  cp ~ C*, h et tp sont des fractions rationnelles de leurs arguments,  L 
parcourt  un ensemble fini de formes lin6aires ~i coefficients dans Z premiers entre 

eux, ~t un ensemble fini de nombres  complexes et 7L.~ e Z. 
Nous  nous proposons  ici de calculer les constantes ci et les exposants 7L.~ en 

fonction de la topologie de l 'application f =  (f j  . . . . .  fp) : C h i C  p. II est remar- 

quable que ce d6terminant ne d6pende que de diff6rentes monodromies  locales 
au tour  des hypersurfaces f = 0 et f = oo et pas de monodromies  globales. Dans la 
situation 6tudi6e par Varchenko,  cela signifie que les 7c.~ ont une expression 

combinatoire  en terme de l 'arrangement.  Signalons enfin que les articles [1] et [18] 
consid6rent des questions analogues en utilisant seulement [8] et pas comme ici la 
th6orie de Bernstein. 

1. Syst~mes d'~quations aux differences finies et transformation de Mellin alg~brique 

1.1. Sys tOmes linOaires d ' E D F  et groupe hypergbombtr ique 

1.1.1. Soit C[s] = C[s~ . . . . .  sp] l 'anneau des polyn6mes ~i p variables et C(s)  le 
corps des fractions rationnelles correspondant.  Un  sy s t kme  rat ionnel  holonome 

d ' E D F  est un C(s)-espace vectoriel de dimension finie muni d 'au tomorphismes  

C-lin6aires 31 . . . . .  Zp qui commutent  entre eux et qui satisfont les relations 

"~i " s j  = s j  �9 T i si i r  

z i ' s i = ( s i + l ) ' z i  V i = l , . . . , p  

Soit ~ff/(s) un tel syst6me (de dimension r) et choisissons une C(s)-base m de 
~0/(s). Notons  Ai ( s )  la matrice r x r de T i dans cette base. C'est  une matrice ~i 

616ments dans C(s). Les relations [% Tj] = 0 impliquent que les matrices At satisfont 

aux relations 

a i ( S  -q- l j )  " h i ( s )  = h j ( s  Ji- l t ) "  h i ( s  ) 

pour  tous i , j  = 1 . . . . .  p, off It d6signe le i ~'~e vecteur de la base naturelle de C p. Le 
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fait que zi soit inversible signifie que Ai est inversible et la matrice de z,: -I dans la 
base m est 6gale ~i 

&(s  - L ) - t .  

Par ailleurs, apr6s un changement de base de matrice B(s)e  G L  (r, C(s)) la 
matrice de zg est A~(s) avec 

A ~ ( S )  = n ( s  -~- l i )  " A i ( s  ) �9 n ( s )  - I .  

1.1.2. Si 9J/(s) et S0l'(s) sont deux syst6mes holonomes d ' E D F ,  il en est de m~me de 

9)l(s) | 9Y/'(s), Homc(s) (S01(s), 9J~'(s)), ainsi que de 

d6f r 
det 9Jl(s) = A ~01(s) 

od r = dimc(~) 9J/(s). L'ensemble des classes d ' isomorphisme de systSmes de dimen- 
sion 1 forme un groupe, que nous appellerons groupe hypergdombtrique. 

Exemple. Si p = 1, posons s = sl, z = rl. Une classe d ' isomorphisme de sys- 
temes rationnels holonomes d ' E D F  est la donn$ee de ~o ~ C(s)* modulo  l 'action des 
changements de base, qui sont de la forme 

h(s + 1) 
O(s) = - - "  q~(s) 

h(s) 

avec h ~ C(s)*. Le groupe hyperg~om~trique est donc  6gal g C(s)*/,-,, od ,-~ est la 
relation d'~quivalence d~finie par les changements de base ci-dessus. Un  616ment du 

groupe hyperg6om~trique s'6crit ainsi de mani~re unique sous la forme 

a~C/Z 

avec 7~ E Z, ~ = 0  sauf pour  un nombre  fini de ~ ~ C /Z  et de plus c ~ C*. Une 

autre mani~re d 'exprimer ceci est que les 6l~ments du groupe hyperg~om&rique sont 
en correspondance bijective avec les 6quations satisfaites par  les fonctions 

c ' .  [-I r ( s - ~ ) <  
~eC/Z 

1.1.3. La structure du groupe hyperg~om&rique pour  p > I est donn6e par la 
proposit ion 1.1.4. Le groupe hyperg6om&rique est obtenu comme suit: soit 
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HG(p) ~ (C(s)*)" l 'ensemble des (r . . . . .  % )  qui v6rifient la condition d'int6- 
grabilit6 

tPi(s + l j )  ~oj(s + l i )  

,p,-(s) ej(s) 

pour  tous i , j  = 1 . . . . .  p, avec la structure de groupe induite par  la multiplication 
te rme/ t  terme; soit ~ la relation d'6quivalence 

si et seulement si il existe h �9 C(s)* tel que, pour  tout  i = 1 . . . . .  p on ait 

h(s + l i)  
r  = . ~o,(s). 

h(s) 

Alors le groupe hyperg6om~trique ~rfG(p) est le quotient HG(p)/,,~. 
Soit .~ un sous-ensemble de formes lin6aires non identiquement nulles sur Qp 

coefficients dans Z premiers entre eux tel que pour  toute telle forme L, on ait soit 

L e Le soit - L �9 L~. On peut par exemple choisir 2 '  comme suit: L(s) = Z 2~s, est 

dans L~' si et seulement si 21 > 0 si 2~ # 0, 22 > 0  si 2~ = 0 et )-2 # 0 ,  etc. Soit 
Zt~ • c/z] l 'ensemble des applications ~ x C / Z ~ Z  fi support  fini, muni de sa 

structure naturelle de groupe. 

P R O P O S I T I O N  1.1.4. Soit a : C/Z--* C une section de la projection C--* C/Z. 
Alors l'application 

(C. )p  • Z[~e • c/z] ~ ~ G ( p )  

qui associe h [(Cl . . . . .  cp); 7] la classe d'isomorphisme du systOme satisfait par 

e ~ . . .  c2 l-I I-I r(L(s) - a(~))~L,. 
L e A  ~ ~eC/Z  

ne dOpend pas de la section a choisie et est un isomorphisme de groupes. 

Remarques. 
(1) Nous  6crirons par la suite F(L(s) -c t )  si aucune confusion n'est ~i craindre, 

sous-entendant le choix d 'une  section. De plus, nous noterons 

E D F (  c~' " " " c~' I-ILE~ ~Ec/zI-IF(L(s)--ct)~L'~) 
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(2) 

la classe d ' i somorph i sme  du syst6me d ' E D F  satisfait pa r  la fonct ion consi- 

d6r6e. 

Ce r6sultat semble 8tre connu de K. A o m o t o  qui l ' a t t r ibue  ~, M. Sato (c f  [2] 

off le groupe  hyperg6om&rique appa ra i t  comme H I ( Z  p, C(s~ . . . . .  sp))). 

Fau te  de r6f6rence nous en donnons  ci-dessous la d6monst ra t ion ,  616men- 

taire au demeurant .  

Dbmonstration de la proposition 1.1.4. L ' ind6pendance  vis fi vis de tr est imm6di- 

ate (il s 'agi t  essentiellement de mont re r  que les syst6mes satisfaits pa r  F(L(s) - fl) et 

F(L(s) - fl + 1) pour  fl ~ C sont 6quivalents). 

L E M M E  1.1.5. Soit (qg~ . . . . .  tpp) ~ HG(p) .  11 existe (~t . . . . .  d/,) ~ HG(p )  
bquivalent d (Ol . . . . .  tpp) tel que pour tout i = 1 . . . . .  p, ~ est un produit de la forme 

o,. [1 II [ I  (L(s) - + 
LEd~'  ~x~C/Z 2 E Z  

off ci E C* et ni (L, ~, 2) ~ Z e s t  nul sauf  sur un ensemble fini. 

Dbmonstration. Dans  la suite, nous supposons  que p est >2 .  Soit P(s) un 

polyn6me irr6ductible et pour' tout  i = 1 . . . .  , p n o t o n s  

H P(s + a) . ,  (e,~) 
cr E: Z P  

les composan tes  translat~es enti~res de P qui interviennent  dans  ~0~, avec 

hi(P, a) ~ Z. Cette 6criture est unique si P n 'est  invar iant  (fi une constante  multi-  

plicative pros) par  aucune t ransla t ion entiSre de CC Commenqons  pa r  t rai ter  ce cas 

pour  simplifier. La relat ion d ' int6grabil i t6 se t radui t  par  

d~f  

ni(P , t7 - -  l j )  -- ni(P, t r )  = n/(P, tr - I t )  - n/(P, a) = n i j ( a  ) 

pour  tous i , j  = 1 . . . . .  p e t  on cherche fi 6crire le p rodu i t  sous la forme h(s + 1~)/ 

h(s), aut rement  dit on cherche une fonction m(tr) (exposant  de P(s + a) dans h) 

suppor t  fini sur Z p, fi valeurs dans Z telle que pour  i = 1 . . . . .  p on ait  

m(a - l i )  - re(a) = ni(P, a). 

Une telle fonction,  si elle existe, est unique et est donn6e par  la formule  

r e ( a )  = - y ,  n i ( P ,  cr - k l , ) .  
k ~ O  
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Nous  devons v6rifier que 
1. m(a)  ne d~pend pas de i 
2. m(tr) est fi support  fini. 
Pour  i :~j  on peut 6crire 

I ~ O k ~ ' O  

et la somme est finie puisque nij est fi support  fini. Par suite re(a) ne d6pend pas de 

i. 
Pour  voir que m(a)  est ~i support  fini, il suffit de v6rifier que m(a)  = 0 d6s que 

ai est assez grand ou assez petit. Le deuxi6me cas ne pose pas de probl6me puisque 
ni est fi support  fini. Pour  le premier cas, il s 'agit de v6rifier que 

- ~ n i ( P , a - k l i ) = O  
k ~ Z  

pour  la m6me raison. Mais du fait de la relation d'int6grabilit6 on a pour  i :/:j 

n i (P  , tr - k l i )  = ~ ni(P,  tr - l j -  k l i )  
k ~ Z  k ~ Z  

et pour  aj ,~ 0 on a ni (P, a) = 0. Par  suite, en it6rant suffisamment la proc~d6, tous 

les termes dans la somme sont nuls. 
Plus g~n6ralement, soit C ~ C p une hypersurface irr~ductible d '~quat ion P = 0 et 

soit FIE Z p le plus grand sous-r~seau stabilisant C. Alors C est aussi stable par 

C |  R et plus pr~cis~ment C est l ' image inverse par ia projection n : C p-~ CP/ 
C |  FI = C q d 'une  hypersurface C' .  Si q = 1 nous sommes dans la situation du 
lemme. Consid6rons donc le cas o~ q > 2. Soit s '  un syst~me de coordonn~es sur C q 

et soit Q(s ' )  une 6quation r~duite de C'.  On doit avoir, si 

I-I Q(s '  + a') , ,~o,~) 
o'~n(ZP) 

est la contr ibution des translat6s entiers de C fi q~i, la relation 

d6f 
n, (O,  a" - n( l : ) )  - n, (Q,  tr') = n j (Q,  tr" - n( l , ) )  - nj(Q,  tr') = ni . i (a ')  

pour  tous i , j .  On cherche une fonction rn(a ')  comme plus haut,  qu ' on  obtient d 'une 

mani~re analogue, lorsque q > 2. 
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Revenons fi la preuve de la proposi t ion 1.1.4. Soit donc L e s ct e C / Z  et 
consid6rons la contr ibution des translat6s entiers de l 'hyperplan L(s )  - at fi to~ sous 
!a forme 

H (L(s)  - ct + 2)"' O) 
2EZ 

off n, : Z--* Z e s t  fi support  fini et v6rifie 

n, (2 - 2j) - n, (2) = n j  ()~ - '~i ) - -  n j  (J.) 

pour  tout 2 e Z 

d6f 
= n,. j(2) 

pour  tous i , j ,  en posant  L ( s ) =  El= ~ 2i "si. En particulier, si 2~ = 0 on a n, = 0. 
Posons 

( - -Ek,0ni ( )~  - k 2 i )  si 2i > 0  

m L ' ~ ' i ( 2 ) = l ~ k ' ' n ~ ( 2 + k 2 i )  siSi 2i2~<0=0 

En expr imant  comme plus haut  mt.~.~(2) en fonction de n~o on v6rifie que mc.~a ne 
dSpend pas de i et que mL.~(2) = 0 pour  2 ,~ 0. De plus, on peut, fi ~quivalence prSs, 
supprimer  les termes faisant intervenir L e t  ~t dans (tot . . . . .  tOp) si et seulement si 
mL.~(2) = 0 pour  2 ,> 0 (i.e. si mL.~ est ~i support  fini). 

En conclusion, &rivons  (tO~ . . . . .  % )  sous la forme 

to, = ci"  1--I H H (L(s )  - �9 + 2.) n' ~L.~.a) 
L e  ~.Sf ' :~C/Z  2~Z 

Alors (to~ . . . . .  top) est 6quivalent ~i l ' image par  l 'application de la proposi t ion de 

[(c, . . . . .  cp); (mL.~<( + O0))L~.Z.=~C/Z] 

Off mL.~(+oo)  d&igne la valeur asymptot ique de mL.,().). De plus l ' a rgument  
ci-dessus mont re  aussi que cette application est injective. [] 

1.2. T r a n s f o r m a t i o n  de M e l l i n  a lgbbrique  

Soit T p " (C*) p le tore complexe de dimension p et soit C[t, t - l ] ( t  t~ t ) l 'alg6bre 
des op&ateurs  diff6rentiels alg6briques sur T p, off  . t = ( h ,  . . . , tp) et 
tO,  = ( t l  t3,, . . . . .  tpS,p).  La correspondance T~=ti  et s i = - t t S , ,  identifie cette 
a l # b r e  fi l 'algSbre C[s] ( r ,  T -  1) des op6rateurs aux diff&ences finies, c'est fi dire 
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l'alg6bre quotient de l'alg6bre libre engendr6e par C[s] et C[z, ~ - ~] par les relations 
introduites au w 

Soit ~t' un ~r~-module holonome (fi gauche), ~r  p) le C[t, t ~](t d, )-module 
des sections globales de ~ (ici, ~ r~  d6signe le faisceau des op6rateurs diff6rentiels 
alg6briques sur T~). Nous appellerons transformb de Mellin algbbrique de J[ ,  not6 
9Y~(~t'), le module JC(T p) vu comme C[s](z, ~ -1)  module. Nous dirons que ~(~(.)  
est un syst6me alg6brique holonome d'6quations aux diff6rences finies si ~r est 
~r~-holonome. Le lien avec la notion introduite au w est pr6cis6 par le 
th6or6me suivant. 

THI~ORI~ME 1.2.1. 
1. Soit 9J~ un systkme algbbrique holonome d'EDF. Alors 

d~f 

~(s )  = C(s) | 

est un systkme rationnel holonome d'EDF. 
2. Inversement, si ~J~(s) est un systkme rationnel holonome d'EDF, pour tout 

sous-C[s](T, z - l ) - m o d u l e  ~IR = ~Ji(s) tel que ~0/(s) = C(s) | ~ il existe un 
systOme alg~brique holonome ~ll' ~ ~1l tel que 9J/(s) = C(s) |  ~ ' .  

Dbmonstration de la premiOre partie du thbor~me 1.2.1. Soit 93/ un syst6me 
alg6brique holonome d'EDF. On peut 6crire ~0/= 9Y/(Jt') avec Jr' ~r , -holonome.  
Oublions un instant la correspondance introduite ci-dessus et consid6rons le module 
~r ~, ofa s = ( s l  . . . . .  Sp) sont des nouvelles variables, P = t ~ . . . t ~ ;  soit 
TP<s) = Spec C(s)[t, t -1] et soit C(s)[t, t - l ] ( t  ~ , )  l'alg6bre des op6rateurs diff6ren- 
tiels sur ce tore. Alors J,C(s)t ~ est un ~r~-module dont les sections giobales sur Tf~) 
sont ~gales ~t C(s) |  ~r162 et l'action de t t~t est donn6e par 

ti ~,, �9 (tp(s) | m) = Slip(s) | m + tp(s) | (t~ Ot, " m). 

De mani6re analogue fi [4], on v6rifie que ~ ( s ) t  s est ~r~sj-holonome. Soit 
n : Tf=ts) --* Spec C(s) l'application constante. I1 r6sulte de [4] (voir aussi [6]) que les 
groupes de cohomologie de i'image directe n+ ~r s sont de dimension finie sur 
C(s) (nous prenons ici les notations de [6] pour les foncteurs sur les ~-modules  
alg6briques). Par ailleurs, le module ~lr s est aussi muni d'une action d'op6rateurs 
de translation zi (i = 1 , . . . , p ) :  

zi" (O(s) |  = ~0(s + l i ) |  

De plus, cette action commute fi celle de C[t, t - ' ] ( t  t~, ). Ainsi, les groupes de 
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cohomologie  du complexe n+ ~g(s)t  ~ sont munis d 'une  structure de C(s)(z ,  z -1 )_  
module  fi gauche, et par  suite sont des syst6mes rationnels holonomes  d ' E D F .  La  
premi6re partie de 1.2.1 r6sulte alors du lemme ci-dessous. 

L E M M E  1.2.2. Pour tout i ~ 0 on a H i ~ +  ,A[(s ) t  s = 0 et 

H~ + . g ( s ) t  s = ~(~r 

On d6compose n e n  projections le long des axes de coordonn6es.  On est ainsi 
ramen6 par  r6currence h mont re r  le r6sultat pour  la projection m sur les p - 1 

premi6res coordonn6es:  

w : TP(s) ~ Tf:~) I . 

Le complexe des sections globales sur TP~) 1 de m+~C(s)t  ~ est repr6sent6 par  le 

complexe de de R h a m  alg6brique du module ho lonome .A[(s)P relat ivement fi m, 
au t rement  dit c'est le complexe 

,3 t 

0 --* .A[(TP)(s)t ~ -55 J g ( T P ) ( s ) t ~ O  

off le terme de droite (correspondant  fi t2 ~) est plac6 en degr6 0. Ce complexe est 
quasi- isomorphe au complexe 

0 ~ ~g(TP)(s)t  ~ "~r~ ~[ (TP) ( s )U~O 

puisque t e agit de mani6re inversible, et ce dernier complexe peut se r66crire sous la 
forme 

0 ~ C(s) |  J t ( T p )  'p ~" +sp' C(s) |  "1/(Tp) --+ O. 

Notons  s'  = (s~ . . . . .  sp_ 1). L'appl icat ion C(s')-l in6aire 

tpOt. + sp : C(s')[sp] |  J l ( T p )  --+C(s')[s.] |  J [ ( T p )  

est injective (imm~diat)  donc elle le reste aprSs tensorisation par  C(sp). Par  suite, 
3r - ira+ J l ( s ) t  �9 = O. De plus, l 'application 

C(s')[sp] |  "1/(Tp) ~ "At( TP)(s') t'~" 

i ~i~o(__tpOtp)i mi Z~ ~ oSp | m~ ~ 
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induit un isomorphisme de Coker (tp Ot, + Sp) avec ~tr p-  ~)(s')t'", par lequel la 
multiplication par s~ sur Coker (tp 0,~ + Sp) correspond ~i l 'action de -tpO,~ sur 
JC(T p-  l)(s')t'~" et l 'action de Zp fi la multiplication par tp. On en d6duit le lemme 
par platitude de C(sp) sur C[sp]. [] 

NOTE. Ce calcul est analogue fi celui du transform6 de Fourier d 'un Y-module 
holonome. 

Dbmonstration de la deuxiOme partie du thborOme 1.2.1. Soit ~[Y/(s) un syst6me 
rationnel holonome d 'EDF.  Par d6finition, c'est un C(s)(z,  z -1) -module  ~i gauche 
de type fini qui est aussi de dimension finie sur C(s). Soit ~0/=gJ/(s) un 
C[s](r, r l )-module de type fini tel que l 'on ait 

C(s) | ~ = ~ ( s )  

et soit ~ le ~ro-module  coherent correspondant. On sait qu'il existe un plus grand 
sous-~r~-module holonome ,1/ '  de ~ (voir [12], [5]). Soit ~01'c~lR le syst6me 
d ' E D F  correspondant. Nous allons montrer  que l 'on a C(s) | ~y/' = ~(s ) ,  c'est 
~i dire que 9Jl/~0l' est de C[s]-torsion. Quitte g travailler avec le quotient de 9JI/S01' 
par sa C[s]-torsion (qui est un sous -C[s ] (z , z - l ) -module  de type fini), nous 
pouvons supposer que ~01' = {0}. Alors toutes les composantes de la vari6t6 carac- 
t6ristique de ~t' dans l'espace cotangent au tore T p sont de dimension > p  + 1 et 
donc aucune n'est lagrangienne. La d6monstration proc6de comme suit: puisque le 
fibr6 cotangent T * T  p est trivial, nous pouvons consid6rer la projection 
T * T  p--, T * T  p, off 1 = (1 . . . . .  1). Nous montrons qu'il existe un ouvert de Zariski 
dense U de T* T p au-dessus duquel la vari6t6 Car ~r est de dimension pure p ou 
vide, donc vide dans l'hypoth6se off nous sommes. Nous en d6duisons qu'apr6s une 
localisation convenable de C[s] on a ~loc = {0}, d'ofi ~01 = {0} puisque ~01 n 'a  pas de 
C[s]-torsion, ce qui donne le r6sultat voulu. 

Soit m une famille d'616ments de ~0/qui engendre SO/sur C[s](r, r I)  et ~0/(s) sur 
C(s). Soit 91 le C[s]-module engendr6 par m. D'une part un localis6 convenable de 
91 est libre sur l 'anneau des polyn6mes localis6 de la m6me mani6re. D'autre part, 
le localis6 de 91 en tous les translat6s entiers des d6nominateurs des matrices de zi 
(i = 1 . . . . .  p) dans la famille m est 6gal fi celui de ~[J/. Donc si C[S]lo~ d6signe 
l 'anneau localis6 correspondant, ~01~o~ est libre de type fini sur C[s]~o~. Nous allons 
proc6der de m~me avec une bonne filtration F. 

Soit FC[s[ (resp. FC[s] (~, z - l ) )  la filtration croissante par le degr6 total en s et 

~' > ~ 
~FC[S] = 1~1 FkC[s] �9 u k resp. ~FC[s l (z ,  ~ - '  -- ( ~  FkC[sl(z,  ~-15" u k 

k ~ Z  k ~ Z  
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l 'anneau de Rees associ6, qui est un sous-anneau de C[s,u,  u - I ]  
(resp. C[s, u, u - l ] ( r ,  z -1 ) ) ,  off u est une nouvelle variable. Si l 'on pose s~ = usi pour 

tout  i =  1 . . . . .  p, on a ArC[s ] -~  C[s',  u] et grFC[s] ~--C[s']. De mfime, l 'anneau 
~FC[S](V, ~ -1> est isomorphe ~i l 'anneau C[s', u](z, r -1> off l 'on a la relation 

r~s~ = (s~ + u)~. 
Soit . F ~  (resp. FTI) la bonne filtration engendr6e par m, c'est ~ dire 

F k ~  = Fk C[s] ( r ,  t - t >  �9 m 

(et de m5me pour. 91). Alors 

d6f 
~ r  = O Fk~r" u ~ 

keZ 

est de type fini sur ~FC[S] et sans C[u]-torsion (puisque contenu dans 
C[u, u - i ]  |  0q), donc C[u]-plat. I1 existe donc Q e C[s',  u] tel que Q(s', 0) ~ 0 et 

tel que apr6s inversion de Q le module ~FgI [Q -1] soit libre sur C[s',  u][Q-I] .  
Soit par ailleurs P(s) �9 C[s] un d~nominateur commun  aux ~l+ments des matrices 

de z~ (i = 1 . . . . .  p) dans la famille m. Si l 'on inverse de plus t o u s l e s  polyn6mes 
P(s' + ua) avec ~ �9 Z/', on voit comme plus haut que sur l 'anneau localis+ corre- 

spondant  C[s',  U]loc on a 

( , ~ F ~ ) l o c  = ( ~ F ~ ) l o c  

donc (~F~'J~)loc e s t  libre de type fini sur C[s', U]loc. 
Puisque grS~J~ = ~F~/U~F~J~, on en d6duit que si C[s]loc d6signe le localis6 hors 

de Q(s', 0 ) =  0 et P(s')= 0, le module (grF~)loc est libre de type fini sur C[sLr 
donc Car ~ est de dimension pure p sur l 'ouvert de Zariski correspondant.  

L 'hypoth6se faite sur 931 implique que (gr~'~lB),o~ = {0}. Puisque ( ~ r ~ ) l o c  est iibre de 
type fini sur C[s', U]~or on a aussi (~v~01)~oc = {0} et par restriction fi u = 1 on a 

9~1o c = {0} (car 93/= ~ F ~ J ~ / ( 1 , 1  - -  1).~F~[~ ). [] 

1.3. Le complexe d'Aomoto 

1.3.1. Soit X une vari&6 alg6brique lisse et propre sur C , j  : U ~ X l ' inclusion d 'un  

ouvert affine et 

f =  ( f ,  . . . . .  fp) : X ~ ( P ' )  p 

une application alg~brique sur X. Nous  supposerons que U=f-1 (TO,  oil 
T p = (C. )p  = (p1)p est le tore (W - {0, oo}) p. Soit ~ x  le faisceau des op&ateurs  
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diff&entiels alg6briques sur X, ~ v  sa restriction ~i U et soit Jr  un ~v-module  
holonome. Posons ~ v ( s ) =  C ( s ) |  off s = (sl . . . . .  sv) sont de nouvelles 
variables et soit ,Zr le ~v(s)-module obtenu par torsion p a r f f  (voir w C'est 
un ~u(s)-module holonome et le th6or6me de Bernstein affirme que I'image directe 
j+ (~/(s)ff) est ~x(s)-holonome. Soit p l'application constante de U x Spec C(s) sur 
le point Spec C(s). On d6duit du th6or6me de Bernstein (voir loc. cit.) que p+ J / ( s ) f '  
est un complexe fi cohomologie de dimension finie sur C(s). Puisque U est affine, ce 
complexe est quasi-isomorphe au complexe des sections sur U du complexe de de 
Rham alg6brique (d6cal6 de dim X): 

F(U, 0 b Nc~v) ~(s) f f [d im X]) (1.3.2) 

Si par exemple J t  = Cu, le complexe s'2) | JC'(s)p n'est autre que le complexe 
C(s) |  f2) dont la diff6rentielle ds est donn6e par la formule 

ds(~0(S ) (~ (.O) = (p(S) ~) df.o -[- i=1 SilO(S) ~ f i  A (1). 

Le ~v(s)-module .r est muni d'op6rateurs de translation inversibles r~ d6finis 
comme suit: 

r , '  [(p(s)mff] = q~(s + l i ) ( f -m)f .  

Ces op6rateurs s'&endent de mani&e naturelle fi chaque terme du complexe (1.3.2) 
et commutent fi la diff6rentielle ds. On en d6duit qu'ils agissent aussi sur la 
cohomologie. 

Le complexe d 'Aomoto p+~C[(s)ff sera not6 dans la suite ~r ..... fp(J/)(s). Si 
X" = ( p l ) p ,  U = T p e t  f est l'identit6, on a ~r = ~0/(JC)(s). En g6n6ral, 
soit f§  J /  le complexe de Gauss-Manin du ~v-module  Jr'. La propri&6 de 
composition des images directes (voir par exemple [6]) montre que l'on a un 
quasi-isomorphisme dans ta cat6gorie d6riv6e des complexes de C(s)(z ,  T -~ ) -mo-  
dules ~i gauche: 

d~fl,...,fp(,~)(S) ~ d~t, ,...,tp(f§ ~)(S).  (1.3.3) 

I1 suffit en effet de v6rifier que l'on a 

( f  § JC)(s)t s = f+ (~r 

ce qui est imm6diat. [] 
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Nous  appellerons aussi complexe d ' A o m o t o  le complexe ~r162 
p+ ~t'[s]ff qui est ~i cohomologie  de type fini sur C[s] ( r ,  ~ -  ~) et pour  tequel on peut 
appliquer  les m6mes raisonnements  que ci-dessus. 
1.3.4. Dbterminant. Nous  avons d6fini au w le d6terminant  d 'un  syst6me 
rationnel ho lonome d ' E D F  ainsi que la classe de celui-ci dans le groupe hyper- 
g6om6trique YgG(p). On associe de m6me au complexe d ' A o m o t o  un d6terminant  
par  la formule 

det ~r = ]-I [det  H'(sgy,,...,y.(~/C)(s))] ( -  ')' 
i 

qui est tout  autant  un 616ment du groupe hyperg6om6trique. 

1.3.5. Singularitbs isolbes. Dans  les exemples ci-dessous (repris pour  l'essentiel de 
[2], off cependant  certaines hypoth6ses ne sont pas tr6s claires), nous mont rons  que 
le complexe d ' A o m o t o  n 'a  qu 'un  seul groupe de cohomologie  non nul. Les calculs 
sont en fait topologiques et reposent sur le th6or6me de compara i son  pour  les 
Y-modules  holonomes  r6guliers ([8, 15]). Commen~ons  donc par  remarquer  les faits 
suivants: 

1. Supposons  que pour  tout ~ assez g6n6ral dans C p, si i, : {a} ~ C p d6signe 
l 'inclusion, la restriction du complexe d ' A o m o t o  Li*Mit . . . .# (Jg  ) n'ai t  de 
cohomologie  qu 'en degr6 d. Alors il en est de m~me de la restriction au point 
g6n6rique d i, ..... # (.gl)(s ). 

En effet, comme on a d6jfi vu lors de la preuve de 1.2.1, il existe un 
polyn6me P E C[s] tel que, apr~s localisation en tous les translates entiers de 
P, le complexe ~r162 soit ~. cohomologie  libre sur C[S]lor Par  suite, 
si ct n 'annule  pas un translat6 entier de P, un groupe de cohomologie  de 
~r est nul si et seulement si sa restriction fi ct l'est. 

2. Supposons  que j+ J /  soit r6gulier sur X. Alors le complexe d ' A o m o t o  
~r162 n 'a  de cohomologie  qu'en un seul degr+ d si et seulement si 

Hi(U, DR(~r |  = 0 pour  i # d 

off ~u est le syst6me local de rang 1 sur le tore (C*) ;  de m o n o d r o m i e  #;-~ 
au tour  de t~ = 0 et p est tel que #i = exp 2inai avec ~ comme  dans le point  
pr6c6dent. En effet, le th6or6me de compara ison  identifie la cohomoiogie  de 
Li*~tI,. . . jp(.4r ) fi la cohomologie  de DR( .A[ ) |  u. 

Exemple 1. f~ . . . . .  fp sont des formes lin6aires affines sur C". On note 
A~ . . . . .  Ap les hyperplans qu'elles d6finissent dans P" et A~ l 'hyperplan ~i l'infini. 
S i p  = (#~ . . . . .  pp) E (C*) p, on pose p~. = - 1/pl �9 �9 �9 Soit ~u le syst6me local sur 
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C n --  k.)f= 1 A i  de monodromie  6gale fi P71 autour  de Ag (et donc de monodromie  

#L~ autour  de A ~ )  et soit j : C ~ -  uf=~ A i % P" l'inclusion. On pose 
I = {1 . . . . .  p, oo} et pour  x e W on pose l ( x )  = {i 6 I[x  e A i } .  On a (voir aussi 
[13, 11]) 

(SI~) Si  pour  toute par t ie  J ~ I telle que c 3 ~ j A ~  5 0  on a FI~Eslz ~ r 1 

alors H i (C"  - ~ =  1 Ai ,  5du) = 0 s a u f  pour  i = n. 

En effet, soit x ~ k 3 i e l A  i e t  supposons que pour  toute partie J c I on ait 

l q~s  Pi ~- 1. Alors 

(J,e,)x = (RJ, CA.. 

En effet, si les hyperplans A i sont en position grnrrale en x, on se ramrne par 
section transverse au cas off card I (x )  = n. On a alors 

(R j .~u)x  = ( j , i ~ ) , ( = 0 )  

si et seulement si il existe i e I ( x )  tel que #~ ~ 1. Le cas grnrral  se ramrne au 
prrcrdent  par 6clatements. Les monodromies  qui apparaissent autour  des diviseurs 

exceptionnels sont de la forme H~Ej pg. 
Sous l 'hypothrse  donnre ,  on a donc  l'rgalit6 (en prenant  l 'hypercohomologie)  

Oi(Cn-UAi'~ll)=Oi(CrI-UAi'~l~la) i = 1  

Puisque C" - w,e= l Ai est de Stein, on a H" = 0 pour  i > n e t  Hic = 0 pour  i < n, 
d'ofl l 'assertion. [] 

E x e m p l e  2. Soit f : C" --* C u n  polyn6me.  Soit G c pn x C l 'adhrrence du graphe 

de f et F : G --* C l 'application induite par la deuxirme projection. Le lieu critique de 

F est par  drfinition la r runion du lieu singulier de G e t  de l 'adhrrence dans G du lieu 
critique de la restriction de F ~ la partie lisse de G. Nous  dirons que le polyn6me 

f est fi singularitrs isolres (y compris fi l'infini) si la restriction de F ~ son lieu 

critique est finie sur son image. 

(SI2) Si  # e C* est  assez  gbnkral,  on a, lorsque f est  ~ singularitbs isolkes, 

H i ( C  n - - f - l ( O ) , f - l ~ u )  = 0 pour  i ~ n. 
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I1 suffit, pour  cet 6nonc6, de supposer que f est fi singularit6s isol6es hors de 

f -~(0) .  Pour  le montrer,  il suttit de v6rifier que les faisceaux R~f,C sont des 
syst6mes locaux sur C - {0} pour  0 < j < n - 1. En effet, on a une suite spectrale 

E'~ q = H q ( c  *, RPf, C| ~ HP+q(c" - f  '(O),f ~.~,) 

et pour  0 < p -< n - 2  on a n q ( c  *, RPf, C | ~ , )  = 0 pour  tout  q lorsque p -~  n'est 
pas valeur propre du syst6me local RPf, C. Cette suite spectrale d~g6n6re donc et on 
en d6du_it le r~sultat (en utilisant comme dans l 'exemple pr6c~dent le fait que 

C" - f - ~ ( 0 )  est de Stein). 
Soit j : U = C" ~ G l'inclusion. I1 suffit alors de v6rifier que pour  tout c E C*, le 

complexe des cycles 6vanescents sur la fibre F-*(c) du faisceau R j ,  Cu, not6 
�9 r.,(Rj,Cu), est fi support  pontuel et concentr6 en le seul degr6 n - 1. En effet, du 

triangle distingu6 

+1 
i , - ' (RF,(Rj,  Cu)) ~RF,~F,, .(Rj,Cu) ~ R F ,  qbg.c(Rj, Cu) , 

on d6duit alors un isomorphisme des groupes de cohomologie  des deux premiers 

complexes en degr6s j < n - 2. 
Par dualit6 (voir par exemple [7, 16]), il revient au m~me de montrer  que 

q%.,.(j~Cu) est ~ support  ponctuel et n 'a  de cohomologie qu 'en degr6 n - 1. Soit 
i : G - C" ~ G t'inclusion ferm6e. La restriction F o i est la projection d 'un  produit  

(le v6rifier en coordonn6es locales). On a un triangle distingu6 

+! 

~F,,.(j, C u )  -'~ ~ F . c ( C G )  ~ CbF.c(Ri,i-1Co) , 

et du fait de la structure en produit  de F o i, le troisi6me terme est nul. I1 suffit donc 

de v6rifier que ~F.,.(CG) est fi support  ponctuel et n 'a de cohomologie  qu 'en degr6 
n - 1. C'est clair sur C n par hypoth6se de singularit6 isol+e. On v6rifie de plus que 

les points critiques de F ~i l'infini (c'est ~i dire dans G - C") sont les points singuliers 
de G. En un tel point x, la fibre de Milnor de F e n  x est sp6cialis~e de la fibre de 

Milnor d 'une intersection compl6te ~i singularit6 isol6e, ~i savoir (F, g), si g est une 
6quation locale de G dans W x C. Cette fibre n 'a  done de cohomologie  qu 'en  degr6s 

0 e t n - l .  []  

Exemple 3. f, . . . . .  fp : C "--* C sont des polyn6mes. Soit G c P" x C p l 'adh6r- 
ence du graphe de f =  (fl  . . . .  ,fp) et F:G ~ C  p la projection. En d6finissant 
comme dans l 'exemple pr6c6dent le lieu critique de F, nous dirons que f est 
singularit6s isol6es si la restriction de F a son lieu critique est finie. 
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(SI3) Si # ~ (C*) pest  assez gdnkral, on a, lorsque f est h singularitks isoldes, 

Hi( C n - w i f  71(O),f-lYdu) = 0 pour i ~ n. 

Comme dans l'exemple pr6c6dent, il suffit de v6rifier que Wf,  C est un syst6me 
local sur le tore (C*) p pour O < j < n - p - I  (et il suffit que l'hypoth6se de 
singularit6 isol6e soit satisfaite au-dessus de ce tore). I1 existe une hypersurface 
alg+brique r+duite H c (C*)p hors de laquelle Wf,  C est un syst6me local. I1 suffit 
de montrer que Wf,  C est un syst6me local au voisinage d'un point assez g6n6ral de 
toute composante irr6ductible de H. Soit to un tel point et D u n  germe de courbe 
lisse transverse fi H. Alors f -~(D)  c C ~ est lisse et l'adh6rence du graphe de flf-~(n) 
dans P~x  D est 6gale fi F-~(D) .  Par suite, la restriction de f fi f -~ (D)  est 
singularit6s isol6es et on peut appliquer des arguments analogues fi ceux de 
l'exemple precedent. [] 

2. D6terminant du complexe d'Aomoto associ6 d un polynfme 

Dans cette section, nous reprenons la situation du w dans le cas off p = 1. 

2.1. CaractOristique d'Euler des cycles 6vanescents 

Soit f f  un complexe born6 fi cohomologie C-constructible sur X (en fait sur la 
vari6t6 analytique sous-jacente). Pour tout t 6 C*, soit ~j;,~- le complexe des cycles 
6vanescents de ~- sur la fibre f =  t relativement fi la fonction f (voir [9]). C'est un 
com~exe fi cohomologie C-constructible. Nous utiliserons dans la suite le foncteur 

q~f,, = % , [ -  1]. Nous noterons 

g(f,  ~-, t) = ~ ( - 1)' dime Hi( f  -'(t), ~bf, t ~  ) ~ Z. 
iEZ 

I1 existe seulement un nombre fini de t e C* pour lesquels ~by.,~ n'est pas trivial et 
par suite pour lesquels x(f,  ~-, t) n'est pas nul. Nous poserons 

c( f ,  o~) = I-I tx(f'~'~ ~ c*.  
t~C* 

L'entier x(f,  ~-, t) (et donc c(f,  ~-)) peut &re calcul6 de plusieurs mani6res: 
1. En utilisant le comportement du complexe des cycles 6vanescents par image 

directe par f ,  c'est ~ dire 

R r ( f - 1 ( 0  , cI)f,t) = ~lae~,t R f , ~ -  
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(puisque f est propre) on voit que l'on a 

z ( f ,  ~ ,  t) = z(Ide,, Rf,  o~, t) 

et cet entier ne d6pend donc que du complexe image directe Rf ,~- .  On a 
alors 

z(f ,  ~-, t) = ~ ( -- l) '[dimc H g ( f - t ( t ) ,  ~ )  - dimc H' ( f - ' ( t ' ) ,  ~) ]  
i eZ 

off t' # t est assez voisin de t. 
2. En utilisant une modification propre n : ) 7 + X  telle que ( f o  n) '(t) soit un 

diviseur fi croisements normaux et que ~-L~- soit fi cohomologie localement 
constante sur les strates de la stratification naturelle de ce diviseur. S i n  est 
un isomorphisme hors de f - ~ ( t )  et ( f o  7t) ~(t) on a pour le complexe des 
cycles proches (voir [9]) 

!P<,~- = R~ ,  7s r .... ,(n l~-) 

6galit6 qui peut permettre de calculer q~;,~ en utilisant le triangle 

+ l  
i f  l,mo~[ -- 1] --+ ~f,,<o<~[ _ 11 ~ ~#,t<~ , 

2.2. Fonction zdta "logarithmique" des monodromies en 0 et oo 

Pour ~ comme ci-dessus, soit kUl, o~r le complexe des cycles proches de f sur la 

fibre f - l ( 0 )  et posons ~Os.o~ = ~r.o~-[-1].  Ce complexe est C-constructible et 
muni d'un automorphisme de monodromie T, et plus pr6cis6ment c'est un complexe 

cohomologie constructible sur l 'anneau C[T, T- l ] .  D'une mani6re g6n6rale, si H 
est un C-espace vectoriel de dimension finie muni d'un automorphisme T nous 
notons 

A. (T)  = [I  (T -2 ) '~  
2~C* 

le polyn6me caract6ristique de T sur H et 

A~g(s)= [ I  s - - ~ l o g ~ ,  
2~C* 
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Off 1~2in log 2 est consid6r6 comme 616ment de C/Z et A~g(s) comme 616ment de 
C(s)*/~.  Nous poserons alors 

zl~ ~- ,  O)(s) = U [A log l)' t-.,~:-,~o~,~:.0~(s)]~- 
i ~ Z  

et nous d6finissons de mani6re analogue W~ ~' ,  ~ ) .  On dispose aussi de 
plusieurs moyens pour calculer Zl~ ~' ,  0)(s): 

1. Puisque 

R e ( f - 1 ( 0 ) ;  ~-/f,o ~ )  = ~-'lldpl,o(Rf , , ~  ) 

dans la cat6gorie D~(C[T, T- i ] )  (complexes born+s de C[T, T-1]-modules 
cohomologie de type fini sur C[T, T - q ) ,  on a 

z '~  : ,  0) = z'~ W , : ,  o). 

2. Pour tout x ~ f  1(0), soit M'~(~bf.0~)~ le i ~r~ groupe de cohomologie du 
complexe des cycles proches au point x, qui est un C-epace vectoriel de 
dimension finie avec un automorphisme T, soit A!~,~:.o~)~(s ) le polyn6me 
associ6 et ~x~ ~' ,  0) le produit altern6 de ces polyn6mes. I1 existe une 
stratification de Whitney analytique complexe (Yk)k~x de f 1(0) sur les 
strates de laquelle la fonction x ~ (lx~ ~-, 0) (~i valeurs dans C(s)* /~)  est 
une constante notre r~ogtr r~ w, ~-, 0)(s). On a alors 

Zl~ ~ ,  0)(s) = I-I rlogtr ~'k ~ ,  ~ ,  ~ ~(rk) 
kEK 

off g(Yk) d6signe la caract6ristique d'Euler topologique de la strate Yk. 

. Soit n :.Y--*X une modification propre qui est un isomorphisme hors de 
f -1 (0 )  et telle que ( f  o r0-1(0) soit un diviseur fi croisements normaux dont 
la stratification naturelle est adapt6e au complexe ~ - ~ - .  Pour toute com- 
posante Di (i ~ I) de ce diviseur, soit 19 i = D g -  wj~iDj .  Alors la fonction 
x ~ (~og(f o it, n - ~  -, 0) est une fonction constante pour x ~/) i  et laformule 
d'A'Campo pour la fonction z&a de la monodromie (qui se d6montre comme 
la formule pr6c6dente) implique que l'on a 

Zt~ .~, O) = 1-I [ ( ~ ( f  o n, n - l ~  -, o)1-z(~,). 
ial 
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Si par  exemple o~- = R j ,  Ctj, le terme entre crochets est 6gal h 

si N~ est la valuation de f o ~ le long de D~. 

Remarque. Le degr6 d e Z de zl~ o~, 0) est 6gal au degr6 de Zl~ 3 r ,  0o) 
puisque chaque groupe de cohomologie  du complexe R f , 3  ~- est un syst6me local 
(6ventuellement nul) sur un ouvert  de C*. Ce degr6 est aussi le degr6 de 
z~~  t) pour  tout  t e C * .  C o m m e  pour  t assez g6n6ral on a 

~f , t~  = ifJ~t)~'~[ - 1] on en d~duit que 

d = z ( f - ' ( t ) ,  if-~,u)~:[- 1]) = - z ( f - ' ( t ) ,  ~ ) .  

2.3. Le thOorOme 

THI~ORI~ME 2.3.1. Soit J [  un ~t~-module holonome tel que j+.ar soit ~x-r~- 
gulier (plus gbnkralement J[  est un complexe bornb h cohomologie holonome tel que 
j+ Jr soit rkgulier). On a alors l'bgalitb (dans le groupe hypergbomktrique C(s)*/,-~) 

z l~  i f ,  O)(s) 
d e t  df(JC)(s)  = ( - 1) a .  c(f, ~ )  . ZlO,(f ' ~ ,  ~ ) ( - s )  

o~ ~ = R j ,DR (~C) ,DR(Jr  n" |  U] dbsigne le complexe de de 
Rham analytique de Jr et off d = deg zl~ i f ,  0). 

Remarques. 
1. Ce r6sultat signifie que l 'on peut t rouver des bases des groupes de cohomolo-  

gie de ~r162 de sorte que le produi t  altern6 des d+terminants des matrices 
de z dans ces bases soit 6gal au terme de droite. 

2. Ce r6sultat, dans une formulat ion un peu diff6rente, est montr6  par  Anderson 
[1] par  une m6thode diff6rente lorsque ~ = (Pu. Le fait de le mont re r  pour  
un ~ x - m o d u l e  r6gulier n 'est  pas plus difficile et permet  plus de souplesse: 
nous allons en fait nous ramener  au cas off X = PJ par  image directe en 
rempla~ant  Jr '  par  son complexe de G a u s s - M a n i n .  

3. C o m m e  on a vu plus haut,  le terme de droite dans la formule est une fract ion 

rationnelle de degr~ total  nul. 
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4. En vue de la g6n6ralisation pour  plusieurs polyn6mes,  nous allons exprimer 
d 'une autre mani6re le r6sultat. Posons Z ( f ,  ~ ' ,  0 ) =  I - I ( T -  2) ra et d6finis- 
sons 

Fz(f.~.o)(S) = [ I  F S -- log 2 . 

De mani6re analogue, si Z ( f ,  ~ ,  oo) = I I ( T  - 2) ~:~ nous posons 

Avec cette normalisat ion,  on pent  exprimer le th6or6me de la mani6re suivante: 

det ~ f ( J l ) ( s )  = E D F ( c ( f ,  ~-)" �9 Fz(f.~.o)(S) �9 Fz(y.~.~)(s)). 

5. Puisque l 'on a ~ y ( J / ) ( s )  = ~ , ( f +  J [ ) (s )  et puisque DRf+ J [  = R f ,  D R J r  du 
fait de la r6gularit6 de j+  J / ,  on d6duit des remarques  du w qu'il  suffit de 
mont re r  le r6sultat lorsqure X = W, U = T = C * , f e s t  l 'identit6 et ~ '  est un 
~ r - m o d u l e  ho lonome tel que j+  J r  soit r6gulier. 

En vertu de la remarque pr6c6dente, nous nous pla~ons dans le cas off X = p1, 
U = T = C* et f =  Idet. Nous  aUons pr6senter de deux mani6res diff6rentes une 
d6monstra t ion du th6or6me 2,3.1 dans cette situation, la premi6re &ant  tout  ~ fait 
616mentaire. 

2.4. Premiere dbmonstration 

Rappelons  qu'il  existe un op6rateur  P e C[t, t - I ] ( t 0 ,  ) tel que l 'on ait une suite 

exacte 

0 ~ J f ' (T )  --, C[t, t - ' ] ( tOt  ) / (P)  ~ J I ( T )  --,0 

avec ~ ( T )  ~t support  ponctuel  dans le tore T (en effet, d 'apr~s le th6or6me de 
Stafford, JC(T)  est i somorphe  ~i C[t, t -1]<tO,) / I  off I e s t  un id6al non nul, et on 
choisit dans I u n  op6rateur  de degr6 minimal  en tO,). 

C o m m e  la formule ~ d6montrer  se compor te  de mani6re multiplicative par  
extensions, il suffit de la mont re r  pour  les modules  d6finis par  un op6rateur  P, 
puisque X~'(T) est aussi extension de modules de cette forme. Supposons  donc que 
. /r  = C[t, t - 1] ( tOt ) / (p)  avec 

P = ao(tOt) + ' "  + ar(tO,)t'. 
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On a donc 

~ ( ~ t ) ( s )  = C(s)<~, ~ -1 )  ~, + - ) .  ~ , - ,  + . . .  + a_7(S~_ s) )" 

Ainsi ~J/(~')(s) est de dimension r sur C(s) et dans la base [1], [z] . . . . .  [ z r - l ]  la 
matrice de r a pour  d~terminant 

a o ( - s )  
( - l ) r"  a , (  - s - - - - ) "  

2.4.1. Calcul de a o ( - S ) .  Consid6rons le module j+Mr dans la carte W - { c o } .  
Supposons que le polyn6me a0 v6rifie la propri6t6 

W e N  ao(l) # O. 

Dans  ces conditions il est facile de v6rifier que la multiplication par  t sur le 
C[t] (0,  ) -module  C[ t ] (8 , ) / (P )  est inversible et par  suite que l 'on a dans cette carte 

j + . ~ , ( p 1  _ {oO}) = C [ / ] ( 0  r )/(P). 

Soit d l e  degr+ de P par  rappor t  ~i tot. L'hypoth6se que j+  Jr '  est r6gulier implique 
en particulier que P e s t  Fuchsien en 0 et par  cons6quent a o est de degr6 d. Les 
r~sultats classiques sur les syst6mes r6guliers en dimension 1 mont ren t  que si aoa 

d6signe le coefficient du terme de degr6 d dans a0, on peut 6crire 

ao( - s) = ( - 1 ) a a o d  �9 Zl~ Idp~ , R j  ,DR,~g ,  0)(s). 

Si la condit ion sur a0 n'est pas satisfaite, on remplace le g~n6rateur [1] de ~ t ' (T)  par  
[ t-k]  pour  k > 0 assez grand: darts la nouvelle presentat ion de ~t ' (T),  le po lyn6me 
ao(tOt) est remplac6 par  ao(t8, + k) et on peut  appliquer  le ra isonnement  pr6c~dent. 

2.4.2. Calcul de a ~ ( - s ) .  Soit z = t -~ et donc - z # ~  = t~t. On pose 

P = ao(tO,) + . . .  + a~(tOt)t ~ 

= a o ( - z Q )  +" " �9 + ar( - z Q ) z - "  

= z -'[bo(zO~)z" + '  "" + b~(z0~)] 

avec b~(zO~) = a,(  -zO~ + r). Le m~me calcul que ci-dessus mont re  alors que 

a ~ ( - s )  = a~a " Zl~ R j , D R J f ,  o o ) ( - s ) .  
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2.4.3. Calcul de ( - -  l ) r a o d / a r d .  Le terme de degr+ d en t0, dans P a pour coefficient 
le polyn6me 

a o a + . . . + a r a t  r 

et ( -1)raoa/ara  est ~gal au produit des racines de ce polyn6me compt6es avec 
multiplicit6. Chaque racine ti e C* est un point singulier de P dans le tore et la 
multiplicit6 de cette racine est la multiplicit6 du conormal en ti fi T dans la vari6t6 
caract6ristique de P, donc, d'apr6s une variante du th6or6me d'indice local de 
Malgrange, est 6gale ~ dimc dpiap~,,,(DRJ[). Ceci termine la premiere d6monstration. 
[] 

NOTE. I1 n'est pas n6cessaire de supposer ici que J/r est r6gulier sur le tore T. 
Seule la r6gularit6 en 0 et oo est n6cessaire pour obtenir la formule cherch6e. 

2.5. Deuxi~me dbmonstration 

Nous voulons catculer le d6terminant det 931(Jt')(s) ~ une constante multiplica- 
rive pr6s (nous ne referons pas le calcul de la constante). Le calcul s 'appuiera sur 
la remarque +16mentaire suivante: 

Soient E et F deux C[s]-modules libres de rang r et q~ : E--* F u n  morphisme 
C[s]-lin+aire induisant un isomorphisme apr~s tensorisation par C(s). A une con- 
stante multiplicative pr6s, le d6terminant de la matrice de r dans des bases de E et 
de F ne d6pend pas du choix de ces bases. Les hypoth6ses faites impliquent que q~ 
est injectif et que Coker q~ est C[s]-artinien. Posons 

Coker ~o = (~) C [ s ] / ( s  - a i )  ~'. 
i 

On a alors 

det ~o = * l - l i ( s  - o t i )  ~'' 

= * Car (s; Coker ~o) 

avec , e C* et off le dernier polyn6me d6signe le polyn6me caract6ristique de la 
multiplication par s sur Coker ~o. 

Nous allons commencer par expliciter des rbseaux dans ~0/(Jt')(s), c'est h dire des 

sous-C[s]-modules libres de rang 6gal h dimc(s) ~ ( J l ) ( s ) .  
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P R O P O S I T I O N  2.5.1. Soit ~~ un sous-C[t](tO, )-module de type f ini  de 
~ t  ( T ) qui engendre ~r162 ( T ) sur C[t, t - ~] ( tO, )  et ~~ U.II ( T ) un sous-C[ z] ( zd , )-module 
avec une propriktb analogue. Alors ~~  ~ ~~ est un sous-C[t8~]-module 

de type fini de Jig(T) qui l'engendre sur C[t, t -~](tOt ). 

C O R O L L A I R E  2.5.2. Supposons que ~ ( ~ )  n'ait pas de C[s]-torsion. Alors, 
arec les notations ci-dessus (et via l'identification J I (T)=~01(J t ' ) ) ,  l ' image de 
~~ U J t  ( T ) n ~ ~ ) U JC ( T ) dans ~0/(Jt')(s) est un r~seau. [] 

Dkmonstration de la proposition 2.5.1. Nous  allons interpreter 
~~176 comme une image directe. Consid6rons le faisceau 
Vo@p~ = ~ p ~  d6fini comme suit: dans la carte P '  - {~} ,  on pose 
VoC[t](~,)  = C[t](tO,); dans la carte P~ - {0} on pose VoC[z](O~) = C[z](zO~); 
dans le tore T on pose VoC[t, t  l ] ( t a , ) = C [ t , t - I ] ( t O , ) .  Posons aussi 

romp, [s] = C[s] |  Vo~p,. 

L E M M E  2.5.3. ~~ est un sous-C[s, t](tOt)-module de type fini de 
J[(T)[s]t  ~. 

Notons  cependant  que Jl(T)[s] t  s n'est  pas de type fini sur l ' anneau C[s, t](c~, ). 
Pour  mont re r  le lemme, il suftit de remarquer  que si m ~ t~ on a 

(P(t, tot) �9 m)t s = P(t, tO, - s) " (rots). 

En faisant de mfime avec ~ ) U J C ( T )  on obtient un sous-faisceau Uj+ ~r s du 
faisceau j+ Jr s qui est Vo~e~ [s]-coh6rent (cependant  j+ JC[s]t s n'est  pas coh6rent 
sur ~e,[s] mais seulement sur ~p , [ s ] ( r ,  z - I ) ) .  

Soit t21 le faisceau des l - formes relatives fi P~ • Spec C[s]/Spec C[s] et t21(0, ~ )  
le faisceau des 1-formes fi p61es logari thmiques on 0 et ~ .  Consid6rons le 
"complexe  de de R h a m  relatif" 

du 
0--* Uj+ Jg[s]tS----~ I2 '(0,  ~ ) |  Uj+ dC[s]ts ~ o  

ot~ la diff6rentielle est d6finie comme  pour  le complexe (1.3.2), puis son image 
directe par  le morphisme propre  p1 • Spec C[s] ~ Spec C[s]. 

D 'une  par t  la cohomologie  de cette image directe est de type fini sur C[s]: il suffit 
de le v6rifier en remplaqant  Uj+ ~[s] t  s par  Vo~p~ [s], par  coh6rence. On calcule cette 
image directe ~. l 'aide du complexe double fabriqu8 ~ l 'aide du complexe de t~ech 
pour  le recouvrement  dSj~i considerS. Dans  la carte P~ - { ~ }  on obtient  le complexe 

t O t 
0 ~ C[s, t] ( tO,)  ~ C[s, t] ( tO, )  --* 0 
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qui a pour seul groupe de cohomologie Coker td, -- C[s, t]. Le m~me calcul dans les 
autres cartes montre que la cohomologie de l'image directe est l'intersection dans 
C[s, t, t - l ]  de C[s, t] et C[s, t-~], d'ofi l'assertion. 

D'autre part cette cohomologie est 6gale fi ( ~ 1 7 6  on utilise 
pour cela le m6me calcul que ci-dessus. Dans la carte pl _ {oo} le complexe de de 
Rham relatif a pour sections globales le complexe 

0 ~ (0) UA[(T)[s] ,a, + s  (o) U~g(T)[s] -4 0 

qui a pour seul groupe de cohomologie ( ~  (voir lemme 1.2.2). 
Nous avons ainsi montr6 la finitude de ( ~  sur C[s]. Mon- 

trons pour terminer que 

C(s) | [(~ J / ( T )  n (~)UJ/(T)] = ~ff/(J/)(s). 

Rappelons qu'il existe un polyn6me b(o) tel que l'on ait 

b(o)(tdt) �9 <~ c t . (~ 

et un polyn6me b(~) avec une relation analogue. Par suite, pour tout k E Z on a 

b(o)(tat + k) t  - k  " (~ c t - k  + l . (o)u~t,(T). 

Ainsi, apr6s tensorisation par C(s) (et identification s = - t  8,), l'inclusion 

t - k  + ~ . (o )u . I I (T)  ~ t - k .  ( o ) u J I ( T )  

devient un isomorphisme, de m~me que l'inclusion (~ J r ( T ) c _ ,  . I t (T ) ,  et de 
mani~re analogue l'inclusion 

(~ n(~)U~t ' (T) ~ J I (T) .  [] 

2.5.4. Elimination de la torsion. Soit ~r un ~ r -modu le  holonome. I1 existe un plus 
grand sous-module ~ '  tel que ~ff/(~//.ar n'ait pas de C[s]-torsion. Dans la suite 
nous travaillerons avec . / t / J / ' ,  ce qui ne change rien puisque ~01(J.// 
~ t ' ) ( s )  = ~ ( ~ ) ( s ) .  
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2.5.5. Calcul du dkterminant. Soient (~ et (~)U~CI(T) comme dans la propo-  
sition 2.5.1. On consid6re le diagramme 

t 

~~ n [t ~ - (~176 ~ [t �9 (~ c~ (~176 AI(T) 
t - - I  ~c ~o 

(~ n ~ )U~t ' (T )  = (~ c~(~ 

Puisqu 'on a suppos6 9J/(J[) sans C[s]-torsion on volt que chaque sommet est un 

C[s]-module libre de rang r = dimc~s) ~ff/(.g)(s). Fixons des bases de ces modules, soit 
A(s) la matrice de t et B(s) celle de t i. On a alors 

A(s)B(s + 1) = B(s + 1)A(s) = Id. 

En notant  C(s) et D(s) les matrices des inclusions C et D on voit que la matrice de 
t dans la base de 9J/(J[)(s) induite par celle de (~ n (~)U~g(T) n'est autre que 

O(s) �9 A(s) �9 C(s) -~ 

et par cons6quent son d6terminant s'6crit 

det D(s) �9 det A(s) �9 det C(s) 

Or det A(s) est dans C[s] et est inversible, donc est une constante non nulle. On a 
ainsi l'6galit6 (avec z = t, z = t -~, et , e C*) 

det 9J/(~')(s) = * Car  [s; (~176 �9 ~~ �9 Car [s; (~ �9 (~)U)]-  1. 

(DET)  

Nous  allons appliquer cette 6galit6 ~i la filtration canonique. Dans  la carte 
W - {~}  on note VC[t](0, ) la filtration croissante index~e par Z pour  laquelle tes t  

de degr6 - 1  et 0, de degr6 1 (donc comme plus haut V o C [ t ] ( 0 , ) =  C[t ] ( t0 , ) ) .  Le 
C[t](0, ) -module  de type fini . g ( T )  est alors muni d 'une bonne filtration canonique 
not6e (~ cette filtration est bonne pour  VC[t](c3~) et sur gr(k~ 
l 'op6rateur t 0, + k admet un polyn6me caract6ristique b(0) de la forme 

b~o)(tO, + k) = 1-I (tO, + k + ~)~" 
~t e 2S 

off Z e C est d6fini par 

2 ; = { ~ e C [ - I  < R 6 ~ < 0 ,  I m ~ > 0 s i  R 6 ~ = - l ,  I m a < 0 s i  R ~ = 0 } .  
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En particulier la multiplication par  t 

t" gr ~~ Jg ( T ) --* gr ~~ Jg ( T) 

est bijective pour  tout k ~ Z et on a lorsque j+  Jr '  est r6gulier en 0 

( -- 1)rib(0)(--S) = Zl~ Rj ,DRMg, 0)(s). 

off d = deg b(0). On a des 6nonc6s analogues fi l'infini. 

L E M M E  2.5.6. On a 

gr~'Vgrck~ = 0 si k + l > 1. 

En effet, sur ce bi-gradu6, l 'op6rateur  t O  t verifie les deux 6quations 
b(o)(td, + k) = 0 et b~) (  - t O  t -k- l )  = 0. Lorsque k + l > 1, il r6sulte des choix faits 
que ces deux polyn6mes n 'on t  pas de racine commune .  [] 

On peut  appl iquer  main tenant  l'6galit6 ( D E T )  en prenant  ~O)u=(~ et 
~ ) U  = (~)V 1 avec k + l > 1. I1 r6sulte du lemme ci-dessus que l 'on a 

~ )  Vig r ~o) v/l[ (T)  = gr ~o~ v jgC(T) 

et une 6galit6 analogue en inversant  les r61es de 0 et 0o. Ceci termine la deuxi6me 
d~monstrat ion.  [] 

3. D6terminant du complexe d'Aomoto dans le cas g6n6ral 

Nous  allons g6n6raliser le th6or6me 2.3.1 au cas de plusieurs polyn6mes  en 
donnan t  une formule topologique pour  det~Cf~,...,/p(J[)(s). Cette formule fait 
intervenir des fonctions z6ta associ6es ~i plusieurs polyn6mes.  De telles fonctions 
ont  6t6 introduites dans [17]. Nous  allons d ' abo rd  rappeler  quelques propri6t6s que 
nous utiliserons et renvoyons  fi cette r6f6rence pour  les d6monstrat ions.  Nous  nous 

pla~ons dans la si tuation du w 

3.1. Fonction z~ta associke ?l plusieurs polyn6mes 

3.1.1. Soit I un sous-ensemble de {1 . . . . .  p}. Nous  n o t e r o n s  f / : X - - * ( P 1 )  card! 

l 'appl icat ion d6finie par  les f pour  i e L Soit (Io, I ~ )  une part i t ion de I en deux 
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sous-ensembles disjoints. Etant  donn6 un complexe born6 ~ fi cohomologie  C-con- 
structible sur X, le complexe d 'Alexander  de ~ relativement ~ ( f ) ~ z  pour  les 
valeurs critiques 0 (i e I0) et ~ (i ~ I~ ) ,  not6 

est un complexe de faisceaux sur le sous-espace 

d ~ f  

Xio,,~ = ~ f ,7 ' (Olc~ ~ fi I(o0). 
i ~ l  0 i e l ~  

Plus exactement,  c 'est un objet de la cat6gorie d6riv6e des complexes born6s de 
faisceaux de C[T~, T i  ~]-modules sur cet ensemble, ~ cohomologie  C[Tt, T f  ~]-con- 
structible (nous avons pos6 7 ' /=  (T~)~t). Lorsque p = 1 on a 

et une 6galit6 analogue ~, l'infini. Aussi, dans la suite, nous poserons en g6n6ral 

d 6 f  

Oj~o~(~) = ~O~o~(~). 

3.1.2. Soit x S X~o./.. Consid6rons les C[Tt, T t l ] - m o d u l e s  3r (~ qui 
sont des modules de type fini et de torsion. Chaque module d6finit un cycle de 
codimension 1 (6ventuellement nul) sur le tore Spec C[Tt, T i  i]. La donn6e de ce 
cycle est 6quivalente ~t la donn6e d 'une fonction d6finissant ce cycle, appel6e 
polyn6me d 'Alexander  du module.  Celui-ci peut s'6crire de mani6re unique sous la 
forme 

1-I I-I ( TL - 2) ~,~,'<~ 
L6C.~ ~ /~ 2 c C *  

off L,a~- est l 'ensemble des formes lin6aires sur Qcard/ ~l coefficients (2i),~/ dans 
N - {0} premiers entre eux et T L = 1-Ii~1 T~,. De plus, yL.~j(x) e Z et la fonction 

x ~ 7L,~,t(x) 

est une fonction constructible sur X1o,1~, identiquement nulle sauf  pour  un nombre  
f i n i d e L e t  2. 

La fonction z&a du complexe ~bj~o,i, ( ~ )  est la fonction sur X/o,~ ~ not6e 

x ~ ~ ( f , o , f , ~ ,  : ~ )  ~ C[T,, TT'] 
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d6finie par 

CAf, o , f ,~ ,~) (T , )=[ I  ]-I ]-I (TL--'~) (-')'~~'(~) 

pour laquelle l'exposant de T L -  2 est y~.~(x)= Ez~z (-1)~Tc,~j(x). Nous avons 
ainsi d6fini une fonction constructible 

X~0., ~ -o C[T~, T ;  ~] 

dont la donn6e est 6quivalente ~i la donn6e, pour chaque L e ~ ; -  et chaque 2 ~ C*, 
d'une fonction constructible 7L,~ a valeurs dans Z, identiquement nulle sauf pour un 
nombre fini de L e t  2. 

3.1.3. Image directe. Soit n " X ' ~  X un morphisme de vari6t6s alg6briques lisses et 
propres sur C. Posons ~ =f,. o 7t et soit ~ "  un complexe born8 C-constructible sur 
X'. On a alors l'6galit~ 

~(No,f~, ~ ' )  = r R z , : ' ) .  

off, dans le terme de gauche, n ,  d6signe l'image directe des fonctions constructibles 
p i ,~.-i d6finie comme suit: l'exposant de T L - 2  dans n,~(f~o,f~ ~, ) est la fonction 

constructible 

x ~ Z(r~ - ~(x), ~L,D 

si 7L.:. est l'exposant dans ~ ( f ) o , f ~ ,  ~" ) et ;~ d&igne la caract&istique d'Euler 
pond6r6e par 7c,;.. Voici quelques applications de cette formule: 

1. Soit "~'to,t~ l'ouvert de X/oj~ dSfini par fj ~ 0 et f: r  pour tout j r I. 
Notons p : f(Zo,t~ --* Spec C l'application constante et posons 

Z(f~ . . . . .  fp; Io, I~;  ..~) = P , ~ ( f r  "~) ~ C[T~, T/-']. 

L'exposant de T L - 2  dans Z ( f j  . . . . .  fp ; lo ,  I ~ ; ~ )  est l'entier 
;f(klo,/,,  Yc,:.). On a alors 

Z ( f ;  . . . . .  f'v; Io, I~;  .~r,) = Z(f~ . . . . .  fp; Io, I~;  Rrr , f f ' ) .  

2. Si l'on prend pour rr l'application fz:X---~(PI) carat, o n  a l'+galit6 

f l*~( f lo , f l~ ,  ~ )  ~-- ~(]d(pl )card  to, [d(pl)eard I~r~, R f r . ~ - )  
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entre fonctions constructibles sur ~i~1o {t; = 0 } ~ , ~ , ~  {ti = ~}.  On en 
drduit l'rgalit6 dans C[T~, T;  ~]: 

z ( f ~  . . . . .  f~; ~o, I~; ~ )  = z ( t , , . . . ,  t,; ~o, 1~; Rf, .~-)  

3. On a une formule d'A'Campo darts le cas off r~ est une rrsolution des 
singularitrs: supposons par exemple que U est 6gal ~ l'image inverse dans X 
du tore (C*) p, que ~ = R j . C u  et que les diviseurs f~ = 0  e t f ;  = oo sont 
rrunion de composantes irrrductibles d'un mrme diviseur ~t croisements 
normaux D = k3keKD k. Posons /9~ =Dk-Wi~kDt .  Pour tout k e K ,  soit 
Ak(S ~ , . . . ,  S~) la forme lin6aire dont le coefficient sur s~ est la valeur absolue 
de la valuation de f~ sur D k. On a 

Z ( f  1 . . . .  , f p ; I O ,  I ~ ;  R j , C u )  = ~ ( T  Ak - 1) -z(/~k). [] 

3.1.4. Translation. Supposons que l 'on ait ~" = R j , j - I ~ ,  off j d~signe toujours 
l'inclusion U ~ X. Soit k e L #k e C* et pck) le syst~me local sur U image inverse --~t  k 

par fk du systrme local de C* de monodromie # ~  autour de fk = 0 (et donc Pk 
autour de f ,  = oo). On a alors 

((f~o ,f*~, R j . ( j -  1~  | ~ ) ) ) ( T  z ) = ((f~o,flo~, ~ T'~ ) 

avec 

T ~ = T i  si i ~ k  

T~=pklTk si k ~I0 

T ~ = p k T k  s i k e l o ~ .  

Si maintenant k r L l e  complexe Rj ,  ( j - ~ -  | ~a~)) est localement quasi-isomorphe 
R j , j  ~ au voisinage de Xto ,~  et par suite les fonctions z~ta correspondantes 

sont les m~mes. 

3.1.5. Restriction. Supposons toujours que ,~ = R j , j - l ~  ". Soit k e I et supposons 
que T k -  1 ne divise pas ~(flo,fl~, ~).  Posons ? = I - { k } .  On a l'rgalit6 de 

fonctions constructibles sur X1o.lo~: 

NOTE. Si T k -  1 divise (, on a une 6galit6 analogue off le terme de gauche 
drsigne alors la restriction rrsiduelle, c'est fi dire la restriction fi Tk = 1 du quotient 
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de ~ par la puissance convenable de 7 " , -  1. Nous  n 'aurons cependant  pas fi 
consi@rer cette situation. 

En utilisant le w on obtient aussi, pour  #k E C*, que si /~k est assez g6n6ral, 
on a 

si k �9 I 0 ( ( f t o , f t + ,  if)Irk=V, "~ 

si k �9 I+  ~ (Ao , f t+ ,  f f ) l r k : , , - ' J  

On en d6duit que pour  k �9 I on a 

= ~ l X t o 3 ( f i o , f f  ~ , R j , ( j  - l~  ~) e(~))). 

Z(f~ ,fk, , f p [ o , [ ~ ; R j , ( j  , ~  | ~<k)~ (3.1.6) 

Z(A . . . . .  fp; [o,/o0; R j , j  ' ~ ) .  Z (A  . . . . .  fp ; /oW {k}, [+;  R / , j - ' ~ - ) l r k  = Uk 

X Z ( f l  . . . . .  L ;  [0, /+  W {k}; R j , J ' - ' ~ ) [ r ,  =,k-,. 

En effet, soit Xio.i~ =Xro/~  l 'ouvert  sur lequel fi  # 0  et fi  # ~ pour  tout 
l �9 {1 . . . . .  p} - I  = {1 . . . . .  ~', . . . .  p} - L  On a une @composi t ion 

qui correspond fi la formule cherch6e. [] 

3.2. Restriction du complexe d'Aomoto et de son dkterminant 

Soit % �9 C et notons Y(P)  le ~ rp -modu le  engendr6 par  t~.. Alors Y(P)  est Otp ~p 

isomorphe fi Y<P>,,+ + pour  tout  l �9 Z. 

P R O P O S I T I O N  3.2.1. Soit Jg un ~v-module holonome. On a alors 

L 
d~f 

Li~+=~/d~. ..... ~;(~) = C[sl/(sp -~p) | d j , . . + . ( ~ )  

"ffff f , , . . . , J n _ l (  " /~  @C'JC+ A/'(P)~J" % , "  

Dkmonstration. On a ~r = sr ....,+(f+ J[) 
Li~,p= ~p),~r~,..,jr(Jr est repr6sent6 par le complexe double 

Sp -- ~tp 
eal,,,. . , ,(f+.ll) ~ d,,. . . . .9(f+ .1r 

et par suite 

Soit mp la projection de T p sur le tore T p 1 des p - 1 premidres coordonn6es.  En 
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effectuant une t ransformat ion  de Mellin inverse partielle on voit que ce dernier 
complexe s'6crit: 

. ~ , , . +  ,({f+ ~ '  |  - '~  % ~, ' f +  J / |  Jff(P) }) ~p 

= At,  ...... p _ ,  (rap+ ( f +  Jr' | JV'r , ,  

= ~ l  I ,...,Ip 1 ( ( ~ P  ~ 1 6 2  |  ~%(P))) 

~- ~ f l , " ' , f p  --1 ( ' ~  |  JV'(=p p') '  [ ]  

3.2.2. Soit 93l un syst6me ho lonome d 'EDF .  Nous  avons vu (w qu'apr~s une 
localisation convenable,  le syst6me 9J/~o c est libre sur C[s]~or Le d6terminant det 9J/~o~ 
est alors un syst6me de rang 1 sur C[s]~or Par suite, si ~p est assez g6n6ral pour  que 
Sp - %  ne soit pas inversible dans C[s]~or la restriction 

def 
i~s p = % } 9Jl(s) = ( gJlloU(S p - O~p) gJllor 

est un syst6me rationnel d ' E D F  en s ' =  (s~ . . . . .  Sp_ t) ind6pendant de la localisa- 
tion convenable choisie. I1 est alors clair que pour  9J/(s) holonome de rang r, la 
restriction (pour  % assez g6n6ral) i~s,=~,IgJl(s) est aussi de rang r et que 

i* /X 9Jl(s)= /X i~p=%}gJl(s). {Sp = ~p } 

Par  ailleurs, si 93/ et 9)1' sont deux syst6mes holonomes tels que ~O/(s) soit 
i somorphe  fi 9J/'(s), il existe une localisation pour  laquelle ~O/~o c e s t  i somorphe ~i 
9J/~o c. Ainsi, ~p &ant  assez g6n6ral, la classe d ' i somorphisme de i~,p=%l~lJ/(s) ne 
d6pend que de celle de 9J/(s). On peut donc 6crire pour  ~p assez g~n6ral: 

i~,p= ,pl det ~Jl(s) = det i~p= %}~[R(s). 

Nous  d6duisons des r6sultats pr6c6dents: 

P R O P O S I T I O N  3.2.3. Pour ~p assez gbnbral on a 

�9 , (p) , 
l { sp=Otp}  det ~ f  l,.,,,fp(J~)(s) : det sff fl,.,.,f p _ i(,V~ ~ ) , ~ p  )(S ). [] 

3.3. Le  thborOme 

3.3.1. Normalisation.  Nous  nous plaqons encore dans la situation du w et nous 
reprenons les notat ions du w Fixons I c {1 . . . . .  p} et une parti t ion I =  Io I I  Io~. 
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Consid6rons la d6composit ion de la fonction z6ta: 

z(f, . . . . .  f , ;&, /~; .~)  =1-[ I-[ (T'--~)~,-.~ 
L 3.~C* 

off L parcour t  un ensemble de formes linSaires fi coefficients 1, �9 N - { 0 }  (pour  
i E I) premiers entre eux (et nuls si i ~ I). Nous  normalisons alors le produit  des 
facteurs F comme suit: 

( F L(Slo- 
d6f  

EDF(Fz(f,....A,,o.,~;~)(s)) = E D F  ~c.H t..,~,o'~--- -,1"---~"~., �9 ( r I ,~ , . , . ( -1 , )  ' ,", jJ / "  

Cette normalisat ion est choisie pour que le lemme ci-dessous soit satisfait: 

L E M M E  3.3.2. Soit k �9 Ie t / z  k = exp 2irta k. Alors 

i~, = ~k } EDF(Fz{r ,...GJo,Z = ;~)(s)) = 

{ EDF(Fz(y~....,fp;to,Go;~)lrk =~,(s)) si k E Io 

EDF(Fz~f~,....fo:lo.l~;a,)lTk =,k_,(s)) si k �9 I~  

Dbmonstration. On a la formule suivante, pour  une forme lin6aire A fi co- 
efficients 2i dans Z et 6 �9 N - {0}: 

EDF(F(fiA(s) + ~))=EDF(f~A'~) IOIoF(A(s) + ~ - ) )  

et donc 

dont  on d~duit imm6diatement le lemme. [] 

Avec ces notat ions nous allons montrer:  

THI~ORI~ME 3.3.3. Soit .4l un ~u-module holonome tel que j+ .tl soit ~x-rb- 
gulier et posons ~ = Rj ,DRJ[ .  On a 

det aCy,...., fflJC)(s) 

= EDF(t.=fil c( f ' ,  ,~)  si" H H 
/ c { I,_.,p} Iolllo~=I 

Fz~i,,....i#o,r ). 
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Rernarques. 
1. L'6criture donn6e ici de det ~r n'est  pas celle donn6e par  la 

proposi t ion 1.1.4 puisque les formes lin6aires qui interviennent ne sont pas 
routes dans un ensemble ~ comme dans cette proposi t ion (fi cause du signe 
- s ~ ) .  Cette 6criture n 'est  donc pas n6cessairement minimale. On peut bien 
stir, par  des manipulat ions  616mentaires, t ransformer  la formule pour  n 'u- 
tiliser que des formes L e .~a, mais on perd alors la simplicit6 de l 'expression 
des constantes c~ (qui sont modifi6es par  un signe). 

2. Fixons I ~ {1 . . . . .  p} ainsi qu 'une  part i t ion I = Io I I  I ~ .  Alors 

Fz~y,, ,,i#o,Z~;~,)(s) " Fz~,,,.,iW~,Zo;~)(s) 

est le produit  des facteurs F qui d6pend exactement  des variables ___szo et 
T-sz~, c'est fi dire le produi t  des termes de la forme 

F( + 2,oSr o -;- 2, s/~ - a) 

avec ;~i > 0 pour  tout i e I. Ce terme ne d6pend que du compor temen t  de 
( f l  . . . . .  fp) et de ~- le long de -('/o.1~ [-_J Xl~.zo. Par exemple, le produi t  des 
termes de la forme F(si + ct) ne d6pend que du polyn6me caract6ristique de 
T i le long de ~,  = 0} u ~.  = oo} - wjr  [{fj = 0} u ~ = ~)1- 

3. Introduisons la fonction z&a globale: 

z(A, .  . . . . . .  , f ~ ; ~ ) =  l--[ 1-I z(A ,f~; I o , 1 ~ ; ~ ) ( r ,  o, T,~-I). 
I~(J,...,r's I o U I . ~  = l  

Cette fonction z~ta a l ' interpr&ation suivante (voir [ 17]): soit n~ (T  p) le groupe 
fondamental  du tore T p bas6 fi l 'origine et C[nl (TP)] l 'alg~bre de ce groupe.  
Consid6rons le syst6me local s sur ce tore dont  la fibre fi l 'origine est l 'alg6bre 
C[n1(TP)] et Faction de n~(T p) est celle induite par  la multiplication. Si l 'on 
a fix6 des coordonn6es h , - . - ,  tp, on a des g6n~rateurs 7",. (lacet autour  de 
ti = 0) et C[nI(TP)] = C[T, T 1]. Soit ff un complexe born6 ~i cohomologie  
C-constructible sur ce tore, tel que le proiongement  prC~ par  0 soit aussi fi 
cohomologie  constructible, off p : T p ~ Y d6signe l ' inclusion dans  une com- 
pactification alg6brique quelconque. Pour une telle compactif ication,  notons  
t : Y -  T p ~ Y l 'inclusion complSmentaire  de p. Consid6rons le complexe 

R F T 1 R P , (  fr |  s 

C'est un complexe born6 fi cohomologie  de type fini sur C[n~(TV)], qui ne 
d6pend pas (fi quasi - isomorphisme pr6s) du choix de la compactif icat ion 
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(cela r6sulte de la formule de projection et du fait que deux compactifications 
sont domin6es par une troisi6me). De plus, les groupes de cohomologie sont 
des C[~t(TP)]-modules de torsion. Consid6rons le cycle de codimension 1 
dans le tore Spec C[nl (TP)] correspondant ~ ce complexe. Si l'on a choisi des 
coordonn6es comme plus haut (et donc une compactification 
Y = P ~ • 2 1 5  ce cycle est le cycle d6fini par la fonction 
Z ( f i , . . . ,  tp; Rp,f f ) (T) .  La fonction Z(f~  . . . . .  fp; ~ )  v6rifie la m6me pro- 
pri&6 en prenant pour f9 la restriction au tore T p de l'image directe R f , ~ .  

Dbmonstration du thborkme 3.3.3. Elle se fait par r6currence sur p. Lorsque 
p = 1, le r6sultat est donn6 par le th6or6me 2.3.1. Pour p quelconque, il suffit de 
montrer les deux lemmes suivants: 

LEMME 3.3.4. Pour tout k ~ {1 . . . . .  p}, si ~k est assez gbnbral, les restrictions 

gt sk = ~k des deux systdmes dans 3.3.3 sont kgales. 

LEMME 3.3.5. Soient f i ( s )  et f i ' ( s )  deux classes dans le groupe hyper- 

gOom~trique ~ G ( p ) .  Supposons que pour tout ~p assez gknbral on ait 

i~s, = %}fi(s) = i~'~= %}fi'(s). 

Alors il existe cp �9 C* et ~ : C/Z ~ Z 3 support f ini tels que l' on ait 

f i ( s ) = E D F (  c~p'l-I,~c/z F ( S p - ~ ) ~ ' )  |  

Une fois ces deux lemmes montr6s, on voit que les deux syst6mes de 3.3.3 
diff6rent au plus par un syst6me du type 

En consid6rant aussi la restriction fi s~ = 51 pour ~ assez g6n6ral, on voit que Cp = 1 

et 7 - 0 .  [] 

Dkmonstration du lemme 3.3.5. Tout revient ~ montrer que si f i (s)  est la classe 
d'un syst6me de rang 1 tel que i ~ = % } f i ( s ) = E D F ( 1 ) ,  alors f i(s)  est 6gal ~ un 
syst6me du type indiqu6 ci-dessus pour un certain (Cp;7) �9 C * •  Z tc/z]. On peut 
supposer que fi(s)  est sous la forme donn6e par la proposition 1.1.4. Notons 
s'  = (sl . . . . .  sp_ l), L ' ( s ' )  = L(s ' ,  0) et soit 6(L) le pged des coefficients de L' .  Nous 
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supposerons que L~ est comme dans l'exemple avant 1.1.4 (et -~ '  de mSme avec 
p - I variables), de sorte que si L e 5r et si L '  ~ 0, alors (I /6(L)) �9 L" ~ ~ ' .  I1 est 
possible de choisir ~tp assez g6n6ral pour  que les hyperplans d '6quation 

1 L ' ( s ' )+  6(L) + l  = 0  

pour L ~ s ~ e C/Z tels que 7L,. r 0 et L '  ~ 0, et k = 1 . . . . .  6(L) - 1, I e Z soient 
deux fi deux distincts. Le syst6me 

~ ( s ) = E D F (  c ~ ' ' c s y [ - I  ~ ,~c/zl-IF(L(s)-~t)~c") 

se restreint en le syst6me satisfait par 

o~,...o? ,, l-I lq ~(L) ~~'~~' ...... " -  '~ 
LE ~.LalL" ~ 0 ~t~C/Z 

• ~(L) 1 I ~ ( ~ L ) H  F L'(s') + "~P~tP-~ L'~ 

Ainsi, le syst6me restreint est 6crit sous la forme canonique 1.1.4. On en d6duit que 
si i~'~ =,~/~O/(s) = EDF(1) ,  alors pour  toute forme L telle que L '  ~ 0 et tout ~t ~ C/Z 
on a 7L.~ = 0. On v6rifie de m~me que ci = 1 pour  i = 1 . . . . .  p -  1, ce qui montre  
l'assertion. [] 

Dbmonstration du lemme 3.3.4. Elle se fair par r6currence sur le nombre  de 
variables. L 'hypoth6se de r6currence, la formule (3.1.6) et le lemme 3.3.2, la 

proposit ion 3.2.3 et le fait dfi fi la r6gularit6 de j+  J /  que 
D R ( j ,  [~! | jV~k~k)]) = Rj,[DR(.Ir | ~k]~k) (avec /~k = exp 2ircotk), impliquent que 

l'6galit~ des restrictions ~i {sk = ~tk } a lieu pour  les facteurs F normalis+s. 
II reste fi montrer  cette 6galit6 pour  les termes en c ~, c'est fi dire que pour  tout  

i r  on a 

c(f, ,  ~ )  = c(f, ,  R j , ( ~  | e~k))). 

I1 suffit de montrer  que pour  tout ti e C* on a l'6galit6 des caract6ristiques d 'Euler  

z(f7 '(t,), R j , ( ~  | e ~ ) )  = z ( f ;  '(ti), R j ,  ~-) 

ce qui est clair, puisque les deux faisceaux ont m6me fonction caract6ristique 

d 'Euler  locale sur les fibres de f .  [] 
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4. D~terminant d'int~grales de fonctions multiformes 

4.1. Solutions des syst~mes d ' E D F  de rang 1 

4.1.1. Soit (9(C p) l 'alg6bre des fonctions ho lomorphes  en sl . . . . .  sp et (_9(CP) ~ la 
sous-alg~bre des fonctions ~0 satisfaisant la condit ion de croissance suivante: pour  
toute  famille de couples de r6els r~ < Re (i = 1 . . . . .  p) il existe C > 0, a > 0 et R > 0 
tels que darts le domaine  

{s E Cl'] Vi = 1 . . . . .  p, ri <- R6s~-<- R,, IIm sil > R} 

on ait 

D~finissons ~ ( C  p) comme  la sous-alg~bre du corps des fonctions m~romorphes  
en s~ . . . . .  Sp caract~ris~e par  la propri&~ suivante: une fonction m~romorphe  ~0 est 
dans 8 ( C  p) si il existe un nombre  fini de formes lin~aires L fi coefficients dans Z 
premiers  entre eux, un ensemble fini de nombres  complexes non nuls 2, des entiers 
7L,~ et un po lyn6me h(s) e C[s] tels que 

h(s) �9 1~ (exp (2inL(s)) - 2) ~z,~ �9 q~ E (9(CP) ~1). 
L,), 

I1 est clair que exp (2inL(s)) - 2  est dans C(CP) ~l) de m6me que h(s), et g ( C  p) est 
obtenu ~i par t i r  de (9(CP) <l) en inversant uniquement  ces fonctions. 

NOTE.  Lorsque p = 1, ce type de condit ion de croissance est classiquement 
utilis6 pour  6tudier la t ransformat ion  de Mellin inverse. Dans  le cas des EDF,  il a 
6t6 syst6matiquement  utilis6 par  J.-P. Ramis  (non publi6, voir aussi [3, 10]). 

La preuve de la proposi t ion suivante est 616mentaire et, en ce qui concerne la 
fonction F, repose sur la formule de Stirling. I1 sera commode  dans la suite de noter  
T~ = exp 2insi et T = (T1, .  �9 �9 Tp). 

P R O P O S I T I O N  4.1.2. Les algkbres C(CP) ~ et g ( C  p) satisfont les propribtbs 

suivantes : 
1. d~(CP) ~ (resp. g(CP)) est un module gl gauche sur C[s](r ,  z - l )  

(resp. C(s)(~, ~- l ) ) .  
2. La sous-algkbre des Olbments invariants par z~ . . . .  , Zp dans (9(CP) ~) s'identifie 

d C[T, T - l ]  et la sous-alg~bre analogue de g ( C  p) h l'algObre C[T, T-l]loc 
obtenue gt partir de C[T, T -  l ] en  inversant les T L - 2. 
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3. Si n : C p ~ C  q est une projection linbaire dkfinie sur Q, on a 

n*(~(C~) ~t) c 6o(CQ O) et n*d~(C q) ~ ~f(CP). 

4. Pour toute f o r m e  L cornme ci-dessus et tout ~ ~ C, les fonc t ions  F(L(s)  - ~) et 

F(L(s)  - c t )  1 sont dans ~r(Ce). []  

4.1.3. Soit ~0/(s) un syst6me holonome d 'EDF.  L'espace des solutions dans g ( C  p) de 
t:e syst~me est par d6finition l'espace Homc~s)<~.~ ,>(~(s ) ,g (CP)) .  Soit S une 
solution et soit m = ( m j  . . . . .  m~) une base de ~D/(s). Alors les fonctions 

S(m~) . . . . .  S(mr)  sont solutions du syst6me (i = 1 . . . . .  p) 

"f i  " 
/ / �9 = A ,  ( s )  �9 �9 

\ S ( m # ) /  \ S ( m # ) /  

si A~ est la matrice de zt dans la base m e t  inversement tout tel vecteur d6finit une 
solution S de cette mani6re. De plus, l 'espace des solutions 

Homc~)<~.~ ,> (gJ/(s), 8~(C')) est naturellement un module sur C[T, T-~]~o~. 

NOTE.  Nous  ne donnerons pas de r6sultats g6n6raux concernant cet espace. On 

sait (voir loc. cit.) que lorsque p = 1, cet espace est de dimension dimc(.,) 9J/(s) sur 
C[T, 7" l]tor (qui est alors 6gal au corps des fractions rationnelles C(T)). II serait 
aussi naturel de consid&er les groupes Ext (ou alors de montrer  qu'ils sont nuls). 

P R O P O S I T I O N  4.1.4. Soit  9Jl(s) un syst~me holonome d ' E D F  de rang 1. Alors 

il existe  (c~ . . . . .  cp; y) E (C*) p • Z t~ • c/zl unique tel que pour toute base m de ~Jl(s) 

et toute solution S ~ Homc(s)<~.~ ,> (gJ/(s), g(  C' ) )  il existe h ~ C(s) et 

~o E C[T, T l]loc avec 

S ( m )  = h ( s )  . ~ o ( T )  . c~ '  . . . c ?  �9 I q  I - I  r ( L ( s )  - ~)~L,~. 
L a 

DOmonstration. Soit m '  une base dans laquelle c~ ~ �9 �9 �9 c ~ .  FIL FI, F(L(s)  - ~)~. ,  

est solution (voir prop. 1.1.4) et posons m = h(s) �9 m ' .  Alors 

[ 1-1 h ( s )  [ Cll I [ " l C ~  [ H ~ F ( t ( s )  - -  ~) 'L'~ " S ( m )  e g ( C Q  
L ot 

est solution du syst6me de rang 1 de matrice 6gale ~ l'identit& autrement d i tes t  une 
fonction p&iodique. On applique alors la proposit ion pr6c6dente. [] 

Nous  utiliserons le r6sultat suivant, qui d6coule du pr6c6dent. Notons  par C(T)  

le corps des fractions de C[T]. 
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PROPOSITION 4.1.5. Soit  ~ll(s) un syst~me holonome d 'EDF de rang r. Suppo-  

sons dorm,s r blbments ml  . . . . .  m ,  e gJl(s) et r solutions Sl . . . . .  S, 

Homct~)<,.,-b (~0/(s), d~(CP)), et supposons que le dbterminant det (Sk (mt ) )  e d'(C p) 
ne soit pas  identiquement nul. Alors 

1. ml . . . . .  m,  est une base de ~ ( s )  et Sl . . . . .  S~ une base du C(T) -e space  

vectoriel C ( T ) |  Homc(~)<,.,- b (~g/(s), g'(C")) (qui est donc de dimension r). 

2. O n a  

det ( S , ( m , ) )  = h(s) �9 q~( T )  . C~l ' " . . c~  . 1-I I-] F(L(s)  - ct)~L.~ 
L 

avec h ~ C(s) et ~o ~ C[T, T -  l]lo~. [] 

4.2. Dbterminant  d' int~grales 

Nous nous plaqons dans la situation du w et nous prenons ici ~g = tVt:. Nous 
allons d 'abord d6finir les int6grales que nous voulons consid6rer. 

4.2.1. Soit (~*)v le rev6tement universel du tore (C*) v e t  0 le produit fibr6 de U 
par (t~*)P: 

o l d :  

On dispose sur 0 (qui est lisse) de l'accouplement (seul le c a s n  = dim U nous 
int6ressera) 

<,> : HT(O,  C) x H"(O,  C) - ,C .  

I1 faut remarquer cependant que les espaces vectoriels consid6r6s ne sont pas de 
dimension finie. Le syst6me local introduit fi ia remarque 4 du w n'est autre que 
l'image directe ~ support propre p~Co et on voit que 

H',.(O, C) = H'~(U, Y~) 

est un C[T, T-1]-module de type fini (voir par exemple [17]). Par ailleurs, si 
09 e I2~(U) est une n-forme alg6brique, p ' t o  est une n-forme holomorphe sur 0 et 
p*~op est une n-forme d6pendant analytiquement du param6tre s. Puisque 0 est un 
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revStement de U, c 'est aussi une vari6t6 de Stein, donc, pour  s fix~, p ' c o p  d~finit une 
classe de cohomologie  [cop] e H'(O,  C) et pour  tout  ~ e HT(U, ~), la fonction 

s ~ <7, [~op] > 

est ho lomorphe  sur C p. 

Remarque. Soit ~* le syst6me local dual de ~ ( comme faisceau de C[T, T - t ] .  
modules).  La fibre de ~* est aussi 6gale ~i C[T, T ~] mais la monodromie  autour  de 
t~ = 0 est la multiplication par  T~ ~ pour  i = 1 . . . . .  p. Alors l 'homologie  h suppor t  
compact  H~(U, ~*) est (par  d6finition) 6gale ~, H~,(U, ~) de sorte qu 'on  peut 
interpr6ter 7 comme  un cycle h coefficients dans ~*. 

D I ~ F I N I T I O N  4.2.2. Pour  7 e HT(U, Yd) et ~o ~ ~"(U) ,  on pose 

d6f 

~P = (7, [cofq). 

C'est  une fonction ho lomorphe  de s. On 6tend la d6finition ~t C[s] |  f2"(U) par  
lin6arit6. 

P R O P O S I T I O N  4.2.3. 
1. S~ cop ne dkpend que de la classe de 03 dans H~ 
2. Pour tout i = 1 . . . .  ,p,  on a 

fr, ogf~ = exp - 2ilrsi " f cof < 

3. Pour tout ~ ~ H'~(U, 9.) et tout co ~ f2"(U) on a 

DEmonstration. Le premier point  est imm~diat et le second r~sulte du fait que 
l 'accouplement  est invariant  sous l 'action du groupe du rev~tement 0 ~ U. Mon-  
trons le troisi6me point. Si on fixe 7 et co, on a 

1(7, [oJfq )1 < lexp (2ins log f )  I �9 I (7 ,p*tn) l  

et puisque 7 est ~i suppor t  compact ,  il existe c, c '  > 0 tels qu 'on  ait sur le suppor t  de 
7: 

~loglf~l ~ c et la rgf l  g c ' .  
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Puisque 

lexp (2i~s log f)] = exp ( - 2 r r ( I m  s) log If J) exp ( -2~(R6 s) a r g f )  

on en d6duit que (7, [coP]) e (9(CP) ~ [] 

4.2.4. Restriction. Soit/~ e (C*)C Si /~ est assez gSnSral, on a 

HT(U, ~d~,) = H'~(U, 5d)/(T~ - i~ 1 . . . . .  Tp - #p) 

off ~ d6signe le syst~me local de rang 1 sur C de m o n o d r o m i e / ~ -  l autour  d e f  = 0, 
c 'est ~i dire 

I1 suffit pour  cela de choisir/~ dans l 'ouvert  affine V sur lequel les modules  H*(U, 9.) 
sont C[T, T - q v - p l a t s .  

Par  ailleurs, d 'apr6s le w si ~ e C pes t  assez g6n6ral, ia restriction ~ s = ~ de 
H~ ..... r~((gu)) est 6gale ~ H~ qui, par  r6gularit6, n 'est  autre que 
H"(U, ~2~), si p~ = exp 2 i ~  pour  i = 1 . . . . .  p. 

Ainsi, le rang g6n~rique de H",(U, ~) est ~gal ~ dimc(~)H~ 
puisque ces deux nombres  sont 6gaux ~i 

dim c HT(U, ~ _,) = d i m c  H'(U,  ~ , )  

pour  kt assez g6n6ral, cette derni6re 6galit6 provenant  de la dualit6 de Poincar6 pour  

~2~ sur U. 
Soit 7 e HT(U, P.) et notons  7(~ - ] )  e HT(U, ~u ') sa restriction fi # - 1  assez 

g6n6ral. Alors, pour  ~ e C p assez g6n6ral et /~ = exp 2 i ~ ,  on a 

Is = ~ 

ce dernier symbole  signifiant la dualit~ de Poincar~ pour  ~ . .  

4.2.5. Classiquement,  les cycles d ' int6gration ne sont pas ~i suppor t  compac t  dans 
U, aussi il faut d6finir dans ce cas Sr cop par  r6gularisation (ou  part ie finie). Nous  
allons d6tailler ce point. On dispose d 'une applicat ion naturelle de C[T, T - l ] - m o -  
dules de type fini 

H'~(U, ~) --* H~j,(U, ~), 

oti le deuxi6me terme d6signe la cohomologie  fi suppor t  f -p rop re .  

(4.2.6) 
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Le r6sultat suivant est cons6quence de [17, th6or6me 2.5.7]: 

PROPOSITION 4.2.7. Soit, comme en (4.1.2), C[T, T-I]lor l'algObre obtenue en 
inversant les T L - 2, L h coefficients dans Z premiers entre eux et 2 ~ C*. Alors, 
aprbs tensorisation par C[T, T l]lor /e morphisme (4.2.6) est un isomorphisme. 

Dbmonstration. Soient j : (C*) p ~ (p1)p et t : (P~)P - (C*) p ~ (W) p les inclu- 
sions. On a un triangle 

+1 
j , ( R f  2~) -o Rj ,  ( R f  ~) -~ R t , , -  ' R j ,  ( R f  ~2) , 

et il r6sulte de loc. cit. que la cohomologie du troisi6me terme est de torsion, et 
annul6e par un produit de T L -  2. Les deux premiers complexes ont donc m~me 
cohomologie apr6s tensorisation par C[T, T-1]~oc, et puisque cet anneau est plat sur 
C[T, T-1], on en d6duit que (4.2.6) est un isomorphisme apr6s tensorisation. [] 

En utilisant l ' isomorphisme inverse de (4.2.6) (apr6s localisation), on peut ainsi 
d6finir $7 of f  comme fonction m6romorphe de s lorsque ? ~ HTp(U, 9.) et o ~ ~2"(U): 
on choisit y ' ~ H ~ ( U ,  ~) et P ( T ) = I I L , : . ( T L - - 2 )  ~L'~ de sorte que l'image de 

P(T)  �9 7' soit 7. On pose 

cop = of* = P(exp - 2iris) ' .  of*. 
(T)~' 

Les propri6t6s vues plus haut pour les supports compacts s'6tendent et on a 

PROPOSITION 4.2.8. Pour 7 E H~p(U, ~) et o ~ f2"(U), 

f of* o~(CP). [] ff 

4.2.9. Soit ? E H~p(U, ~). Alors ? d~finit une solution S~ dans ~(C p) du syst~me 

d'EDF H~ par la formule 

o~f op. 
Nous avons vu que le rang g~n~rique r du C[T, T-~]-module H~p(U, !~) est ~gal i 

dimc~) H~ s~ f ,....,fp ( (g v )(s)). 
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Choisissons aiors 71 . . . . .  7~ ~ HTp(U, P-) tels que pour  p dans un ouvert  dense du 
tore (C*) p, les restrictions 7~(/~) . . . . .  7~(P) a T = p forment  une base de HTp(U, ~,). 
Choissons de m~me ~Ol . . . . .  e% e f2"(U) dont  les classes dans H~ ..... r~(Cv)(s)) 
forment  une C(s)-base. 

THI~ORI~ME 4.2.10. Dans ces conditions, le dbterminant det (St, %f~) n'est pas 
identiquement nul et peut s'kcrire sous la forme 

det o;jf ~ = h(s) . tp(T). I-I c(ti, ~ ) s , .  H 1-I Fz(t ~.....tp;Io.,~..~)(S) 
i i =  1 I c  { I,. . . ,p} 10 ~ j  1 ~  = / 

o~ h(s) ~ C(s) a des prles localisOs sur des hyperplans affines d'bquation L(s) - ct = 0, 

q~(T) e C[T, T-l]loc et ~ = D R ~ ~  Cv). 

Rernarques. 
1. Cette 6criture suppose fait le choix d 'une section C/Z--, C. Un autre choix 

modifie seulement h. 
2. Si ( f l  . . . . .  fp)  est fi singularitrs isolres (w on peut  remplacer  dans cette 

formule les tt p a r r  et prendre ~ = R j . C v [ d i m  U]. 
3. On peut  penser que pour  certains choix de bases (7i) et (%) ,  le numrra teu r  

de h(s) est aussi un produi t  de formes affines et que le numrra teu r  de ~o(T) 
est aussi un produi t  de termes T L -  2. 

4. C o m m e  la preuve ci-dessous le montre ,  si l 'on choisit convenablement  les 
reprrsentants  des facteurs F, les pr ies  du dr te rminan t  sont uniquement  dus 
ia rrgularisat ion.  On peut, si l 'on y tient, donner  plus d ' in format ion  sur ces 
pr les  fi l 'aide des rrsultats de [17]. Nous  laissons au lecteur le soin de le faire. 

5. Lorsque f~ . . . . .  fp drfinissent un a r rangement  d 'hyperplans ,  la formule ainsi 
obtenue est moins  prScise que celle donnre  par  Varchenko ([19]), puisque 
nous ne sprcifions pas les bases choisies et donc nous ne pouvons  avoir  
d ' in format ion  suppirmenta i re  sur h et q~. Par  contre,  dans cette situation, le 
t h ro r rme  3.3.3 est tout  ~t fait analogue au t h ro r rme  (2.2) de [14]. 

Dkmonstration. On commence  par  travailler avec des ~lrments 7; ~ HT(U, ~) 
dont  la restriction ~t/~-~ assez grnrra l  forment  une base de HT(U, ~_~) .  La non 
nullit6 du dr te rminan t  considrr6 provient  du fait que l ' accouplement  

HT(U. i~._,)  x H"(U, i3.) ~ C  

est non drgrnr r& On drdui t  de la proposi t ion 4.1.5 la formule pour  le d&erminant  
det (St/%f~)" Dans  ce cas, si l 'on choisit convenablement  les reprrsentants  des 
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61~ments de C /Z  intervenant dans les facteurs F, on peut  faire en sorte que h e C[s] 
et ~o e d~(CP) ~) puisque ce d6terminant  est h o m o m o r p h e  en s. Un changement  de ces 
repr6sentants peut au plus ajouter  des p61es sur des hyperplans L(s) - ~t = O. 

On d6duit l '6nonc6 du th6or~me par  l ' a rgument  de r6gularisation expliqu6 plus 
haut.  [] 

Remarque. Supposons  que X, U e t f l  . . . . .  fp soient d6finis sur R et qu'il  existe 
des fonnes  r6elles co 1 . . . . .  ~o~ e f2"(U) dont  les classes dans H~ 
forment  une C(s)-base. Soient k : ( C * ) P ~ ( P ~ )  p -  {Hf=~ t~ = 0 }  l ' inclusion et 
g : U--* (P~)P - {FliP= ~ t~ = 0} la compos6e de la restriction d e f e t  de k. On suppose 
que l 'espace d 'homologie  /t suppor t  g -propre  HgP(U(R), R) est de dimension r et 
poss6de une base (7~ . . . . .  7~) dont  l ' image par  le morph i sme  naturel 
HgP(U(R), R) ~ H~(U,  s | C(T) soit une base de ce C(T)-espace  vectoriel. Dans  
ce cas, pour  R6 (s,) >> 0, a(s) = det (~,  ~Jlfl') est bien d6fini et se prolonge en une 
fonction m6romorphe  sur C p. Supposons de plus que dans l'6galit6 du th6or6me 
4.2.10 pour  :~- = DR~rt~~ (gu), seuls des facteurs F normalis6s du type (I0, 0) off 
(O, Io~) apparaissent  effectivement, c 'est ~i dire que les formes lin6aires correspondan-  
tes ont tous leurs coefficients soit > 0, soit < 0. Puisque si L e s t  une forme lin6aire 
~i coefficients l~ (i e I )  dans N - {0} on a 

E D F ( F ( - L ( s )  - ct))= EDF(I-I\iEI ( -  1)6~'' F(L(s) + or) -~)  

on en d6duit que 

E D F ( F ( _ - _  L(s, --~= EDFfFFn(-- -L(  ) 
LL , - ( i )  _1 

et on peut  r66crire l'+galit6 du th6or6me 4.2.10 de sorte que les formes lin6aires 
intervenant dans les facteurs F normalis6s aient leurs coefficients dans N. On notera  
ff le produi t  des facteurs F ainsi normalis6s. On a alors l'~galit6, pour  R~ (si) ~> 0, 

P 

a(s) = h(s) . [ I  Ic(t,, ~ s ' '  if(s). 
i~l  

C'est  en effet une cons6quence du th6or6me de Carlson: toute fonction d 'une variable 
complexe, analytique et born6e sur le demi-plan R6 (z) > 0 et qui s 'annule aux entiers 
est dent iquement  nulle. Pour  montrer  l 'assertion, nous allons utiliser une r6currence 
sur p. Fixons s ' =  (s2 . . . .  , Sp) avec R~ (si) >> 0. C o m m e  lesf ,  sont d6finis sur R, les 
constantes c ( f ,  .,~-) sont r6elles. D 'au t re  part  le produit  if(s) est 6quivalent pour  [sl I ~ oo 
et s' fix6 fi A - B ~, off A et B sont des r6els positifs: cela r6sulte de la formule de 
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Stirl ing et de la remarque  3 du w D 'ap r6s  le th6or6me 4.2.10, il existe une 

fract ion ra t ionnel le  q~ telle que 

p 
a(s) = h ( s )"  ~p(exp(irts,) . . . . .  exp(insp))  �9 1-I Ic(t. ~-)l  ~'" P(s).  

i=1 

La fonct ion 

p 
b(s) = h(s) �9 tp(1, exp(ins2), . . . , exp(irCSp)) �9 l-I Ic(ti, ~ ) [ s i  . l~(s) 

i=1 

admet  donc  une ma jo ra t i on  

Ib(s) I E "  F R~ ~') 

off E et F sont  des r6els positifs. C o m m e  la fonct ion a v6rifie une ma jo ra t ion  

similaire,  on en d6duit  l 'existence d 'un  r6el pos i t i f  G tel que la fonct ion 

g(s)  = (a(s) - b ( s ) )G-S l  

soit born6e pour  R6 (s,)  >> 0, ~i s '  fix& D 'ap r6s  le th6or6me de Car lson on a donc 

a(s) = b(s),  ce qui prouve  par  r6currence sur p que tp est constante .  

Dans  le cas off les f = 0 d6finissent un a r rangement  d 'hyperp lans  affines 

v6rifiant une condi t ion  de transversali t6 fi dis tance finie, A. Varchenko  a montr6 

dans  [19] une formule  6quivalente 

det  ~ s = ~I  c(l, ,  ~ ) ' , .  i f (s)  
i i=1 

pour  un choix convenable  des bases ~o~, Vj et des repr6sentants  dans  C des 616ments 

de C / Z  in tervenant  dans /~ .  Dans  le cas off p = 1 et f~ est semi-quasihomog6ne,  il 

a obtenu un r6sultat  du m~me type dans  [20]. 
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