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Introduction

Dans un article déjà ancien [2], Aomoto s’est intéressé aux intégrales du type suivant :

I(s1, . . . , sp) =
∫
γ
f s11 · · · f sp

p ω

où f1, . . . , fp sont des polynômes sur Cn, ω est une n-forme algébrique sur Cn et γ est
un n-cycle à coefficients dans un système local dont la monodromie est telle que la fonc-
tion I soit uniforme. La remarque essentielle était que ces intégrales sont solution d’un
système linéaire holonome d’équations aux différences finies (EDF) par rapport aux vari-
ables s. Ce système s’obtient algébriquement (par une généralisation d’un résultat de
Bernstein lorsque p = 1) comme la cohomologie du complexe (appelé dans la suite com-
plexe d’Aomoto)

· · · −→ C(s1, . . . , sp)⊗C Ωi ds−→ C(s1, . . . , sp)⊗C Ωi+1 −→ · · ·

où ds est C(s)-linéaire et

ds(1⊗ ω) = 1⊗ dω +
p∑
i=1

si ⊗
dfi
fi
∧ ω

et l’action des opérateurs de translation τi (i = 1, . . . , p) sur la cohomologie provient de
celle sur C(s1, . . . , sp). De plus, Aomoto a donné des exemples pour lesquels ce complexe
n’a qu’un seul groupe de cohomologie, exemples qui seront rappelés au §1.3.

Plus récemment, Varchenko [19] a calculé le déterminant d’une matrice dont les éléments
sont de telles intégrales, lorsque f1, . . . , fp sont des formes linéaires affines correspondant à
un arrangement d’hyperplans réels ou complexes. Nous nous proposons ici de donner une
formule générale pour un tel déterminant, sans condition sur les polynômes fi. Poursuivant
l’idée d’Aomoto, nous remarquons que le déterminant à calculer est solution d’un système
d’EDF de rang 1, à savoir le déterminant de la cohomologie du complexe d’Aomoto. Par
ailleurs, les solutions d’un système d’EDF de rang 1 qui satisfont une certaine propriété
de croissance à l’infini (vérifiée par le déterminant d’intégrales) peuvent s’écrire sous la
forme

h(s1, . . . , sp) · ϕ(exp 2iπs1, . . . , exp 2iπsp) · cs11 · · · csp
p ·

∏
L

∏
α

Γ(L(s)− α)γL,α

avec c1, . . . , cp ∈ C∗, h et ϕ sont des fractions rationnelles de leurs arguments, L parcourt
un ensemble fini de formes linéaires à coefficients dans Z premiers entre eux, α un ensemble
fini de nombres complexes et γL,α ∈ Z.

Nous nous proposons ici de calculer les constantes ci et les exposants γL,α en fonction
de la topologie de l’application f = (f1, . . . , fp) : Cn → Cp. Il est remarquable que ce
déterminant ne dépende que de différentes monodromies locales autour des hypersurfaces
fi = 0 et fi = ∞ et pas de monodromies globales. Dans la situation étudiée par Varchenko,
cela signifie que les γL,α ont une expression combinatoire en terme de l’arrangement.
Signalons enfin que les articles [1] et [18] considèrent des questions analogues en utilisant
seulement [8] et pas comme ici la théorie de Bernstein.
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1 Systèmes d’équations aux différences finies et transformation de Mellin
algébrique

1.1 Systèmes linéaires d’EDF et groupe hypergéométrique

1.1.1 Soit C[s] = C[s1, . . . , sp] l’anneau des polynômes à p variables et C(s) le corps
des fractions rationnelles correspondant. Un système rationnel holonome d’EDF est un
C(s)-espace vectoriel de dimension finie muni d’automorphismes C-linéaires τ1, . . . , τp qui
commutent entre eux et qui satisfont les relations

τi · sj = sj · τi si i 6= j

τi · si = (si + 1) · τi ∀i = 1, . . . , p

Soit M(s) un tel système (de dimension r) et choisissons une C(s)-base m de M(s).
Notons Ai(s) la matrice r × r de τi dans cette base. C’est une matrice à éléments dans
C(s). Les relations [τi, τj] = 0 impliquent que les matrices Ai satisfont aux relations

Ai(s+ 1j) · Aj(s) = Aj(s+ 1i) · Ai(s)

pour tous i, j = 1, . . . , p, où 1i désigne le ième vecteur de la base naturelle de Cp. Le fait
que τi soit inversible signifie que Ai est inversible et la matrice de τ−1

i dans la base m est
égale à

Ai(s− 1i)
−1.

Par ailleurs, après un changement de base de matrice B(s) ∈ GL(r,C(s)) la matrice
de τi est A′i(s) avec

A′i(s) = B(s+ 1i) · Ai(s) ·B(s)−1.

1.1.2 Si M(s) et M′(s) sont deux systèmes holonomes d’EDF, il en est de même de
M(s)⊗C(s) M′(s), HomC(s)(M(s),M′(s)), ainsi que de

det M(s)
déf
=

r∧
M(s)

où r = dimC(s) M(s). L’ensemble des classes d’isomorphisme de systèmes de dimension 1
forme un groupe, que nous appellerons groupe hypergéométrique.

Exemple. Si p = 1, posons s = s1, τ = τ1. Une classe d’isomorphisme de systèmes
rationnels holonomes d’EDF est la donnéee de ϕ ∈ C(s)∗ modulo l’action des changements
de base, qui sont de la forme

ψ(s) =
h(s+ 1)

h(s)
· ϕ(s)

avec h ∈ C(s)∗. Le groupe hypergéométrique est donc égal à C(s)∗/ ∼, où ∼ est la
relation d’équivalence définie par les changements de base ci-dessus. Un élément du groupe
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hypergéométrique s’écrit ainsi de manière unique sous la forme

c ·
∏

α∈C/Z
(s− α)γα

avec γα ∈ Z, γα = 0 sauf pour un nombre fini de α ∈ C/Z et de plus c ∈ C∗. Une
autre manière d’exprimer ceci est que les éléments du groupe hypergéométrique sont en
correspondance bijective avec les équations satisfaites par les fonctions

cs ·
∏

α∈C/Z
Γ(s− α)γα .

1.1.3 La structure du groupe hypergéométrique pour p > 1 est donnée par la proposi-
tion 1.1.4. Le groupe hypergéométrique est obtenu comme suit : soit HG(p) ⊂ (C(s)∗)n

l’ensemble des (ϕ1, . . . , ϕp) qui vérifient la condition d’intégrabilité

ϕi(s+ 1j)

ϕi(s)
=
ϕj(s+ 1i)

ϕj(s)

pour tous i, j = 1, . . . , p, avec la structure de groupe induite par la multiplication terme
à terme ; soit ∼ la relation d’équivalence

(ϕ1, . . . , ϕp) ∼ (ψ1, . . . , ψp)

si et seulement si il existe h ∈ C(s)∗ tel que, pour tout i = 1, . . . , p on ait

ψi(s) =
h(s+ 1i)

h(s)
· ϕi(s).

Alors le groupe hypergéométrique HG(p) est le quotient HG(p)/ ∼.

Soit L un sous-ensemble de formes linéaires non identiquement nulles sur Qp à coef-
ficients dans Z premiers entre eux tel que pour toute telle forme L, on ait soit L ∈ L
soit −L ∈ L. On peut par exemple choisir L comme suit : L(s) =

∑
λisi est dans L si et

seulement si λ1 > 0 si λ1 6= 0, λ2 > 0 si λ1 = 0 et λ2 6= 0, etc. Soit Z[L×C/Z] l’ensemble
des applications L ×C/Z → Z à support fini, muni de sa structure naturelle de groupe.

Proposition 1.1.4 Soit σ : C/Z → C une section de la projection C → C/Z. Alors
l’application

(C∗)p × Z[L×C/Z] −→ HG(p)

qui associe à [(c1, . . . , cp); γ] la classe d’isomorphisme du système satisfait par

cs11 · · · csp
p

∏
L∈L

∏
α∈C/Z

Γ(L(s)− σ(α))γL,α

ne dépend pas de la section σ choisie et est un isomorphisme de groupes.
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Remarques.

1. Nous écrirons par suite Γ(L(s) − α) si aucune confusion n’est à craindre, sous-
entendant le choix d’une section. De plus, nous noterons

EDF

cs11 · · · csp
p

∏
L∈L

∏
α∈C/Z

Γ(L(s)− α)γL,α


la classe d’isomorphisme du système d’EDF satisfait par la fonction considérée.

2. Ce résultat semble être connu de K. Aomoto qui l’attribue à M. Sato (cf. [2]
où le groupe hypergéométrique apparait comme H1(Zp,C(s1, . . . , sp))). Faute de
référence nous en donnons ci-dessous la démonstration, élémentaire au demeurant.

Démonstration de la proposition 1.1.4. L’indépendance vis à vis de σ est immédiate (il
s’agit essentiellement de montrer que les systèmes satisfaits par Γ(L(s)− β) et Γ(L(s)−
β + 1) pour β ∈ C sont équivalents).

Lemme 1.1.5 Soit (ϕ1, . . . , ϕp) ∈ HG(p). Il existe (ψ1, . . . , ψp) ∈ HG(p) équivalent à
(ϕ1, . . . , ϕp) tel que pour tout i = 1, . . . , p, ψi est un produit de la forme

ci ·
∏
L∈L

∏
α∈C/Z

∏
λ∈Z

(L(s)− α+ λ)ni(L,α,λ)

où ci ∈ C∗ et ni(L, α, λ) ∈ Z est nul sauf sur un ensemble fini.

Démonstration. Dans la suite, nous supposons que p est ≥ 2. Soit P (s) un polynôme
irréductible et pour tout i = 1, . . . , p notons∏

σ∈Zp

P (s+ σ)ni(P,σ)

les composantes translatées entières de P qui interviennent dans ϕi, avec ni(P, σ) ∈ Z.
Cette écriture est unique si P n’est invariant (à une constante multiplicative près) par
aucune translation entière de Cp. Commençons par traiter ce cas pour simplifier. La
relation d’intégrabilité se traduit par

ni(P, σ − 1j)− ni(P, σ) = nj(P, σ − 1i)− nj(P, σ)
déf
= ni,j(σ)

pour tous i, j = 1, . . . , p et on cherche à écrire le produit sous la forme h(s + 1i)/h(s),
autrement dit on cherche une fonction m(σ) (exposant de P (s+σ) dans h) à support fini
sur Zp, à valeurs dans Z telle que pour i = 1, . . . , p on ait

m(σ − 1i)−m(σ) = ni(P, σ).

Une telle fonction, si elle existe, est unique et est donnée par la formule

m(σ) = −
∑
k≥0

ni(P, σ − k1i).

Nous devons vérifier que

5



1. m(σ) ne dépend pas de i

2. m(σ) est à support fini.

Pour i 6= j on peut écrire

m(σ) =
∑
`≥0

∑
k≥0

ni,j(σ − k1i − `1j)

et la somme est finie puisque ni,j est à support fini. Par suite m(σ) ne dépend pas de i.
Pour voir que m(σ) est à support fini, il suffit de vérifier que m(σ) = 0 dès que σi

est assez grand ou assez petit. Le deuxième cas ne pose pas de problème puisque ni est à
support fini. Pour le premier cas, il s’agit de vérifier que

−
∑
k∈Z

ni(P, σ − k1i) = 0

pour la même raison. Mais du fait de la relation d’intégrabilité on a pour i 6= j∑
k∈Z

ni(P, σ − k1i) =
∑
k∈Z

ni(P, σ − 1j − k1i)

et pour σj � 0 on a ni(P, σ) = 0. Par suite, en itérant suffisamment le procédé, tous les
termes dans la somme sont nuls.

Plus généralement, soit C ∈ Cp une hypersurface irréductible d’équation P = 0 et soit
R ∈ Zp le plus grand sous-réseau stabilisant C. Alors C est aussi stable par C ⊗Z R et
plus précisément C est l’image inverse par la projection π : Cp → Cp/C⊗Z R = Cq d’une
hypersurface C ′. Si q = 1 nous sommes dans la situation du lemme. Considérons donc le
cas où q ≥ 2. Soit s′ un système de coordonnées sur Cq et soit Q(s′) une équation réduite
de C ′. On doit avoir, si ∏

σ′∈π(Zp)

Q(s′ + σ′)ni(Q,σ
′)

est la contribution des translatés entiers de C à ϕi, la relation

ni(Q, σ
′ − π(1j))− ni(Q, σ

′) = nj(Q, σ
′ − π(1i))− nj(Q, σ

′)
déf
= ni,j(σ

′)

pour tous i, j. On cherche une fonction m(σ′) comme plus haut, qu’on obtient d’une
manière analogue, lorsque q ≥ 2. 2

Revenons à la preuve de la proposition 1.1.4. Soit donc L ∈ L, α ∈ C/Z et considérons
la contribution des translatés entiers de l’hyperplan L(s)− α à ϕi sous la forme∏

λ∈Z
(L(s)− α+ λ)ni(λ)

où ni : Z → Z est à support fini et vérifie pour tout λ ∈ Z

ni(λ− λj)− ni(λ) = nj(λ− λi)− nj(λ)
déf
= ni,j(λ)
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pour tous i, j, en posant L(s) =
∑p
i=1 λi · si. En particulier, si λi = 0 on a ni ≡ 0. Posons

mL,α,i(λ) =


−∑k≥0 ni(λ− kλi) si λi > 0∑
k≥1 ni(λ+ kλi) si λi < 0

0 si λi = 0

En exprimant comme plus haut mL,α,i(λ) en terme de ni,j on vérifie que mL,α,i ne dépend
pas de i et que mL,α(λ) = 0 pour λ� 0. De plus, on peut, à équivalence près, supprimer
les termes faisant intervenir L et α dans (ϕ1, . . . , ϕp) si et seulement si mL,α(λ) = 0 pour
λ� 0 (i.e. si mL,α est à support fini).

En conclusion, écrivons (ϕ1, . . . , ϕp) sous la forme

ϕi = ci ·
∏
L∈L

∏
α∈C/Z

∏
λ∈Z

(L(s)− α+ λ)ni(L,α,λ).

Alors (ϕ1, . . . , ϕp) est équivalent à l’image par l’application de la proposition de[
(c1, . . . , cp); (mL,α(+∞))L∈L,α∈C/Z

]
où mL,α(+∞) désigne la valeur asymptotique de mL,α(λ). De plus l’argument ci-dessus
montre aussi que cette application est injective. 2

1.2 Transformation de Mellin algébrique

Soit T p ' (C∗)p le tore complexe de dimension p et soit C[t, t−1]〈t∂t〉 l’algèbre des
opérateurs différentiels algébriques sur T p, où t = (t1, . . . , tp) et t∂t = (t1∂t1 , . . . , tp∂tp).
La correspondance τi = ti et si = −ti∂ti identifie cette algèbre à l’algèbre C[s]〈τ, τ−1〉 des
opérateurs aux différences finies, c’est à dire l’algèbre quotient de l’algèbre libre engendrée
par C[s] et C[τ, τ−1] par les relations introduites au §1.1.1.

Soit M un DT p-module holonome (à gauche), M(T p) le C[t, t−1]〈t∂t〉-module des sec-
tions globales de M (ici, DT p désigne le faisceau des opérateurs différentiels algébriques
sur T p). Nous appellerons transformé de Mellin algébrique de M, noté M(M), le module
M(T p) vu comme C[s]〈τ, τ−1〉-module. Nous dirons que M(M) est un système algébrique
holonome d’équations aux différences finies si M est DT p-holonome. Le lien avec la notion
introduite au §1.1.1 est précisé par le théorème suivant.

Théorème 1.2.1

1. Soit M un système algébrique holonome d’EDF. Alors

M(s)
déf
= C(s)⊗C[s] M

est un système rationnel holonome d’EDF.

2. Inversement, si M(s) est un sytème rationnel holonome d’EDF, pour tout sous-
C[s]〈τ, τ−1〉-module M ⊂ M(s) tel que M(s) = C(s) ⊗C[s] M il existe un système
algébrique holonome M′ ⊂ M tel que M(s) = C(s)⊗C[s] M

′.
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Démonstration de la première partie du théorème 1.2.1. Soit M un système algébrique
holonome d’EDF. On peut écrire M = M(M) avec M DT p-holonome. Oublions un in-
stant la correspondance introduite ci-dessus et considérons le module M(s)ts, où s =
(s1, . . . , sp) sont des nouvelles variables, ts = ts11 · · · tsp

p : soit T p
C(s) = SpecC(s)[t, t−1] et

soit C(s)[t, t−1]〈t∂t〉 l’algèbre des opérateurs différentiels sur ce tore. Alors M(s)ts est un
DT p

C(s)
-module dont les sections globales sur T p

C(s) sont égales à C(s)⊗CM(T p) et l’action

de t∂t est donnée par

ti∂ti · (ϕ(s)⊗m) = siϕ(s)⊗m+ ϕ(s)⊗ (ti∂ti ·m).

De manière analogue à [4], on vérifie que M(s)ts est DT p

C(s)
-holonome. Soit π : T p

C(s) →
SpecC(s) l’application constante. Il résulte de [4] (voir aussi [6]) que les groupes de
cohomologie de l’image directe π+M(s)ts sont de dimension finie sur C(s) (nous prenons
ici les notations de [6] pour les foncteurs sur les D-modules algébriques). Par ailleurs, le
module M(s)ts est aussi muni d’une action d’opérateurs de translation τi (i = 1, . . . , p) :

τi · (ϕ(s)⊗m) = ϕ(s+ 1i)⊗ tim.

De plus, cette action commute à celle de C[t, t−1]〈t∂t〉. Ainsi, les groupes de cohomologie
du complexe π+M(s)ts sont muni d’une structure de C(s)〈τ, τ−1〉-module à gauche, et par
suite sont des systèmes rationnels holonomes d’EDF. La première partie de 1.2.1 résulte
alors du lemme ci-dessous.

Lemme 1.2.2 Pour tout i 6= 0 on a H iπ+M(s)ts = 0 et

H0π+M(s)ts = M(M)(s).

On décompose π en projections le long des axes de coordonnées. On est ainsi ra-
mené par récurrence à montrer le résultat pour la projection $ sur les p − 1 premières
coordonnées :

$ : T
p

C(s) −→ T p−1
C(s).

Le complexe des sections globales sur T p−1
C(s) de $+M(s)ts est représenté par le complexe

de de Rham algébrique du module holonome M(s)ts relativement à $, autrement dit
c’est le complexe

0 −→ M(T p)(s)ts
∂tp−→ M(T p)(s)ts −→ 0

où le terme de droite (correspondant à Ω1) est placé en degré 0. Ce complexe est quasi-
isomorphe au complexe

0 −→ M(T p)(s)ts
tp∂tp−→ M(T p)(s)ts −→ 0

puisque tp agit de manière inversible, et ce dernier complexe peut se réécrire sous la forme

0 −→ C(s)⊗C M(T p)
tp∂tp

+sp

−→ C(s)⊗C M(T p) −→ 0.
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Notons s′ = (s1, . . . , sp−1). L’application C(s′)-linéaire

tp∂tp + sp : C(s′)[sp]⊗C M(T p) −→ C(s′)[sp]⊗C M(T p)

est injective (immédiat) donc elle le reste après tensorisation par C(sp). Par suite,H−1$+M(s)ts =
0. De plus, l’application

C(s′)[sp]⊗C M(T p) −→ M(T p)(s′)t′s
′

∑
i≥0 s

i
p ⊗mi 7−→ ∑

i≥0(−tp∂tp)
i ·mi

induit un isomorphisme de Coker (tp∂tp + sp) avec M(T p−1)(s′)t′s
′
, par lequel la multipli-

cation par sp sur Coker (tp∂tp + sp) correspond à l’action de −tp∂tp sur M(T p−1)(s′)t′s
′
et

l’action de τp à la multiplication par tp. On en déduit le lemme par platitude de C(sp) sur
C[sp]. 2

Note. Ce calcul est analogue à celui du transformé de Fourier d’un D-module holonome.

Démonstration de la deuxième partie du théorème 1.2.1. Soit M(s) un système rationnel
holonome d’EDF. Par définition, c’est un C(s)〈τ, τ−1〉-module à gauche de type fini qui
est aussi de dimension finie sur C(s). Soit M ⊂ M(s) un C[s]〈τ, τ−1〉-module de type fini
tel que l’on ait

C(s)⊗C[s] M = M(s)

et soit M le DT p-module cohérent correspondant. On sait qu’il existe un plus grand
sous-DT p-module holonome M′ de M (voir [12], [5]). Soit M′ ⊂ M le système d’EDF
correspondant. Nous allons montrer que l’on a C(s) ⊗C[s] M′ = M(s), c’est à dire que
M/M′ est de C[s]-torsion. Quitte à travailler avec le quotient de M/M′ par sa C[s]-torsion
(qui est un sous-C[s]〈τ, τ−1〉-module de type fini), nous pouvons supposer que M′ = {0}.
Alors toutes les composantes de la variété caractéristique de M dans l’espace cotangent
au tore T p sont de dimension ≥ p+1 et donc aucune n’est lagrangienne. La démonstration
procède comme suit : puisque le fibré cotangent T ∗T p est trivial, nous pouvons considérer
la projection T ∗T p → T ∗1T

p, où 1 = (1, . . . , 1). Nous montrons qu’il existe un ouvert
de Zariski dense U de T ∗1T

p au-dessus duquel la variété CarM est de dimension pure p
ou vide, donc vide dans l’hypothèse où nous sommes. Nous en déduisons qu’après une
localisation convenable de C[s] on a Mloc = {0}, d’où M = {0} puisque M n’a pas de
C[s]-torsion, ce qui donne le résultat voulu.

Soit m une famille d’éléments de M qui engendre M sur C[s]〈τ, τ−1〉 et M(s) sur C(s).
Soit N le C[s]-module engendré par m. D’une part un localisé convenable de N est libre
sur l’anneau des polynômes localisé de la même manière. D’autre part, le localisé de N

en tous les translatés entiers des dénominateurs des matrices de τi (i = 1, . . . , p) dans la
famille m est égal à celui de M. Donc si C[s]loc désigne l’anneau localisé correspondant,
Mloc est libre de type fini sur C[s]loc. Nous allons procéder de même avec une bonne
filtration F .
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Soit FC[s] (resp. FC[s]〈τ, τ−1〉) la filtration croissante par le degré total en s et

RFC[s]
déf
=
⊕
k∈Z

FkC[s] · uk resp. RFC[s]〈τ, τ−1〉 déf
=
⊕
k∈Z

FkC[s]〈τ, τ−1〉 · uk

l’anneau de Rees associé, qui est un sous-anneau de C[s, u, u−1] (resp. C[s, u, u−1]〈τ, τ−1〉),
où u est une nouvelle variable. Si l’on pose s′i = usi pour tout i = 1, . . . , p, on a RFC[s] '
C[s′, u] et grFC[s] ' C[s′]. De même, l’anneau RFC[s]〈τ, τ−1〉 est isomorphe à l’anneau
C[s′, u]〈τ, τ−1〉 où l’on a la relation τisi = (si + u)τi.

Soit FM (resp. FN) la bonne filtration engendrée par m, c’est à dire

FkM = FkC[s]〈τ, τ−1〉 ·m

(et de même pour N). Alors

RFN
déf
=
⊕
k∈Z

FkN · uk

est de type fini sur RFC[s] et sans C[u]-torsion (puisque contenu dans C[u, u−1]⊗C N),
donc C[u]-plat. Il existe donc Q ∈ C[s′, u] tel que Q(s′, 0) 6≡ 0 et tel que après inversion
de Q le module RFN[Q−1] soit libre sur C[s′, u][Q−1].

Soit par ailleurs P (s) ∈ C[s] un dénominateur commun aux éléments des matrices de
τi (i = 1, . . . , p) dans la famille m. Si l’on inverse de plus tous les polynômes P (s′ + uσ)
avec σ ∈ Zp, on voit comme plus haut que sur l’anneau localisé correspondant C[s′, u]loc

on a
(RFM)loc = (RFN)loc

donc (RFM)loc est libre de type fini sur C[s′, u]loc.

Puisque grFM = RFM/uRFM, on en déduit que si C[s]loc désigne le localisé hors
de Q(s′, 0) = 0 et P (s′) = 0, le module (grFM)loc est libre de type fini sur C[s]loc,
donc CarM est de dimension pure p sur l’ouvert de Zariski correspondant. L’hypothèse
faite sur M implique que (grFM)loc = {0}. Puisque (RFM)loc est libre de type fini sur
C[s′, u]loc, on a aussi (RFM)loc = {0} et par restriction à u = 1 on a Mloc = {0} (car
M = RFM/(u− 1)RFM). 2
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1.3 Le complexe d’Aomoto

1.3.1 Soit X une variété algébrique lisse et propre sur C, j : U ↪→ X l’inclusion d’un
ouvert affine et

f = (f1, . . . , fp) : X −→ (P1)p

une application algébrique sur X. Nous supposerons que U ⊂ f−1(T p), où T p = (C∗)p ⊂
(P1)p est le tore (P1−{0,∞})p. Soit DX le faisceau des opérateurs différentiels algébriques
sur X, DU sa restriction à U et soit M un DU -module holonome. Posons DU(s) =
C(s) ⊗C DU , où s = (s1, . . . , sp) sont de nouvelles variables et soit M(s)f s le DU(s)-
module obtenu par torsion par f s (voir §1.2). C’est un DU(s)-module holonome et le
théorème de Bernstein affirme que l’image directe j+ (M(s)f s) est DX(s)-holonome. Soit
p l’application constante de U ×SpecC(s) sur le point SpecC(s). On déduit du théorème
de Bernstein (voir loc. cit.) que p+M(s)f s est un complexe à cohomologie de dimension
finie sur C(s). Puisque U est affine, ce complexe est quasi-isomorphe au complexe des
sections sur U du complexe de de Rham algébrique (décalé de dimX) :

Γ
(
U,Ω•U ⊗O(U) M(s)f s[dimX]

)
.(1.3.2)

Si par exemple M = OU , le complexe Ω•U ⊗O(U) M(s)f s n’est autre que le complexe
C(s)⊗C Ω•U dont la différentielle ds est donnée par la formule

ds (ϕ(s)⊗ ω) = ϕ(s)⊗ dω +
p∑
i=1

siϕ(s)⊗ dfi
fi
∧ ω.

LeDU(s)-moduleM(s)f s est muni d’opérateurs de translation inversibles τi définis comme
suit :

τi · [ϕ(s)mf s] = ϕ(s+ 1i)(fim)f s.

Ces opérateurs s’étendent de manière naturelle à chaque terme du complexe (1.3.2) et
commutent à la différentielle ds. On en déduit qu’ils agissent aussi sur la cohomologie.

Le complexe d’Aomoto p+M(s)f s sera noté dans la suiteAf1,...,fp
(M)(s). SiX = (P1)p,

U = T p et f est l’identité, on a At1,...,tp
(M)(s) = M(M)(s). En général, soit f+M le

complexe de Gauss-Manin du DU -module M. La propriété de composition des images
directes (voir par exemple [6]) montre que l’on a un quasi-isomorphisme dans la catégorie
dérivée des complexes de C(s)〈τ, τ−1〉-modules à gauche :

Af1,...,fp
(M)(s) ' At1,...,tp

(f+M)(s).(1.3.3)

Il suffit en effet de vérifier que l’on a

(f+M)(s)ts = f+(M(s)f s)

ce qui est immédiat. 2

Nous appellerons aussi complexe d’Aomoto le complexe Af1,...,fp
(M) = p+M[s]f s qui

est à cohomologie de type fini sur C[s]〈τ, τ−1〉 et pour lequel on peut appliquer les mêmes
raisonnements que ci-dessus.
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1.3.4 Déterminant. Nous avons défini au §1.1.2 le déterminant d’un système rationnel
holonome d’EDF ainsi que la classe de celui-ci dans le groupe hypergéométrique HG(p).
On associe de même au complexe d’Aomoto un déterminant par la formule

detAf1,...,fp
(M)(s) =

∏
i

[
detH i

(
Af1,...,fp

(M)(s)
)](−1)i

qui est tout autant un élément du groupe hypergéométrique.

1.3.5 Singularités isolées. Dans les exemples ci-dessous (repris pour l’essentiel de
[2], où cependant certaines hypothèses ne sont pas très claires), nous montrons que le
complexe d’Aomoto n’a qu’un seul groupe de cohomologie non nul. Les calculs sont en fait
topologiques et reposent sur le théorème de comparaison pour les D-modules holonomes
réguliers ([8, 15]). Commençons donc par remarquer les faits suivants :

1. Supposons que pour tout α assez général dans Cp, si iα : {α} ↪→ Cp désigne
l’inclusion, la restriction du complexe d’Aomoto Li∗αAf1,...,fp

(M) n’ait de cohomolo-
gie qu’en degré d. Alors il en est de même de la restriction au point générique
Af1,...,fp

(M)(s).

En effet, comme on a déjà vu lors de la preuve de 1.2.1, il existe un polynôme
P ∈ C[s] tel que, après localisation en tous les translatés entiers de P , le complexe
Af1,...,fp

(M)loc soit à cohomologie libre sur C[s]loc. Par suite, si α n’annule pas un
translaté entier de P , un groupe de cohomologie de Af1,...,fp

(M)loc est nul si et
seulement si sa restriction à α l’est.

2. Supposons que j+M soit régulier surX. Alors le complexe d’AomotoAf1,...,fp
(M)(s)

n’a de cohomologie qu’en un seul degré d si et seulement si

H i(U,DR(M)⊗ f−1Lµ) = 0 pour i 6= d

où Lµ est le système local de rang 1 sur le tore (C∗)p de monodromie µ−1
i autour

de ti = 0 et µ est tel que µi = exp 2iπαi avec α comme dans le point précédent. En
effet, le théorème de comparaison identifie la cohomologie de Li∗αAf1,...,fp

(M) à la
cohomologie de DR(M)⊗ f−1Lµ.

Exemple 1. f1, . . . , fp sont des formes linéaires affines sur Cn. On note A1, . . . , Ap les
hyperplans qu’elles définissent et A∞ l’hyperplan à l’infini de Pn. Si µ = (µ1, . . . , µp) ∈
(C∗)p, on pose µ∞ = −1/µ1 · · ·µp. Soit Lµ le système local sur Cn − ⋃p

i=1Ai de mono-
dromie égale à µ−1

i autour de Ai (et donc de monodromie µ−1
∞ autour de A∞) et soit

j : Cn − ⋃p
i=1Ai ↪→ Pn l’inclusion. On pose I = {1, . . . , p,∞} et pour x ∈ Pn on pose

I(x) = {i ∈ I|x ∈ Ai}. On a (voir aussi [13, 11])

(SI1) Si pour toute partie J ⊂ I telle que
⋂
i∈J Ai 6= ∅ on a

∏
i∈J µi 6= 1

alors H i(Cn − ⋃pi=1Ai,Lµ) = 0 sauf pour i = n.
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En effet, soit x ∈ ⋃i∈I Ai et supposons que pour toute partie J ⊂ I on ait
∏
i∈J µi 6= 1.

Alors
(j!Lµ)x = (Rj∗Lµ)x.

En effet, si les hyperplans Ai sont en position générale en x, on se ramène par section
transverse au cas où card I(x) = n. On a alors

(Rj∗Lµ)x = (j!Lµ)x(= 0)

si et seulement si il existe i ∈ I(x) tel que µi 6= 1. Le cas général se ramène au précédent
par éclatements. Les monodromies qui apparaissent autour des diviseurs exceptionnels
sont de la forme

∏
i∈J µi.

Sous l’hypothèse donnée, on a donc l’égalité (en prenant l’hypercohomologie)

H i(Cn −
p⋃
i=1

Ai,Lµ) = H i
c(C

n −
p⋃
i=1

Ai,Lµ).

Puisque Cn − ⋃p
i=1Ai est de Stein, on a H i = 0 pour i > n et H i

c = 0 pour i < n, d’où
l’assertion. 2

Exemple 2. Soit f : Cn → C un polynôme. Soit G ⊂ Pn × C l’adhérence du graphe
de f et F : G → C l’application induite par la deuxième projection. Le lieu critique de
F est par définition la réunion du lieu singulier de G et de l’adhérence dans G du lieu
critique de la restriction de F à la partie lisse de G. Nous dirons que le polynôme f est à
singularités isolées (y compris à l’infini) si la restriction de F à son lieu critique est finie
sur son image.

(SI2) Si µ ∈ C∗ est assez général, on a, lorsque f est à singularités isolées,
H i(Cn − f−1(0), f−1Lµ) = 0 pour i 6= n.

Il suffit, pour cet énoncé, de supposer que f est à singularités isolées hors de f−1(0).
Pour le montrer, il suffit de vérifier que les faisceaux Rjf∗C sont des systèmes locaux sur
C− {0} pour 0 ≤ j ≤ n− 1. En effet, on a une suite spectrale

Epq
2 = Hq(C∗,Rpf∗C⊗ Lµ) =⇒ Hp+q(Cn − f−1(0), f−1Lµ)

et pour 0 ≤ p ≤ n − 2 on a Hq(C∗,Rpf∗C ⊗ Lµ) = 0 pour tout q lorsque µ−1 n’est
pas valeur propre du système local Rpf∗C. Cette suite spectrale dégénère donc et on en
déduit le résultat (en utilisant comme dans l’exemple précédent le fait que Cn − f−1(0)
est de Stein).

Soit j : U = Cn ↪→ G l’inclusion. Il suffit alors de vérifier que pour tout c ∈ C∗, le
complexe des cycles évanescents sur la fibre F−1(c) du faisceau Rj∗CU , noté ΦF,c(Rj∗CU),
est à support ponctuel et concentré en le seul degré n− 1. En effet, du triangle distingué

i−1
c (RF∗(Rj∗CU)) −→ RF∗ΨF,c(Rj∗CU) −→ RF∗ΦF,c(Rj∗CU)

+1−→
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on déduit alors un isomorphisme des groupes de cohomologie des deux premiers complexes
en degrés j ≤ n− 2.

Par dualité (voir par exemple [7, 16]), il revient au même de montrer que ΦF,c(j!CU) est
à support ponctuel et n’a de cohomologie qu’en degré n−1. Soit i : G−Cn ↪→ G l’inclusion
fermée. La restriction F ◦ i est la projection d’un produit (le vérifier en coordonnées
locales). On a un triangle distingué

ΦF,c(j!CU) −→ ΦF,c(CG) −→ ΦF,c(Ri∗i
−1CG)

+1−→

et du fait de la structure en produit de F ◦ i, le troisième terme est nul. Il suffit donc
de vérifier que ΦF,c(CG) est à support ponctuel et n’a de cohomologie qu’en degré n− 1.
C’est clair sur Cn par hypothèse de singularité isolée. On vérifie de plus que les points
critiques de F à l’infini (c’est à dire dans G − Cn) sont les points singuliers de G. En
un tel point x, la fibre de Milnor de F en x est spécialisée de la fibre de Milnor d’une
intersection complète à singularité isolée, à savoir (F, g), si g est une équation locale de
G dans Pn ×C. Cette fibre n’a donc de cohomologie qu’en degrés 0 et n− 1. 2

Exemple 3. f1, . . . , fp : Cn → C sont des polynômes. Soit G ⊂ Pn × Cp l’adhérence
du graphe de f = (f1, . . . , fp) et F : G → Cp la projection. En définissant comme dans
l’exemple précédent le lieu critique de F , nous dirons que f est à singularités isolées si la
restriction de F a son lieu critique est finie.

(SI3) Si µ ∈ (C∗)p est assez général, on a, lorsque f est à singularités isolées,
H i(Cn − ⋃i f−1

i (0), f−1Lµ) = 0 pour i 6= n.

Comme dans l’exemple précédent, il suffit de vérifier que Rjf∗C est un système local
sur le tore (C∗)p pour 0 ≤ j < n−p−1 (et il suffit que l’hypothèse de singularité isolée soit
satisfaite au-dessus de ce tore). Il existe une hypersurface algébrique réduite H ⊂ (C∗)p

hors de laquelle Rjf∗C est un système local. Il suffit de montrer que Rjf∗C est un système
local au voisinage d’un point assez général de toute composante irréductible de H. Soit
t0 un tel point et D un germe de courbe lisse transverse à H. Alors f−1(D) ⊂ Cn est
lisse et l’adhérence du graphe de f|f−1(D) dans Pn ×D est égale à F−1(D). Par suite, la
restriction de f à f−1(D) est à singularités isolées et on peut appliquer des arguments
analogues à ceux de l’exemple précédent. 2

2 Déterminant du complexe d’Aomoto associé à un polynôme

Dans cette section, nous reprenons la situation du §1.3 dans le cas où p = 1.

2.1 Caractéristique d’Euler des cycles évanescents

Soit F un complexe borné à cohomologie C-constructible sur X (en fait sur la variété
analytique sous-jacente). Pour tout t ∈ C∗, soit Φf,tF le complexe des cycles évanescents
de F sur la fibre f = t relativement à la fonction f (voir [9]). C’est un complexe à
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cohomologie C-constructible. Nous utiliserons dans la suite le foncteur φf,t
déf
= Φf,t[−1]

Nous noterons
χ(f,F , t) =

∑
i∈Z

(−1)i dimC H i
(
f−1(t), φf,tF

)
∈ Z.

Il existe seulement un nombre fini de t ∈ C∗ pour lesquels φf,tF n’est pas trivial et par
suite pour lesquels χ(f,F , t) n’est pas nul. Nous poserons

c(f,F) =
∏
t∈C∗

tχ(f,F ,t) ∈ C∗.

L’entier χ(f,F , t) (et donc c(f,F)) peut être calculé de plusieurs manières :

1. En utilisant le comportement du complexe des cycles évanescents par image directe
par f , c’est à dire

RΓ
(
f−1(t),Φf,t

)
= ΦId

P1 ,t
Rf∗F

(puisque f est propre) on voit que l’on a

χ(f,F , t) = χ(Id P1 ,Rf∗F , t)

et cet entier ne dépend donc que du complexe image directe Rf∗F . On a alors

χ(f,F , t) =
∑
i∈Z

(−1)i
[
dimC H i

(
f−1(t),F

)
− dimC H i

(
f−1(t′),F

)]
où t′ 6= t est assez voisin de t.

2. En utilisant une modification propre π : X̃ → X telle que (f◦π)−1(t) soit un diviseur
à croisements normaux et que π−1F soit à cohomologie localement constante sur les
strates de la stratification naturelle de ce diviseur. Si π est un isomorphisme hors
de f−1(t) et (f ◦ π)−1(t) on a pour le complexe des cycles proches (voir [9])

Ψf,tF = Rπ∗Ψf◦π,t

(
π−1F

)
égalité qui peut permettre de calculer φf,tF en utilisant le triangle

i−1
f−1(t)F [−1] −→ Ψf,tF [−1] −→ φf,tF

+1−→

2.2 Fonction zêta “logarithmique” des monodromies en 0 et ∞

Pour F comme ci-dessus, soit Ψf,0F le complexe des cycles proches de f sur la fi-

bre f−1(0) et posons ψf,0F
déf
= Ψf,0F [−1]. Ce complexe est C-constructible et muni d’un

automorphisme de monodromie T , et plus précisément c’est un complexe à cohomolo-
gie constructible sur l’anneau C[T, T−1]. D’une manière générale, si H est un C-espace
vectoriel de dimension finie muni d’un automorphisme T nous notons

∆H(T ) =
∏
λ∈C∗

(T − λ)γλ
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le polynôme caractéristique de T sur H et

∆log
H (s) =

∏
λ∈C∗

(
s− 1

2iπ
log λ

)γλ

où 1/2iπ log λ est considéré comme élément de C/Z et ∆log
H (s) comme élément de C(s)∗/ ∼.

Nous poserons alors

Z log(f,F , 0)(s) =
∏
i∈Z

[
∆log

H i(f−1(0),ψ
f,0
F)

(s)
](−1)i

et nous définissons de manière analogue Z log(f,F ,∞). On dispose aussi de plusieurs
moyens pour calculer Z log(f,F , 0)(s) :

1. Puisque
RΓ

(
f−1(0); Ψf,0F

)
= ΨId

P1 ,0
(Rf∗F)

dans la catégorie Db
c(C[T, T−1]) (complexes bornés de C[T, T−1]-modules à coho-

mologie de type fini sur C[T, T−1]), on a

Z log(f,F , 0) = Z log
(
Id P1 ,Rf∗F , 0

)
.

2. Pour tout x ∈ f−1(0), soit Hi(ψf,0F)x le ième groupe de cohomologie du complexe
des cycles proches au point x, qui est un C-epace vectoriel de dimension finie avec un
automorphisme T , soit ∆log

Hi(ψ
f,0
F)x

(s) le polynôme associé et ζ log
x (f,F , 0) le produit

alterné de ces polynômes. Il existe une stratification de Whitney analytique complexe
(Yk)k∈K de f−1(0) sur les strates de laquelle la fonction x 7→ ζ log

x (f,F , 0) (à valeurs
dans C(s)∗/ ∼) est une constante notée ζ log

Yk
(f,F , 0)(s). On a alors

Z log(f,F , 0)(s) =
∏
k∈K

ζ log
Yk

(f,F , 0)(s)χ(Yk)

où χ(Yk) désigne la caractéristique d’Euler topologique de la strate Yk.

3. Soit π : X̃ → X une modification propre qui est un isomorphisme hors de f−1(0) et
telle que (f ◦ π)−1(0) soit un diviseur à croisements normaux dont la stratification
naturelle est adaptée au complexe π−1F . Pour toute composante Di (i ∈ I) de ce

diviseur, soit
◦
Di = Di − ∪j 6=iDj. Alors la fonction x 7→ ζ log

x (f ◦ π, π−1F , 0) est une

fonction constante pour x ∈
◦
Di et la formule d’A’Campo pour la fonction zêta de

la monodromie (qui se démontre comme la formule précédente) implique que l’on a

Z log(f,F , 0) =
∏
i∈I

[
ζ log
◦
Di

(f ◦ π, π−1F , 0)
]−χ(

◦
Di)

.

Si par exemple F = Rj∗CU , le terme entre crochets est égal à

Ni−1∏
`=0

(
s+

`

Ni

)

si Ni est la valuation de f ◦ π le long de Di.
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Remarque. Le degré d ∈ Z de Z log(f,F , 0) est égal au degré de Z log(f,F ,∞) puisque
chaque groupe de cohomologie du complexe Rf∗F est un système local (éventuellement
nul) sur un ouvert de C∗. Ce degré est aussi le degré de Z log(f,F , t) pour tout t ∈ C∗.
Comme pour t assez général on a ψf,tF = i−1

f−1(t)F [−1] on en déduit que

d = χ
(
f−1(t), i−1

f−1(t)F [−1]
)

= −χ
(
f−1(t),F

)
.

2.3 Le théorème

Théorème 2.3.1 Soit M un DU -module holonome tel que j+M soit DX-régulier (plus
généralementM est un complexe borné à cohomologie holonome tel que j+M soit régulier).
On a alors l’égalité (dans le groupe hypergéométrique C(s)∗/ ∼)

detAf (M)(s) = (−1)d · c(f,F) · Z log(f,F , 0)(s)

Z log(f,F ,∞)(−s)
où F = Rj∗DR(M), DR(M) = Ωan•

U ⊗Oan
U
M[dimU ] désigne le complexe de de Rham

analytique de M et où d = degZ log(f,F , 0).

Remarques.

1. Ce résultat signifie que l’on peut trouver des bases des groupes de cohomologie de
Af (M)(s) de sorte que le produit alterné des déterminants des matrices de τ dans
ces bases soit égal au terme de droite

2. Ce résultat, dans une formulation un peu différente, est montré par Anderson [1] par
une méthode différente lorsque M = OU . Le fait de le montrer pour un DX-module
régulier n’est pas plus difficile et permet plus de souplesse : nous allons en fait nous
ramener au cas où X = P1 par image directe en remplaçant M par son complexe
de Gauss-Manin.

3. Comme on a vu plus haut, le terme de droite dans la formule est une fraction
rationnelle de degré total nul.

4. En vue de la généralisation pour plusieurs polynômes, nous allons exprimer d’une
autre manière le résultat. Posons Z(f,F , 0) =

∏
(T − λ)γλ et définissons

ΓZ(f,F ,0)(s) =
∏
λ

Γ(s− 1

2iπ
log λ)γλ .

De manière analogue, si Z(f,F ,∞) =
∏

(T − λ)γ
′
λ nous posons

ΓZ(f,F ,∞)(s) =
∏
λ

[
Γ(−s− 1

2iπ
log λ)

(−1)−s

]γ′λ
.

Avec cette normalisation, on peut exprimer théorème de la manière suivante :

detAf (M)(s) = EDF
(
c(f,F)s · ΓZ(f,F ,0)(s) · ΓZ(f,F ,+∞)(s)

)
.
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5. Puisque l’on a Af (M)(s) = At(f+M)(s) et puisque DRf+M = Rf∗DRM du fait
de la régularité de j+M, on déduit des remarques du §1.3.4 qu’il suffit de montrer
le résultat lorsque X = P1, U = T = C∗, f est l’identité et M est un DT -module
holonome tel que j+M soit régulier.

En vertu de la remarque précédente, nous nous plaçons dans le cas où X = P1,
U = T = C∗ et f = Id P1 . Nous allons présenter de deux manières différentes une
démonstration du théorème 2.3.1 dans cette situation, la première étant tout à fait
élémentaire.

2.4 Première démonstration

Rappelons qu’il existe un opérateur P ∈ C[t, t−1]〈t∂t〉 tel que l’on ait une suite exacte

0 −→ K(T ) −→ C[t, t−1]〈t∂t〉/(P ) −→M(T ) −→ 0

avec K(T ) à support ponctuel dans le tore T (en effet, d’après le théorème de Stafford,
M(T ) est isomorphe à C[t, t−1]〈t∂t〉/I où I est un idéal non nul, et on choisit dans I un
opérateur de degré minimal en t∂t).

Comme la formule à démontrer se comporte de manière multiplicative par extensions,
il suffit de la montrer pour les modules définis par un opérateur P , puisque K(T ) est aussi
extension de modules de cette forme. Supposons donc que M(T ) = C[t, t−1]〈t∂t〉/(P )
avec

P = a0(t∂t) + · · ·+ ar(t∂t)t
r.

On a donc

M(M)(s) = C(s)〈τ, τ−1〉
/(

τ r +
ar−1(−s)
ar(−s)

· τ r−1 + · · ·+ a0(−s)
ar(−s)

)
.

Ainsi M(M)(s) est de dimension r sur C(s) et dans la base [1], [τ ], . . . , [τ r−1] la matrice
de τ a pour déterminant

(−1)r · a0(−s)
ar(−s)

.

2.4.1 Calcul de a0(−s). Considérons le module j+M dans la carte P1 − {∞}. Sup-
posons que le polynôme a0 vérifie la propriété

∀` ∈ N a0(`) 6= 0.

Dans ces conditions il est facile de vérifier que la multiplication par t sur le C[t]〈∂t〉-module
C[t]〈∂t〉/(P ) est inversible et par suite que l’on a dans cette carte

j+M(P1 − {∞}) = C[t]〈∂t〉/(P ).
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Soit d le degré de P par rapport à t∂t. L’hypothèse que j+M est régulier implique en
particulier que P est Fuchsien en 0 et par conséquent a0 est de degré d. Les résultats clas-
siques sur les systèmes réguliers en dimension 1 montrent que si a0d désigne le coefficient
du terme de degré d dans a0, on peut écrire

a0(−s) = (−1)da0d · Z log(Id P1 ,Rj∗DRM, 0)(s).

Si la condition sur a0 n’est pas satisfaite, on remplace le générateur [1] de M(T ) par [t−k]
pour k ≥ 0 assez grand : dans la nouvelle présentation de M(T ), le polynôme a0(t∂t) est
remplacé par a0(t∂t + k) et on peut appliquer le raisonnement précédent.

2.4.2 Calcul de ar(−s). Soit z = t−1 et donc −z∂z = t∂t. On pose

P = a0(t∂t) + · · ·+ ar(t∂t)t
r

= a0(−z∂z) + · · ·+ ar(−z∂z)z−r
= z−r [b0(z∂z)z

r + · · ·+ br(z∂z)]

avec br(z∂z) = ar(−z∂z + r). Le même calcul que ci-dessus montre alors que

ar(−s) = ard · Z log(Id P1 ,Rj∗DRM,∞)(−s).

2.4.3 Calcul de (−1)ra0d/ard. Le terme de degré d en t∂t dans P a pour coefficient le
polynôme

a0d + · · ·+ ardt
r

et (−1)ra0d/ard est égal au produit des racines de ce polynôme comptées avec multiplicité.
Chaque racine ti ∈ C∗ est un point singulier de P dans le tore et la multiplicité de
cette racine est la multiplicité du conormal en ti à T dans la variété caractéristique
de P , donc, d’après une variante du théorème d’indice local de Malgrange, est égale à
dimC φId

P1 ,ti
(DRM). Ceci termine la première démonstration. 2

Note. Il n’est pas nécessaire de supposer ici que M est régulier sur le tore T . Seule la
régularité en 0 et ∞ est nécessaire pour obtenir la formule cherchée.

2.5 Deuxième démonstration

Nous voulons calculer le déterminant det M(M)(s) à une constante multiplicative
près (nous ne referons pas le calcul de la constante). Le calcul s’appuiera sur la remarque
élémentaire suivante :

Soient E et F deux C[s]-modules libres de rang r et ϕ : E → F un morphisme
C[s]-linéaire induisant un isomorphisme après tensorisation par C(s). A une constante
multiplicative près, le déterminant de la matrice de ϕ dans des bases de E et de F ne
dépend pas du choix de ces bases. Les hypothèses faites impliquent que ϕ est injectif et
que Cokerϕ est C[s]-artinien. Posons

Cokerϕ =
⊕
i

C[s]/(s− αi)
γi .
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On a alors
detϕ = ?

∏
i(s− αi)

γi

= ? Car (s; Cokerϕ)

avec ? ∈ C∗ et où le dernier polynôme désigne le polynôme caractéristique de la multipli-
cation par s sur Cokerϕ.

Nous allons commencer par expliciter des réseaux dans M(M)(s), c’est à dire des
sous-C[s]-modules libres de rang égal à dimC(s) M(M)(s).

Proposition 2.5.1 Soit (0)UM(T ) un sous-C[t]〈t∂t〉-module de type fini de M(T ) qui
engendre M(T ) sur C[t, t−1]〈t∂t〉 et (∞)UM(T ) un sous-C[z]〈z∂z〉-module avec une pro-
priété analogue. Alors (0)UM(T ) ∩ (∞)UM(T ) est un sous-C[t∂t]-module de type fini de
M(T ) qui l’engendre sur C[t, t−1]〈t∂t〉.

Corollaire 2.5.2 Supposons que M(M) n’ait pas de C[s]-torsion. Alors, avec les nota-
tions ci-dessus (et via l’identificationM(T ) = M(M)), l’image de (0)UM(T )∩(∞)UM(T )
dans M(M)(s) est un réseau. 2

Démonstration de la proposition 2.5.1. Nous allons interpréter (0)UM(T ) ∩ (∞)UM(T )
comme une image directe. Considérons le faisceau V0DP1 ⊂ D

P1 défini comme suit :
dans la carte P1 − {∞}, on pose V0C[t]〈∂t〉 = C[t]〈t∂t〉 ; dans la carte P1 − {0} on pose
V0C[z]〈∂z〉 = C[z]〈z∂z〉 ; dans le tore T on pose V0C[t, t−1]〈t∂t〉 = C[t, t−1]〈t∂t〉. Posons
aussi V0DP1 [s] = C[s]⊗C V0DP1 .

Lemme 2.5.3 (0)UM(T )[s]ts est un sous-C[s, t]〈t∂t〉-module de type fini de M(T )[s]ts.

Notons cependant que M(T )[s]ts n’est pas de type fini sur l’anneau C[s, t]〈∂t〉. Pour
montrer le lemme, il suffit de remarquer que si m ∈ (0)UM(T ), on a

(P (t, t∂t) ·m) ts = P (t, t∂t − s) · (mts).

En faisant de même avec (∞)UM(T ) on obtient un sous-faisceau Uj+M[s]ts du faisceau
j+M[s]ts qui est V0DP1 [s]-cohérent (cependant j+M[s]ts n’est pas cohérent sur DP1 [s]
mais seulement sur DP1 [s]〈τ, τ−1〉).

Soit Ω1 le faisceau des 1-formes relatives à P1 × SpecC[s]/SpecC[s] et Ω1〈0,∞〉 le
faisceau des 1-formes à pôles logarithmiques en 0 et ∞. Considérons le “complexe de
de Rham relatif”

0 −→ Uj+M[s]ts
dU−→ Ω1〈0,∞〉 ⊗ Uj+M[s]ts −→ 0

où la différentielle est définie comme pour le complexe (1.3.2), puis son image directe par
le morphisme propre P1 × SpecC[s] → SpecC[s].
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D’une part la cohomologie de cette image directe est de type fini sur C[s] : il suffit
de le vérifier en remplaçant Uj+M[s]ts par V0DP1 [s], par cohérence. On calcule cette
image directe à l’aide du complexe double fabriqué à l’aide du complexe de Čech pour le
recouvrement déjà considéré. Dans la carte P1 − {∞} on obtient le complexe

0 −→ C[s, t]〈t∂t〉
t∂t−→ C[s, t]〈t∂t〉 −→ 0

qui a pour seul groupe de cohomologie Coker t∂t ' C[s, t]. Le même calcul dans les autres
cartes montre que la cohomologie de l’image directe est l’intersection dans C[s, t, t−1] de
C[s, t] et C[s, t−1], d’où l’assertion.

D’autre part cette cohomologie est égale à (0)UM(T ) ∩ (∞)UM(T ) : on utilise pour
cela le même calcul que ci-dessus. Dans la carte P1−{∞} le complexe de de Rham relatif
a pour sections globales le complexe

0 −→ (0)UM(T )[s]
t∂t+s−→ (0)UM(T )[s] −→ 0

qui a pour seul groupe de cohomologie (0)UM(T ) (voir lemme 1.2.2).

Nous avons ainsi montré la finitude de (0)UM(T ) ∩ (∞)UM(T ) sur C[s]. Montrons
pour terminer que

C(s)⊗C[s]

[
(0)UM(T ) ∩ (∞)UM(T )

]
= M(M)(s).

Rappelons qu’il existe un polynôme b(0) tel que l’on ait

b(0)(t∂t) · (0)UM(T ) ⊂ t · (0)UM(T )

et un polynôme b(∞) avec une relation analogue. Par suite, pour tout k ∈ Z on a

b(0)(t∂t + k)t−k · (0)UM(T ) ⊂ t−k+1 · (0)UM(T ).

Ainsi, après tensorisation par C(s) (et identification s = −t∂t), l’inclusion

t−k+1 · (0)UM(T ) ↪→ t−k · (0)UM(T )

devient un isomorphisme, de même que l’inclusion (0)UM(T ) ↪→ M(T ), et de manière
analogue l’inclusion

(0)UM(T ) ∩ (∞)UM(T ) ↪→M(T ).

2

2.5.4 Elimination de la torsion. Soit M un DT -module holonome. Il existe un plus
grand sous-module M′ tel que M(M/M′) n’ait pas de C[s]-torsion. Dans la suite nous
travaillerons avec M/M′, ce qui ne change rien puisque M(M/M′)(s) = M(M)(s).
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2.5.5 Calcul du déterminant. Soient (0)UM(T ) et (∞)UM(T ) comme dans la propo-
sition 2.5.1. On considère le diagramme

(0)UM(T ) ∩
[
t−1 · (∞)UM(T )

] t−→
←−
t−1

[
t · (0)UM(T )

]
∩ (∞)UM(T )

yC yD
(0)UM(T ) ∩ (∞)UM(T ) = (0)UM(T ) ∩ (∞)UM(T )

Puisqu’on a supposé M(M) sans C[s]-torsion on voit que chaque sommet est un C[s]-
module libre de rang r = dimC(s) M(M)(s). Fixons des bases de ces modules, soit A(s)
la matrice de t et B(s) celle de t−1. On a alors

A(s)B(s+ 1) = B(s+ 1)A(s) = Id .

En notant C(s) et D(s) les matrices des inclusions C et D on voit que la matrice de t
dans la base de M(M)(s) induite par celle de (0)UM(T ) ∩ (∞)UM(T ) n’est autre que

D(s) · A(s) · C(s)−1

et par conséquent son déterminant s’écrit

detD(s) · detA(s) · detC(s)−1.

Or detA(s) est dans C[s] et est inversible, donc est une constante non nulle. On a ainsi
l’égalité (avec τ = t, z = t−1, et ? ∈ C∗)

det M(M)(s) =(DET)

= ? Car
[
s; (∞)U

(
(0)U/t · (0)U

)]
· Car

[
s; (0)U

(
(∞)U/z · (∞)U

)]−1
.

Nous allons appliquer cette égalité à la filtration canonique. Dans la carte P1 − {∞}
on note VC[t]〈∂t〉 la filtration croissante indexée par Z pour laquelle t est de degré −1
et ∂t de degré 1 (donc comme plus haut V0C[t]〈∂t〉 = C[t]〈t∂t〉). Le C[t]〈∂t〉-module
de type fini M(T ) est alors muni d’une bonne filtration canonique notée (0)VM(T ) :

cette filtration est bonne pour VC[t]〈∂t〉 et sur gr
(0)V
k M(T ) l’opérateur t∂t + k admet un

polynôme caractéristique b(0) de la forme

b(0)(t∂t + k) =
∏
α∈Σ

(t∂t + k + α)γα

où Σ ∈ C est défini par

Σ = {α ∈ C |−1 ≤ Réα ≤ 0, Imα ≥ 0 si Réα = −1, Imα < 0 si Réα = 0} .

En particulier la multiplication par t

t : gr
(0)V
k M(T ) −→ gr

(0)V
k−1M(T )
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est bijective pour tout k ∈ Z et on a lorsque j+M est régulier en 0

(−1)db(0)(−s) = Z log(Id P1 ,Rj∗DRM, 0)(s).

où d = deg b(0). On a des énoncés analogues à l’infini.

Lemme 2.5.6 On a

gr
(∞)V
` gr

(0)V
k M(T ) = 0 si k + ` > 1.

En effet, sur ce bi-gradué, l’opérateur t∂t vérifie les deux équations b(0)(t∂t + k) = 0 et
b(∞)(−t∂t + `) = 0. Lorsque k + ` > 1, il résulte des choix faits que ces deux polynômes
n’ont pas de racine commune. 2

On peut appliquer maintenant l’égalité (DET) en prenant (0)U = (0)Vk et (∞)U = (∞)V`
avec k + ` > 1. Il résulte du lemme ci-dessus que l’on a

(∞)V`gr
(0)V
k M(T ) = gr

(0)V
k M(T )

et une égalité analogue en inversant les rôles de 0 et ∞. Ceci termine la deuxième
démonstration. 2

3 Déterminant du complexe d’Aomoto dans le cas général

Nous allons généraliser le théorème 2.3.1 au cas de plusieurs polynômes en donnant une
formule topologique pour detAf1,...,fp

(M)(s). Cette formule fait intervenir des fonctions
zêta associées à plusieurs polynômes. De telles fonctions ont été introduites dans [17].
Nous allons d’abord rappeler quelques propriétés que nous utiliserons et renvoyons à
cette référence pour les démonstrations. Nous nous plaçons dans la situation du §1.3.

3.1 Fonction zêta associée à plusieurs polynômes

3.1.1 Soit I un sous-ensemble de {1, . . . , p}. Nous noterons fI : X → (P1)card I l’application
définie par les fi pour i ∈ I. Soit (I0, I∞) une partition de I en deux sous-ensembles
disjoints. Etant donné un complexe borné F à cohomologie C-constructible sur X, le
complexe d’Alexander de F relativement à (fi)i∈I pour les valeurs critiques 0 (i ∈ I0) et
∞ (i ∈ I∞), noté

AψfI0
,fI∞

(F)

est un complexe de faisceaux sur le sous-espace

XI0,I∞

déf
=

⋂
i∈I0

f−1
i (0) ∩

⋂
i∈I∞

f−1
i (∞).

Plus exactement, c’est un objet de la catégorie dérivée des complexes bornés de faisceaux
de C[TI , T

−1
I ]-modules sur cet ensemble, à cohomologie C[TI , T

−1
I ]-constructible (nous

avons posé TI = (Ti)i∈I). Lorsque p = 1 on a

Aψf,0F = Ψf,0F [−1] = ψf,0F
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et une égalité analogue à l’infini. Aussi, dans la suite, nous poserons en général

ψfI0
,fI∞

(F)
déf
= AψfI0

,fI∞
(F).

3.1.2 Soit x ∈ XI0,I∞ . Considérons les C[TI , T
−1
I ]-modules H`

(
ψfI0

,fI∞
(F)

)
x

qui sont

des modules de type fini et de torsion. Chaque module définit un cycle de codimension 1
(éventuellement nul) sur le tore SpecC[TI , T

−1
I ]. La donnée de ce cycle est équivalente à

la donnée d’une fonction définissant ce cycle, appelée polynôme d’Alexander du module.
Celui-ci peut s’écrire de manière unique sous la forme∏

L∈L+
I

∏
λ∈C∗

(
TL − λ

)γL,λ,`(x)

où L+
I est l’ensemble des formes linéaires sur Qcard I à coefficients (λi)i∈I dans N − {0}

premiers entre eux et TL =
∏
i∈I T

λi
i . De plus, γL,λ,`(x) ∈ Z et la fonction

x 7−→ γL,λ,`(x)

est une fonction constructible sur XI0,I∞ , identiquement nulle sauf pour un nombre fini
de L et λ.

La fonction zêta du complexe ψfI0
,fI∞

(F) est la fonction sur XI0,I∞ notée

x 7−→ ζx(fI0 , fI∞ ,F) ∈ C[TI , T
−1
I ]

définie par

ζx(fI0 , fI∞ ,F)(TI) =
∏
`∈Z

∏
L∈L+

I

∏
λ∈C∗

(
TL − λ

)(−1)`γL,λ,`(x)

pour laquelle l’exposant de TL − λ est γL,λ(x) =
∑
`∈Z(−1)`γL,λ,`(x). Nous avons ainsi

défini une fonction constructible

XI0,I∞ −→ C[TI , T
−1
I ]

dont la donnée est équivalente à la donnée, pour chaque L ∈ L+
I et chaque λ ∈ C∗, d’une

fonction constructible γL,λ à valeurs dans Z, identiquement nulle sauf pour un nombre
fini de L et λ.

3.1.3 Image directe. Soit π : X ′ → X un morphisme de variétés algébriques lisses et
propres sur C. Posons f ′i = fi ◦ π et soit F ′ un complexe borné C-constructible sur X ′.
On a alors l’égalité

ζ(f ′I0 , f
′
I∞ ,F

′) = ζ(fI0 , fI∞ ,Rπ∗F
′).

où, dans le terme de gauche, π∗ désigne l’image directe des fonctions constructibles définie
comme suit : l’exposant de TL − λ dans π∗ζ(f

′
I0
, f ′I∞ ,F

′) est la fonction constructible

x 7−→ χ(π−1(x), γL,λ)

si γL,λ est l’exposant dans ζ(f ′I0 , f
′
I∞ ,F

′) et χ désigne la caractéristique d’Euler pondérée
par γL,λ. Voici quelques applications de cette formule :
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1. Soit
◦
XI0,I∞ l’ouvert de XI0,I∞défini par fj 6= 0 et fj 6= ∞ pour tout j 6∈ I. Notons

p :
◦
XI0,I∞ → SpecC l’application constante et posons

Z(f1, . . . , fp; I0, I∞;F) = p∗ζ(fI0 , fI∞ ,F) ∈ C[TI , T
−1
I ].

L’exposant de TL − λ dans Z(f1, . . . , fp; I0, I∞;F) est l’entier χ(
◦
XI0,I∞ , γL,λ). On a

alors
Z(f ′1, . . . , f

′
p; I0, I∞;F ′) = Z(f1, . . . , fp; I0, I∞; Rπ∗F ′).

2. Si l’on prend pour π l’application fI : X → (P1)card I , on a l’égalité

fI∗ζ(fI0 , fI∞ ,F) = ζ
(
Id (P1)card I0 , Id (P1)card I∞ ,RfI∗F

)
entre fonctions constructibles sur

⋂
i∈I0 {ti = 0} ∩ ⋂i∈I∞ {ti = ∞}. On en déduit

l’égalité dans C[TI , T
−1
I ] :

Z(f1, . . . , fp; I0, I∞;F) = Z(t1, . . . , tp; I0, I∞; RfI∗F)

3. On a une formule d’A’Campo dans le cas où π est une résolution des singularités :
supposons par exemple que U est égal à l’image inverse dans X du tore (C∗)p, que
F = Rj∗CU et que les diviseurs f ′i = 0 et f ′i = ∞ sont réunion de composantes
irréductibles d’un même diviseur à croisements normaux D =

⋃
k∈K Dk. Posons

◦
Dk = Dk −

⋃
` 6=kD`. Pour tout k ∈ K, soit Λk(s1, . . . , sp) la forme linéaire dont le

coefficient sur si est la valeur absolue de la valuation de f ′i sur Dk. On a

Z(f1, . . . , fp; I0, I∞; Rj∗CU) =
∏{

k∈K
∣∣∣ ◦Dk⊂

◦
X′

I0,I∞

}
(
TΛk − 1

)−χ(
◦
Dk)

. 2

3.1.4 Translation. Supposons que l’on ait F = Rj∗j
−1F , où j désigne toujours l’inclusion

U ↪→ X. Soit k ∈ I, µk ∈ C∗ et L(k)
µ

k
le système local sur U image inverse par fk du système

local de C∗ de monodromie µ−1
k autour de fk = 0 (et donc µk autour de fk = ∞). On a

alors
ζ
(
fI0 , fI∞ ,Rj∗(j

−1F ⊗ L(k)
µ

k
)
)

(TI) = ζ
(
fI0 , fI∞ ,F

)
(T ′I)

avec
T ′i = Ti si i 6= k
T ′k = µ−1

k Tk si k ∈ I0
T ′k = µkTk si k ∈ I∞

Si maintenant k 6∈ I, le complexe Rj∗(j
−1F ⊗ L(k)

µ
k
) est localement quasi-isomorphe à

Rj∗j
−1F au voisinage de XI0,I∞ et par suite les fonctions zêta correspondantes sont les

mêmes.
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3.1.5 Restriction. Supposons toujours que F = Rj∗j
−1F . Soit k ∈ I et supposons

que Tk − 1 ne divise pas ζ
(
fI0 , fI∞ ,F

)
. Posons Î = I − {k}. On a l’égalité de fonctions

constructibles sur XI0,I∞ :

ζ(fI0 , fI∞ ,F)|Tk=1 = ζ|XI0,I∞
(f
Î0
, f
Î∞
,F).

Note. Si Tk−1 divise ζ, on a une égalité analogue où le terme de gauche désigne alors la
restriction résiduelle, c’est à dire la restriction à Tk = 1 du quotient de ζ par la puissance
convenable de Tk − 1. Nous n’aurons cependant pas à considérer cette situation.

En utilisant le §3.1.4 on obtient aussi, pour µk ∈ C∗, que si µk est assez général, on a

si k ∈ I0 ζ(fI0 , fI∞ ,F)|Tk=µk

si k ∈ I∞ ζ(fI0 , fI∞ ,F)|Tk=µ−1
k

 = ζ|XI0,I∞

(
f
Î0
, f
Î∞
,Rj∗(j

−1F ⊗ L(k)
µ

k
)
)
.

On en déduit que pour k ∈ I on a

(3.1.6)

Z
(
f1, . . . , f̂k, . . . , fp; Î0, Î∞; Rj∗(j

−1F ⊗ L(k)
µ

k
)
)

=

Z
(
f1, . . . , fp; Î0, Î∞; Rj∗j

−1F
)
· Z

(
f1, . . . , fp; Î0 ∪ {k} , Î∞; Rj∗j

−1F
)
|Tk=µk

×Z
(
f1, . . . , fp; Î0, Î∞ ∪ {k} ; Rj∗j

−1F
)
|Tk=µ−1

k

.

En effet, soit
•
X Î0,Î∞⊂ X

Î0,Î∞
l’ouvert sur lequel f` 6= 0 et f` 6= ∞ pour tout ` ∈ {1, . . . , p}−

I =
{
1, . . . , k̂, . . . , p

}
− Î. On a une décomposition

•
X Î0,Î∞=

◦
X Î0∪{k},Î∞ t

◦
X Î0,Î∞∪{k} t

◦
X Î0,Î∞

qui correspond à la formule cherchée. 2

3.2 Restriction du complexe d’Aomoto et de son déterminant

Soit αp ∈ C et notons N (p)
αp

le DT p-module engendré par tαp
p . Alors N (p)

αp
est isomorphe

à N (p)
αp+` pour tout ` ∈ Z.

Proposition 3.2.1 Soit M un DU -module holonome. On a alors

Li∗{sp=αp}Af1,...,fp
(M)

déf
= C[s]/(sp − αp)

L⊗
Af1,...,fp

(M) = Af1,...,fp−1
(M⊗O f+N (p)

αp
).
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Démonstration. On a Af1,...,fp
(M) = At1,...,tp

(f+M) et par suite Li∗{sp=αp}Af1,...,fp
(M)

est représenté par le complexe double

At1,...,tp
(f+M)

sp−αp−→ At1,...,tp
(f+M).

Soit $p la projection de T p sur le tore T p−1 des p−1 premières coordonnées. En effectuant
une transformation de Mellin inverse partielle on voit que ce dernier complexe s’écrit :

At1,...,tp−1

({
f+M⊗N (p)

αp

−tp∂tp−→ f+M⊗N (p)
αp

})
= At1,...,tp−1

(
$p+

(
f+M⊗N (p)

αp

))
= At1,...,tp−1

(
($p ◦ f)+

(
M⊗ f+N (p)

αp

))
= Af1,...,fp−1

(M⊗ f+N (p)
αp

).

2

3.2.2 Soit M un système holonome d’EDF. Nous avons vu (§1.2) qu’après une locali-
sation convenable, le système Mloc est libre sur C[s]loc. Le déterminant det Mloc est alors
un système de rang 1 sur C[s]loc. Par suite, si αp est assez général pour que sp − αp ne
soit pas inversible dans C[s]loc, la restriction

i∗{sp=αp}M(s)
déf
= (Mloc/(sp − αp)Mloc) (s′)

est un système rationnel d’EDF en s′ = (s1, . . . , sp−1) indépendant de la localisation
convenable choisie. Il est alors clair que pour M(s) holonome de rang r, la restriction
(pour αp assez général) i∗{sp=αp}M(s) est aussi de rang r et que

i∗{sp=αp}

r∧
M(s) =

r∧
i∗{sp=αp}M(s).

Par ailleurs, si M et M′ sont deux systèmes holonomes tels que M(s) soit isomorphe à
M′(s), il existe une localisation pour laquelle Mloc est isomorphe à M′

loc. Ainsi, αp étant
assez général, la classe d’isomorphisme de i∗{sp=αp}M(s) ne dépend que de celle de M(s).
On peut donc écrire pour αp assez général :

i∗{sp=αp} det M(s) = det i∗{sp=αp}M(s).

Nous déduisons des résultats précédents :

Proposition 3.2.3 Pour αp assez général on a

i∗{sp=αp} detAf1,...,fp
(M)(s) = detAf1,...,fp−1

(M⊗N (p)
αp

)(s′). 2

3.3 Le théorème

3.3.1 Normalisation. Nous nous plaçons encore dans la situation du §1.3 et nous
reprenons les notations du §2. Fixons I ⊂ {1, . . . , p} et une partition I = I0 t I∞. Con-
sidérons la décomposition de la fonction zêta :

Z(f1, . . . , fp; I0, I∞;F) =
∏
L

∏
λ∈C∗

(TL − λ)γL,λ
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où L parcourt un ensemble de formes linéaires à coefficients `i ∈ N − {0} (pour i ∈ I)
premiers entre eux (et nuls si i 6∈ I). Nous normalisons alors le produit des facteurs Γ
comme suit :

EDF
(
ΓZ(f1,...,fp;I0,I∞;F)(s)

)
déf
= EDF

∏
L

∏
λ∈C∗

 Γ(L(sI0 − sI∞)− 1
2iπ

log λ)(∏
i∈I0 `

`isi
i

)
·
(∏

i∈I∞(−`i)−`isi

)
γL,λ

 .
Cette normalisation est choisie pour que le lemme ci-dessous soit satisfait :

Lemme 3.3.2 Soit k ∈ I et µk = exp 2iπαk. Alors

i∗{sk=αk}EDF
(
ΓZ(f1,...,fp;I0,I∞;F)(s)

)
=


EDF

(
ΓZ(f1,...,fp;I0,I∞;F)|Tk=µk

(s)
)

si k ∈ I0

EDF

(
ΓZ(f1,...,fp;I0,I∞;F)

|Tk=µ−1
k

(s)

)
si k ∈ I∞

Démonstration. On a la formule suivante, pour une forme linéaire Λ à coefficients λi
dans Z et δ ∈ N− {0} :

EDF (Γ(δΛ(s) + α)) = EDF

(
δδΛ(s)

δ−1∏
k=0

Γ

(
Λ(s) +

α+ k

δ

))

et donc

EDF

(
Γ(δΛ(s) + α)∏p
i=1(δλi)

δλisi

)
= EDF

δ−1∏
k=0

Γ
(
Λ(s) + α+k

δ

)
∏p
i=1 λ

λisi
i


d’où on déduit immédiatement le lemme. 2

Avec ces notations nous allons montrer :

Théorème 3.3.3 Soit M un DU -module holonome tel que j+M soit DX-régulier et
posons F = Rj∗DRM. On a

detAf1,...,fp
(M)(s) = EDF

 p∏
i=1

c(fi,F)si ·
∏

I⊂{1,...,p}

∏
I0tI∞=I

ΓZ(f1,...,fp;I0,I∞;F)(s)

 .
Remarques.

1. L’écriture donnée ici de detAf1,...,fp
(M)(s) n’est pas celle donnée par la proposi-

tion 1.1.4 puisque les formes linéaires qui interviennent ne sont pas toutes dans un
ensemble L comme dans cette proposition (à cause du signe −sI∞). Cette écriture
n’est donc pas nécessairement minimale. On peut bien sûr, par des manipulations
élémentaires, transformer la formule pour n’utiliser que des formes L ∈ L, mais on
perd alors la simplicité de l’expression des constantes ci (qui sont modifiées par un
signe).
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2. Fixons I ⊂ {1, . . . , p} ainsi qu’une partition I = I0 t I∞. Alors

ΓZ(f1,...,fp;I0,I∞;F)(s) · ΓZ(f1,...,fp;I∞,I0;F)(s)

est le produit des facteurs Γ qui dépend exactement des variables ±sI0 et ∓sI∞ ,
c’est à dire le produit des termes de la forme

Γ
(
±λI0sI0 ∓ λI∞sI∞ − α

)
avec λi > 0 pour tout i ∈ I. Ce terme ne dépend que du comportement de

(f1, . . . , fp) et de F le long de
◦
XI0,I∞ t

◦
XI∞,I0 . Par exemple, le produit des ter-

mes de la forme Γ(si + α) ne dépend que du polynôme caractéristique de Ti le long
de {fi = 0} ∪ {fi = ∞}− ⋃j 6=i [{fj = 0} ∪ {fj = ∞}].

3. Introduisons la fonction zêta globale :

Z(f1, . . . , fp;F) =
∏

I⊂{1,...,p}

∏
I0tI∞=I

Z(f1, . . . , fp; I0, I∞;F)(TI0 , T
−1
I∞ ).

Cette fonction zêta a l’interprétation suivante (voir [17]) : soit π1(T
p) le groupe fon-

damental du tore T p basé à l’origine et C[π1(T
p)] l’algèbre de ce groupe. Considérons

le système local L sur ce tore dont la fibre à l’origine est l’algèbre C[π1(T
p)] et

l’action de π1(T
p) est celle induite par la multiplication. Si l’on a fixé des coordonnées

t1, . . . , tp, on a des générateurs Ti (lacet autour de ti = 0) et C[π1(T
p)] = C[T, T−1].

Soit G un complexe borné à cohomologie C-constructible sur ce tore, tel que le pro-
longement ρ!G par 0 soit aussi à cohomologie constructible, où ρ : T p ↪→ Y désigne
l’inclusion dans une compactification algébrique quelconque. Pour une telle com-
pactification, notons ι : Y − T p ↪→ Y l’inclusion complémentaire de ρ. Considérons
le complexe

RΓι−1Rρ∗ (G ⊗C L) .

C’est un complexe borné à cohomologie de type fini sur C[π1(T
p)], qui ne dépend

pas (à quasi-isomorphisme près) du choix de la compactification (cela résulte de
la formule de projection et du fait que deux compactifications sont dominées par
une troisième). De plus, les groupes de cohomologie sont des C[π1(T

p)]-modules de
torsion. Considérons le cycle de codimension 1 dans le tore SpecC[π1(T

p)] corre-
spondant à ce complexe. Si l’on a choisi des coordonnées comme plus haut (et donc
une compactification Y = P1 × · · · × P1), ce cycle est le cycle défini par la fonc-
tion Z(t1, . . . , tp; Rρ∗G)(T ). La fonction Z(f1, . . . , fp;F) vérifie la même propriété
en prenant pour G la restriction au tore T p de l’image directe Rf∗F .

Démonstration du théorème 3.3.3. Elle se fait par récurrence sur p. Lorsque p = 1, le
résultat est donné par le théorème 2.3.1. Pour p quelconque, il suffit de montrer les deux
lemmes suivants :

Lemme 3.3.4 Pour tout k ∈ {1, . . . , p}, si αk est assez général, les restrictions à sk = αk
des deux systèmes dans 3.3.3 sont égales.
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Lemme 3.3.5 Soient M(s) et M′(s) deux classes dans le groupe hypergéométriqueHG(p).
Supposons que pour tout αp assez général on ait

i∗{sp=αp}M(s) = i∗{sp=αp}M
′(s).

Alors il existe cp ∈ C∗ et γ : C/Z → Z à support fini tels que l’on ait

M(s) = EDF

csp
p ·

∏
α∈C/Z

Γ(sp − α)γα

⊗M′(s).

Une fois ces deux lemmes montrés, on voit que les deux systèmes de 3.3.3 diffèrent au
plus par un système du type

EDF

csp
p ·

∏
α∈C/Z

Γ(sp − α)γα

 .
En considérant aussi la restriction à s1 = α1 pour α1 assez général, on voit que cp = 1 et
γ ≡ 0. 2

Démonstration du lemme 3.3.5. Tout revient à montrer que si M(s) est la classe d’un
système de rang 1 tel que i∗{sp=αp}M(s) = EDF(1), alors M(s) est égal à un système du

type indiqué ci-dessus pour un certain (cp; γ) ∈ C∗×Z[C/Z]. On peut supposer que M(s) est
sous la forme donnée par la proposition 1.1.4. Notons s′ = (s1, . . . , sp−1), L

′(s′) = L(s′, 0)
et soit δ(L) le pgcd des coefficients de L′. Nous supposerons que L est comme dans
l’exemple avant 1.1.4 (et L′ de même avec p − 1 variables), de sorte que si L ∈ L et si
L′ 6≡ 0, alors (1/δ(L)) · L′ ∈ L′. Il est possible de choisir αp assez général pour que les
hyperplans d’équation [

1

δ(L)
L′(s′) +

λpαp − α+ k

δ(L)
+ `

]
= 0

pour L ∈ L, α ∈ C/Z tels que γL,α 6= 0 et L′ 6≡ 0, et k = 1, . . . , δ(L) − 1, ` ∈ Z soient
deux à deux distincts. Le système

M(s) = EDF

cs11 · · · csp
p

∏
L∈L

∏
α∈C/Z

Γ(L(s)− α)γL,α


se restreint en le système satisfait par

cs11 · · · c
sp−1

p−1

∏
L∈L|L′ 6≡0

∏
α∈C/Z

δ(L)γL,αL
′(s1,...,sp−1)

δ(L)−1∏
k=0

Γ

[
1

δ(L)
L′(s′) +

λpαp − α+ k

δ(L)

]γL,α

.

Ainsi, le système restreint est écrit sous la forme canonique 1.1.4. On en déduit que si
i∗{sp=αp}M(s) = EDF(1), alors pour toute forme L telle que L′ 6≡ 0 et tout α ∈ C/Z on a
γL,α = 0. On vérifie de même que ci = 1 pour i = 1, . . . , p− 1, ce qui montre l’assertion.
2
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Démonstration du lemme 3.3.4. Elle se fait par récurrence sur le nombre de variables.
L’hypothèse de récurrence, la formule (3.1.6) et le lemme 3.3.2, la proposition 3.2.3 et

le fait dû à la régularité de j+M que DR
(
j∗
[
M⊗N (k)

αk

])
= Rj∗

[
DR(M)⊗ L(k)

µk

]
(avec

µk = exp 2iπαk), impliquent que l’égalité des restrictions à {sk = αk} a lieu pour les
facteurs Γ normalisés.

Il reste à montrer cette égalité pour les termes en cs, c’est à dire que pour tout i 6= k
on a

c(fi,F) = c(fi,Rj∗(F ⊗ L(k)
µk

)).

Il suffit de montrer que pour tout ti ∈ C∗ on a l’égalité des caractéristiques d’Euler

χ
(
f−1
i (ti),Rj∗(F ⊗ L(k)

µk
)
)

= χ
(
f−1
i (ti),Rj∗F

)
ce qui est clair, puisque les deux faisceaux ont même fonction caractéristique d’Euler
locale sur les fibres de fi. 2

4 Déterminant d’intégrales de fonctions multiformes

4.1 Solutions des systèmes d’EDF de rang 1

4.1.1 Soit O(Cp) l’algèbre des fonctions holomorphes en s1, . . . , sp et O(Cp)(1) la sous-
algèbre des fonctions ϕ satisfaisant la condition de croissance suivante : pour toute famille
de couples de réels ri ≤ Ri (i = 1, . . . , p) il existe C > 0, a > 0 et R > 0 tels que dans le
domaine

{s ∈ Cp | ∀i = 1, . . . , p, ri ≤ Ré si ≤ Ri, |Im si| > R}

on ait

|ϕ(s1, . . . , sp)| < C · exp

(
a

p∑
i=1

|Im si|
)
.

Définissons E(Cp) comme la sous-algèbre du corps des fonctions méromorphes en
s1, . . . , sp caractérisée par la propriété suivante : une fonction méromorphe ϕ est dans
E(Cp) si il existe un nombre fini de formes linéaires L à coefficients dans Z premiers entre
eux, un ensemble fini de nombres complexes non nuls λ, des entiers γL,λ et un polynôme
h(s) ∈ C[s] tels que

h(s) ·
∏
L,λ

(exp(2iπL(s))− λ)γL,λ · ϕ ∈ O(Cp)(1).

Il est clair que exp(2iπL(s))−λ est dans O(Cp)(1) de même que h(s), et E(Cp) est obtenu
à partir de O(Cp)(1) en inversant uniquement ces fonctions.

Note. Lorsque p = 1, ce type de condition de croissance est classiquement utilisé pour
étudier la transformation de Mellin inverse. Dans le cas des EDF, il a été systématiquement
utilisé par J.-P. Ramis (non publié, voir aussi [3, 10]).
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La preuve de la proposition suivante est élémentaire et, en ce qui concerne la fonction
Γ, repose sur la formule de Stirling. Il sera commode dans la suite de noter Ti = exp 2iπsi
et T = (T1, . . . , Tp).

Proposition 4.1.2 Les algèbres O(Cp)(1) et E(Cp) satisfont les propriétés suivantes :

1. O(Cp)(1) (resp. E(Cp)) est un module à gauche sur C[s]〈τ, τ−1〉 (resp. C(s)〈τ, τ−1〉).
2. La sous-algèbre des éléments invariants par τ1, . . . , τp dans O(Cp)(1) s’identifie à

C[T, T−1] et la sous-algèbre analogue de E(Cp) à l’algèbre C[T, T−1]loc obtenue à
partir de C[T, T−1] en inversant les TL − λ.

3. Si π : Cp → Cq est une projection linéaire définie sur Q, on a π∗O(Cq)(1) ⊂
O(Cp)(1) et π∗E(Cq) ⊂ E(Cp).

4. Pour toute forme L comme ci-dessus et tout α ∈ C, les fonctions Γ(L(s) − α) et
Γ(L(s)− α)−1 sont dans E(Cp). 2

4.1.3 Soit M(s) un système holonome d’EDF. L’espace des solutions dans E(Cp) de ce
système est par définition l’espace HomC(s)〈τ,τ−1〉(M(s), E(Cp)). Soit S une solution et soit
m = (m1, . . . ,mr) une base de M(s). Alors les fonctions S(m1), . . . , S(mr) sont solutions
du système (i = 1, . . . , p)

τi ·


S(m1)

...
S(mr)

 = Ai(s) ·


S(m1)

...
S(mr)


si Ai est la matrice de τi dans la base m et inversement tout tel vecteur définit une
solution S de cette manière. De plus, l’espace des solutions HomC(s)〈τ,τ−1〉(M(s), E(Cp))
est naturellement un module sur C[T, T−1]loc.

Note. Nous ne donnerons pas de résultats généraux concernant cet espace. On sait (voir
loc. cit.) que lorsque p = 1, cet espace est de dimension dimC(s) M(s) sur C[T, T−1]loc

(qui est alors égal au corps des fractions rationnelles C(T )). Il serait aussi naturel de
considérer les groupes Ext (ou alors de montrer qu’ils sont nuls).

Proposition 4.1.4 Soit M(s) un système holonome d’EDF de rang 1. Alors il existe
(c1, . . . , cp; γ) ∈ (C∗)p × Z[L×C/Z] unique tel que pour toute base m de M(s) et toute
solution S ∈ HomC(s)〈τ,τ−1〉(M(s), E(Cp)) il existe h ∈ C(s) et ϕ ∈ C[T, T−1]loc avec

S(m) = h(s) · ϕ(T ) · cs11 · · · csp
p ·

∏
L

∏
α

Γ(L(s)− α)γL,α .

Démonstration. Soit m′ une base dans laquelle cs11 · · · csp
p · ∏L

∏
α Γ(L(s) − α)γL,α est

solution (voir prop. 1.1.4) et posons m = h(s) ·m′. Alors[
h(s) · cs11 · · · csp

p ·
∏
L

∏
α

Γ(L(s)− α)γL,α

]−1

· S(m) ∈ E(Cp)

est solution du système de rang 1 de matrice égale à l’identité, autrement dit est une
fonction périodique. On applique alors la proposition précédente. 2
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Nous utiliserons le résultat suivant, qui découle du précédent. Notons par C(T ) le
corps des fractions de C[T ].

Proposition 4.1.5 Soit M(s) un système holonome d’EDF de rang r. Supposons donnés
r éléments m1, . . . ,mr ∈ M(s) et r solutions S1, . . . , Sr ∈ HomC(s)〈τ,τ−1〉(M(s), E(Cp)), et
supposons que le déterminant det (Sk(m`)) ∈ E(Cp) ne soit pas identiquement nul. Alors

1. m1, . . . ,mr est une base de M(s) et S1, . . . , Sr une base du C(T )-espace vectoriel
C(T )⊗ HomC(s)〈τ,τ−1〉(M(s), E(Cp)) (qui est donc de dimension r).

2. On a
det (Sk(m`)) = h(s) · ϕ(T ) · cs11 · · · csp

p ·
∏
L

∏
α

Γ(L(s)− α)γL,α

avec h ∈ C(s) et ϕ ∈ C[T, T−1]loc. 2

4.2 Déterminant d’intégrales

Nous nous plaçons dans la situation du §1.3 et nous prenons ici M = OU . Nous allons
d’abord définir les intégrales que nous voulons considérer.

4.2.1 Soit ˜(C∗)p le revêtement universel du tore (C∗)p et Ũ le produit fibré de U par˜(C∗)p :

Ũ
p−→ Uy 2

yf˜(C∗)p −→ (C∗)p

On dispose sur Ũ (qui est lisse) de l’accouplement (seul le cas n = dimU nous intéressera)

〈 , 〉 : Hn
c (Ũ ,C)×Hn(Ũ ,C) −→ C.

Il faut remarquer cependant que les espaces vectoriels considérés ne sont pas de dimension
finie. Le système local introduit à la remarque 4 du §3.3 n’est autre que l’image directe à
support propre p!CŨ

et on voit que

Hn
c (Ũ ,C) = Hn

c (U,L)

est un C[T, T−1]-module de type fini (voir par exemple [17]). Par ailleurs, si ω ∈ Ωn(U)
est une n-forme algébrique, p∗ω est une n-forme holomorphe sur Ũ et p∗ωf s est une n-
forme dépendant analytiquement du paramètre s. Puisque Ũ est un revêtement de U ,
c’est aussi une variété de Stein, donc, pour s fixé, p∗ωf s définit une classe de cohomologie
[ωf s] ∈ Hn(Ũ ,C) et pour tout γ ∈ Hn

c (U,L), la fonction

s 7−→ 〈γ, [ωf s]〉

est holomorphe sur Cp.
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Remarque. Soit L∗ le système local dual de L (comme faisceau de C[T, T−1]-modules).
La fibre de L∗ est aussi égale à C[T, T−1] mais la monodromie autour de ti = 0 est la
multiplication par T−1

i pour i = 1, . . . , p. Alors l’homologie à support compact Hc
n(U,L

∗)
est (par définition) égale à Hn

c (U,L) de sorte qu’on peut interpréter γ comme un cycle à
coefficients dans L∗.

Définition 4.2.2 Pour γ ∈ Hn
c (U,L) et ω ∈ Ωn(U), on pose∫

γ
ωf s

déf
= 〈γ, [ωf s]〉.

C’est une fonction holomorphe de s. On étend la définition à C[s]⊗C Ωn(U) par linéarité.

Proposition 4.2.3

1.
∫
γ ωf

s ne dépend que de la classe de ω dans H0(Af1,...,fp
(OU)).

2. Pour tout i = 1, . . . , p, on a∫
Tiγ

ωf s = exp−2iπsi ·
∫
γ
ωf s.

3. Pour tout γ ∈ Hn
c (U,L) et tout ω ∈ Ωn(U) on a∫

γ
ωf s ∈ O(Cp)(1).

Démonstration. Le premier point est immédiat et le second résulte du fait que l’accouplement
est invariant sous l’action du groupe du revêtement Ũ → U . Montrons le troisième point.
Si on fixe γ et ω, on a

|〈γ, [ωf s]〉| ≤ |exp(2iπs log f)| · |〈γ, p∗ω〉|

et puisque γ est à support compact, il existe c, c′ > 0 tels qu’on ait sur le support de γ :

|log |f || ≤ c et |arg f | ≤ c′.

Puisque

|exp(2iπs log f)| = exp (−2π(Im s) log |f |) · exp (−2π(Ré s) arg f)

on en déduit que 〈γ, [ωf s]〉 ∈ O(Cp)(1). 2

4.2.4 Restriction. Soit µ ∈ (C∗)p. Si µ est assez général, on a

Hn
c (U,Lµ) = Hn

c (U,L)/(T1 − µ1, . . . , Tp − µp)

où Lµ désigne le système local de rang 1 sur C de monodromie µ−1
i autour de fi = 0, c’est

à dire
Lµ = L/(T1 − µ1, . . . , Tp − µp).

Il suffit pour cela de choisir µ dans l’ouvert affine V sur lequel les modules H∗c (U,L) sont
C[T, T−1]|V -plats.
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Par ailleurs, d’après le §3.2, si α ∈ Cp est assez général, la restriction à s = α de
H0(Af1,...,fp

(OU)) est égale à H0(p+Nα) qui, par régularité, n’est autre que Hn(U,Lµ), si
µi = exp 2iπαi pour i = 1, . . . , p.

Ainsi, le rang générique de Hn
c (U,L) est égal à dimC(s)H

0(Af1,...,fp
(OU)(s)) puisque

ces deux nombres sont égaux à

dimCH
n
c (U,Lµ−1) = dimCH

n(U,Lµ)

pour µ assez général, cette dernière égalité provenant de la dualité de Poincaré pour Lµ

sur U .

Soit γ ∈ Hn
c (U,L) et notons γ(µ−1) ∈ Hn

c (U,Lµ−1) sa restriction à µ−1 assez général.
Alors, pour α ∈ Cp assez général et µ = exp 2iπα, on a(∫

γ
ωf s

)
|s=α

= 〈γ(µ−1), [ωfα]〉

ce dernier symbole signifiant la dualité de Poincaré pour Lµ.

4.2.5 Classiquement, les cycles d’intégration ne sont pas à support compact dans U ,
aussi il faut définir dans ce cas

∫
γ ωf

s par régularisation (ou partie finie). Nous allons
détailler ce point. On dispose d’une application naturelle de C[T, T−1]-modules de type
fini

Hn
c (U,L) −→ Hn

fp(U,L).(4.2.6)

où le deuxième terme désigne la cohomologie à support f -propre. Le résultat suivant est
conséquence de [17, théorème 2.5.7] :

Proposition 4.2.7 Soit, comme en (4.1.2), C[T, T−1]loc l’algèbre obtenue en inversant
les TL−λ, L à coefficients dans Z premiers entre eux et λ ∈ C∗. Alors, après tensorisation
par C[T, T−1]loc, le morphisme (4.2.6) est un isomorphisme.

Démonstration. Soient j : (C∗)p ↪→ (P1)p et ι : (P1)p − (C∗)p ↪→ (P1)p les inclusions.
On a un triangle

j!(Rf!L) −→ Rj∗(Rf!L) −→ Rι∗ι
−1Rj∗(Rf!L)

+1−→

et il résulte de loc. cit. que la cohomologie du troisième terme est de torsion, et annulée
par un produit de TL−λ. Les deux premiers complexes ont donc même cohomologie après
tensorisation par C[T, T−1]loc, et puisque cet anneau est plat sur C[T, T−1], on en déduit
que (4.2.6) est un isomorphisme après tensorisation. 2
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En utilisant l’isomorphisme inverse de (4.2.6) (après localisation), on peut ainsi définir∫
γ ωf

s comme fonction méromorphe de s lorsque γ ∈ Hn
fp(U,L) et ω ∈ Ωn(U) : on choisit

γ′ ∈ Hn
c (U,L) et P (T ) =

∏
L,λ(T

L − λ)γL,λ de sorte que l’image de P (T ) · γ′ soit γ. On
pose ∫

γ
ωf s =

∫
P (T )γ′

ωf s
déf
= P (exp−2iπs)−1 ·

∫
γ′
ωf s.

Les propriétés vues plus haut pour les supports compacts s’étendent et on a

Proposition 4.2.8 Pour γ ∈ Hn
fp(U,L) et ω ∈ Ωn(U),∫

γ
ωf s ∈ E(Cp). 2

4.2.9 Soit γ ∈ Hn
fp(U,L). Alors γ définit une solution

∫
γ dans E(Cp) du système d’EDF

H0(Af1,...,fp
(OU)(s)) par la formule

ω 7−→
∫
γ
ωf s.

Nous avons vu que le rang générique r du C[T, T−1]-module Hn
fp(U,L) est égal à

dimC(s)H
0(Af1,...,fp

(OU)(s)).

Choisissons alors γ1, . . . , γr ∈ Hn
fp(U,L) tels que pour µ dans un ouvert dense du tore

(C∗)p, les restrictions γ1(µ), . . . , γr(µ) à T = µ forment une base de Hn
fp(U,Lµ). Choisis-

sons de même ω1, . . . , ωr ∈ Ωn(U) dont les classes dans H0(Af1,...,fp
(OU)(s)) forment une

C(s)-base.

Théorème 4.2.10 Dans ces conditions, le déterminant det
(∫
γi
ωjf

s
)

n’est pas identique-
ment nul et peut s’écrire sous la forme

det
(∫

γi

ωjf
s
)

= h(s) · ϕ(T ) ·
p∏
i=1

c(ti,F)si ·
∏

I⊂{1,...,p}

∏
I0tI∞=I

ΓZ(t1,...,tp;I0,I∞;F)(s)

où h(s) ∈ C(s) a des pôles localisés sur des hyperplans affines d’équation L(s) − α = 0,
ϕ(T ) ∈ C[T, T−1]loc et F = DRH0(f+OU).

Remarques.

1. Cette écriture suppose fait le choix d’une section C/Z → C. Un autre choix modifie
seulement h.

2. Si (f1, . . . , fp) est à singularités isolées (§1.3.5), on peut remplacer dans cette formule
les ti par fi et prendre F = Rj∗CU [dimU ].

3. On peut penser que pour certains choix de bases (γi) et (ωj), le numérateur de h(s)
est aussi un produit de formes affines et que le numérateur de ϕ(T ) est aussi un
produit de termes TL − λ.
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4. Comme la preuve ci-dessous le montre, si l’on choisit convenablement les représentants
des facteurs Γ, les pôles du déterminant sont uniquement dus à la régularisation. On
peut, si l’on y tient, donner plus d’information sur ces pôles à l’aide des résultats
de [17]. Nous laissons au lecteur le soin de le faire.

5. Lorsque f1, . . . , fp définissent un arrangement d’hyperplans, la formule ainsi obtenue
est moins précise que celle donnée par Varchenko ([19]), puisque nous ne spécifions
pas les bases choisies et donc nous ne pouvons avoir d’information supplémentaire
sur h et ϕ. Par contre, dans cette situation, le théorème 3.3.3 est tout à fait analogue
au théorème (2.2) de [14].

Démonstration. On commence par travailler avec des éléments γ′i ∈ Hn
c (U,L) dont

la restriction à µ−1 assez général forment une base de Hn
c (U,Lµ−1). La non nullité du

déterminant considéré provient du fait que l’accouplement

Hn
c (U,Lµ−1)×Hn(U,Lµ) −→ C

est non dégénéré. On déduit de la proposition 4.1.5 la formule pour le déterminant
det

(∫
γ′i
ωjf

s
)
. Dans ce cas, si l’on choisit convenablement les représentants des éléments de

C/Z intervenant dans les facteurs Γ, on peut faire en sorte que h ∈ C[s] et ϕ ∈ O(Cp)(1)

puisque ce déterminant est holomorphe en s. Un changement de ces représentants peut
au plus ajouter des pôles sur des hyperplans L(s)− α = 0.

On déduit l’énoncé du théorème par l’argument de régularisation expliqué plus haut.
2

Remarque. Supposons que X, U et f1, . . . , fp soient définis sur R, qu’il existe des formes
réelles ω1, . . . , ωr ∈ Ωn(U) dont les classes dans H0(Af1,...,fp

(OU)(s)) forment une C(s)-
base. Soient k : (C∗)p → (P1)p−{∏p

i=1 ti = 0} l’inclusion et g : U → (P1)p−{∏p
i=1 ti = 0}

la composée de la restriction de f et de k. On suppose que l’espace d’homologie à support
g-propre Hgp

n (U(R),R) est de dimension r et possède une base (γ1, . . . , γr) dont l’image
par le morphisme naturel Hgp

n (U(R),R) → Hfp
n (U,L)⊗C(T ) soit une base de ce C(T )-

espace vectoriel. Dans ce cas, pour Ré (si) � 0, a(s) = det
(∫
γi
ωj |f |s

)
est bien défini et

se prolonge en une fonction méromorphe sur Cp. Supposons de plus que dans l’égalité du
théorème 4.2.10 pour F = DRH0(f+OU), seuls des facteurs Γ normalisés du type (I0, ∅) où
(∅, I∞) apparaissent effectivement, c’est à dire que les formes linéaires correspondantes ont
tous leurs coefficients soit ≥ 0, soit ≤ 0. Puisque si L est une forme linéaire à coefficients
`i (i ∈ I) dans N− {0} on a

EDF (Γ(−L(s)− α)) = EDF

(∏
i∈I

(−1)`isi · Γ(L(s) + α)−1

)

on en déduit que

EDF

(
Γ(−L(s)− α)∏
i∈I(−`i)−`isi

)
= EDF

[Γ(L(s) + α)∏
i∈I(`i)

`isi

]−1
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et on peut réécrire l’égalité du théorème 4.2.10 de sorte que les formes linéaires intervenant
dans les facteurs Γ normalisés aient leurs coefficients dans N. On notera Γ̃ le produit des
facteurs Γ ainsi normalisés. On a alors l’égalité, pour Ré (si) � 0,

a(s) = h(s) ·
p∏
i=1

|c(ti,F)|si · Γ̃(s).

C’est en effet une conséquence du théorème de Carlson : toute fonction d’une variable
complexe, analytique et bornée sur le demi-plan Ré (z) ≥ 0 et qui s’annule aux entiers est
identiquement nulle. Pour montrer l’assertion, nous allons utiliser une récurrence sur p.
Fixons s′ = (s2, . . . , sp) avec Ré (si) � 0. Comme les fi sont définis sur R, les constantes
c(fi,F) sont réelles. D’autre part le produit Γ̃(s) est équivalent pour |s1| → ∞ et s′ fixé
à A ·Bs1 , où A et B sont des réels positifs : cela résulte de la formule de Stirling et de la
remarque 3 du §2.3. D’après le théorème 4.2.10, il existe une fraction rationnelle ϕ telle
que

a(s) = h(s) · ϕ(exp(iπs1), . . . , exp(iπsp)) ·
p∏
i=1

|c(ti,F)|si · Γ̃(s).

La fonction

b(s) = h(s) · ϕ(1, exp(iπs2), . . . , exp(iπsp)) ·
p∏
i=1

|c(ti,F)|si · Γ̃(s)

admet donc une majoration
|b(s)| ≤ E · FRé (s1)

où E et F sont des réels positifs. Comme la fonction a vérifie une majoration similaire,
on en déduit l’existence d’un réel positif G tel que la fonction

g(s) = (a(s)− b(s))G−s1

soit bornée pour Ré (s1) � 0, à s′ fixé. D’après le théorème de Carlson on a donc a(s) =
b(s), ce qui prouve par récurrence sur p que ϕ est constante.

Dans le cas où les fi = 0 définissent un arrangement d’hyperplans affines vérifiant une
condition de transversalité à distance finie, A. Varchenko a montré dans [19] une formule
équivalente à

det
(∫

γi

ωjf
s
)

=
p∏
i=1

c(ti,F)si · Γ̃(s)

pour un choix convenable des bases ωi, γj et des représentants dans C des éléments de
C/Z intervenant dans Γ̃. Dans le cas où p = 1 et f1 est semi-quasihomogène, il a obtenu
un résultat du même type dans [20].
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[8] P. Deligne, Equations différentielles à points singuliers réguliers, Springer Lect.
Notes in Math. 163 (1970).
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