
CONTENTS

Preface. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

Conventions and notation. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1. Overview. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2. Hodge theory: review of classical results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.1. Introduction. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.2. Hodge theory on compact Riemann surfaces. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2.3. Hodge theory of smooth projective varieties. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.4. Polarizable C-Hodge structures. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.5. Mixed Hodge structures. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.6. Comments. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

3. Hodge-Lefschetz structures. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
3.1. The Lefschetz decomposition. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
3.2. Polarizable Hodge-Lefschetz structures. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3.3. Comments. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

4. Variations of Hodge structure on a smooth projective variety . . . . . . . 55
4.1. Variations of C-Hodge structure. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
4.2. The Hodge theorem. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
4.3. Semi-simplicity. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
4.4. Comments. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

Part I. Pure Hodge modules on curves. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

5. Variations of Hodge structure on curves. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
5.1. Introduction. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
5.2. Variation of Hodge structure on a punctured disc. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
5.3. The de Rham complexes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
5.4. The Hodge filtration. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
5.5. Semi-simplicity. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
5.6. Comments. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95



iv CONTENTS

6. Pure Hodge modules on curves. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
6.1. Introduction. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
6.2. Basics on holonomic D-modules in one variable. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
6.3. Sesquilinear parings on D-modules on a disc. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
6.4. Hodge D-modules on a Riemann surface and the Hodge-Saito theorem . . 110
6.5. Comments. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

Part II. Tools from the theory of D-modules . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

7. Nearby and vanishing cycles of eD-modules. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
7.1. Introduction. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120
7.2. The filtration V•

eDX relative to a smooth hypersurface. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
7.3. Specialization of coherent eDX -modules. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
7.4. Nearby and vanishing cycle functors. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
7.5. Strict non-characteristic restrictions. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
7.6. Strict Kashiwara’s equivalence. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139
7.7. Strictly support-decomposable eD-modules. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142
7.8. Direct image of strictly R-specializable coherent eDX -modules. . . . . . . . . . . . 149
7.9. Comments. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156

8. Specialization of filtered D-modules. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157
8.1. Introduction. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157
8.2. Strict and bistrict complexes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158
8.3. Compatible filtrations and strictness. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160
8.4. Specializability of filtered DX -modules. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172
8.5. Strictness criterion for complexes of filtered D-modules. . . . . . . . . . . . . . . . . . 172
8.6. Induced bi-filtered DX -modules. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177
8.7. The direct image of bi-filtered DX -modules. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182
8.8. Strictness of strictly R-specializable RFDX -modules. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186
8.9. Comments. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190

9. Localization and maximal extension. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191
9.1. Introduction. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191
9.2. Localization of DX -modules. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193
9.3. Localization of eDX -modules. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195
9.4. Dual localization. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 200
9.5. D-localizable eDX -modules and middle extension. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205
9.6. Beilinson’s maximal extension and applications. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 208
9.7. Good behaviour of localizability and maximalizability by pushforward . . . 215
9.8. Comments. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 216

10. D-modules enriched with a sesquilinear pairing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217
10.1. Introduction. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217
10.2. Sesquilinear pairings for DX -modules and the category D-Triples . . . . . . . 217
10.3. Pushforward in the category D-Triples(X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222
10.4. Specialization in D-Triples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 229
10.5. Localization and dual localization of a sesquilinear pairing. . . . . . . . . . . . . . 239



CONTENTS v

10.6. Pushforward, specialization and localization of sesquilinear pairings. . . . . 242
10.7. Beilinson’s construction for sesquilinear pairings. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 244
10.8. Comments. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 244

11. D-modules of normal crossing type . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 245
11.1. Introduction. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 245
11.2. Filtered coherent DX -modules of normal crossing type. . . . . . . . . . . . . . . . . . 246
11.3. Nearby cycles along a monomial function. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 259
11.4. Sesquilinear pairings. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 277
11.5. Comments. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 280

Part III. Polarizable Hodge modules. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 281

12. Pure Hodge modules. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 283
12.1. Introduction. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 283
12.2. The ambient category. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 285
12.3. Definition and properties of pure Hodge modules. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 289
12.4. Polarization. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 297
12.5. Comments. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 302

13. Structure and direct images of polarizable Hodge modules . . . . . . . . . 303
13.1. Introduction. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 303
13.2. Behaviour of the properties (HSD), (HM>0

) and (PHM>0

) by projective
pushforward. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 307

13.3. End of the proof of Theorem 13.1.4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 310
13.4. Comments. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 310

14. Polarizable Hodge modules of normal crossing type . . . . . . . . . . . . . . . . . 311
14.1. Introduction. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 311
14.2. Synopsis. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 311
14.3. Comments. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 312

Part IV. Mixed Hodge modules. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 313

15. Mixed Hodge-Lefschetz structures. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 315
15.1. Relative monodromy filtration. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 315
15.2. Comments. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 316

16. Mixed Hodge modules on curves. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 317

Appendix. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 319

A. Training on D-modules. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 321
A.1. The sheaf of holomorphic differential operators. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 321
A.2. Filtered objects and the graded Rees ring RFDX . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 324
A.3. Left and right. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 329
A.4. Examples of eD-modules. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 335
A.5. The de Rham functor. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 336
A.6. Induced eD-modules. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 341
A.7. Pullback of left eD-modules. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 343



vi CONTENTS

A.8. Pushforward of eD-modules. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 345
A.9. Coherence of eDX . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 354
A.10. Coherent eDX -modules and coherent filtrations. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 355
A.11. Appendix: Differential complexes and the Gauss-Manin connection . . . . 361
A.12. Comments. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 373

B. Degeneration of pure polarized Hodge structures. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 375

C. Degeneration of mixed Hodge structures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 377

Bibliography. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 379


